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3.1.7. Variabilidad de los parámetros libres . . . . . . . . . . . . 61

3.2. Orden de las proyecciones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66
3.3. Normalización de las proyecciones . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
3.4. Imposición de restricciones de simetrı́a . . . . . . . . . . . . . . . 71
3.5. Ecuaciones a nivel volumétrico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

3.5.1. Planteamiento de las ecuaciones volumétricas . . . . . . . 77
3.5.2. Imposición de restricciones de positividad . . . . . . . . . 78
3.5.3. Imposición de restricciones de volumen . . . . . . . . . . 80
3.5.4. Imposición de restricciones de superficie . . . . . . . . . 81
3.5.5. Solución inicial . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85

3.6. Corrección de la función de transferencia del microscopio . . . . . 86
3.6.1. Identificación de la función de transferencia . . . . . . . . 86
3.6.2. Corrección de fase . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108
3.6.3. Corrección de amplitud vı́a refinamiento iterativo de datos 108

3.7. Protocolo de reconstrucción . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112

4. Extensión del método de reconstrucción basado en ART: Cristales 115
4.1. Planteamiento de la reconstrucción cristalográfica . . . . . . . . . 115
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Objetivos

La biologı́a molecular se perfila actualmente como un vasto campo dirigido al
estudio y conocimiento de los componentes elementales en el desarrollo de la vida
celular. El objetivo es la caracterización de los complejos moleculares (proteı́nas,
DNA, RNA, ası́ como sus complejos macromoleculares) y su interrelación. Prin-
cipalmente dichos complejos definen la función y dinámica de una célula viva. De
este conocimiento se desprende la posibilidad de actuar a nivel intra e intercelular
en diversas enfermedades mediante el diseño de medicamentos especı́ficos, la de-
tección precoz de otras, modificar genéticamente especies para que muestren una
determinada caracterı́stica, el establecimiento de lı́neas evolutivas tanto a nivel de
genes como de especies, ... Como vemos, el interés por este tipo de estudios tras-
ciende más allá del conocimiento meramente cientı́fico, ya que sus aplicaciones
pueden mejorar notablemente nuestras condiciones de vida.

Dentro del campo de la biologı́a molecular nos encontramos con la biologı́a
estructural cuyo objetivo es la determinación de la estructura tridimensional de
los complejos macromoleculares implicados en los diferentes procesos. De entre
las diferentes estructuras susceptibles de estudio, centraremos nuestro interés en
la conformación de proteı́nas o agregados proteicos ya que son los que desarrollan
principalmente ”la vida inteligente” de la célula. Este interés por su forma se basa
en la premisa de que la función de una proteı́na está muy ligada a la estructura
tridimensional que adquiere en el espacio. De tal modo que cambios en su estado
de actividad puede responder a cambios conformacionales, o que proteı́nas de
composición bien distinta que realizan la misma función pueden compartir una
estructura similar.

En principio, podemos distinguir dos aproximaciones distintas a la obtención
de la conformación que una macromolécula adopta en el espacio: una trata de pre-
decir dicha estructura en base a una información a priori de la molécula tales co-
mo secuencia de aminoácidos, función o familia, combinada con información de
similaridad con otras moléculas de estructura conocida; por el contrario, la segun-
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Objetivos

da infiere la estructura tridimensional a partir de datos experimentales dirigidos
a conocer su forma mediante técnicas tales como rayos X, resonancia magnética
nuclear o microscopı́a electrónica. Cada una tiene sus limitaciones y, por tanto,
un rango de aplicación: los rayos X permiten la obtención de información estruc-
tural a muy alta resolución con la condición de que el espécimen bajo estudio
forme un cristal, lo cual no es fácil y tanto menos cuanto el peso molecular de la
partı́cula aumenta; la resonancia magnética nuclear también permite la obtención
de datos de alta resolución, pero con unas limitaciones de tamaño mucho mayores
que en rayos X; por último, la microscopı́a electrónica de transmisión no impone
condiciones al espécimen en estudio con el inconveniente de que la información
recogida es de mucho menor calidad que con las otras dos técnicas. Es por ello,
que estas técnicas experimentales se ven asociadas al empleo de potentes algorit-
mos de procesamiento de imagen que traten de paliar tal limitación. El resultado
es que en la actualidad la resolución alcanzada por estudios realizados por mi-
croscopı́a cada vez se acerca más a las cotas alcanzadas tanto por la difracción de
rayos X como por la resonancia magnética nuclear.

En este contexto, la presente tesis pretende caracterizar los algoritmos de
reconstrucción tridimensional empleados en microscopı́a electrónica y mejorar
el protocolo de reconstrucción desde el punto de vista de teorı́a de señal. Cen-
traremos nuestro estudio en las denominadas ”partı́culas individuales”, que es el
nombre que recibe el caso particular en que los agregados macromoleculares no
forman una estructura ordenada en el espacio, tal como un cristal o una hélice. En
concreto, concentraremos nuestro análisis en el algoritmo iterativo conocido co-
mo ART (Algebraic Reconstruction Technique) y en diversas variaciones sobre el
mismo. Dicho algoritmo pertenece a una familia denominada métodos de expan-
sión en serie del volumen a reconstruir, ya que tratan de determinar el conjunto
de coeficientes adecuado para una determinada expansión en serie del volumen
solución. En general, cualquier algoritmo de tomografı́a tridimensional recibe una
serie de imágenes de proyección (transformadas de rayos X) del espécimen bajo
estudio y devuelve la estructura tridimensional que, desde algún punto de vista,
”mejor” concuerda con dichas proyecciones. La tesis propuesta abordará los si-
guientes puntos:

Definición del algoritmo sobre rejillas de expansión diferentes a la cúbica
(rejillas centradas en el cuerpo y centradas en las caras) y con funciones base
distintas de los vóxeles (funciones de Kaisser-Bessel o blobs), ya que estas
otras expansiones se han mostrado útiles en tomografı́a aplicada a otros
campos.
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Objetivos

Determinación de los parámetros óptimos de rejilla y blob para la conse-
cución de unos objetivos determinados de resolución y tiempo de com-
putación. Es decir, dada una resolución objetivo seleccionar aquel blob y
rejilla que minimizan el tiempo de cómputo.

Diseño de una metodologı́a de comparación objetiva de resultados basada
en simulación de datos, reconstrucción de los mismos y posterior evaluación
de los resultados por medio de observadores numéricos (Figures of Merit, o
FOMs). Esta metodologı́a ya ha sido aplicada con éxito tanto en tomografı́a
médica como en biologı́a estructural.

Modelado de la función de transferencia del microscopio electrónico de
transmisión bajos dos técnicas de preparación de espécimen diferentes: crio-
microscopı́a y tinción negativa. Este modelado ayudará a una simulación
más realista de las condiciones experimentales.

Aplicación de la metodologı́a de comparación a la optimización de los
parámetros libres presentes en el algoritmo (número de iteraciones y fac-
tor de relajación) en distintas situaciones aplicables a la microscopı́a elec-
trónica de partı́culas individuales. En este punto se pretenderán describir
pautas de comportamiento del algoritmo de reconstrucción frente a varia-
bles como nivel de ruido, número de imágenes, tamaño de las mismas, ...

Estudio de la influencia del ordenamiento de las proyecciones en el re-
sultado final. Como en cualquier algoritmo iterativo, la secuencia de pre-
sentación de datos de entrada suele condicionar la reconstrucción obtenida.

Caracterización e introducción de condiciones de simetrı́a en el propio pro-
ceso de reconstrucción. El conocimiento de relaciones de simetrı́a en el inte-
rior de la macromolécula a reconstruir constituye una información adicional
sobre el volumen que debe ser explotada.

Aplicación de dicha simetrı́a a la reconstrucción tridimensional de virus.

Comparación de diferentes métodos de normalización de las proyecciones
en el contexto de llegar a imponer la ligadura de positividad al volumen re-
construido. Según el tipo de normalización aplicado a las proyecciones, se
puede considerar que el volumen reconstruido debe tener valores no nega-
tivos puesto que no tiene sentido una masa negativa.
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Introducción de restricciones de superficie en el proceso de reconstrucción.
Estas nuevas ecuaciones permitirán la integración de datos de proyección
obtenidos con microscopı́a electrónica con otros superficiales provenientes
de microscopı́a de fuerza de masas (AFM) o sombreado metálico.

Introducción de restricciones de volumen de tal forma que se limite la can-
tidad de masa reconstruida.

Corrección explı́cita del efecto ejercido por la función de transferencia del
microscopio en el volumen final reconstruido. Esta corrección permitirá el
aumento significativo de la resolución alcanzada.

Extensión de la formulación del algoritmo de tomografı́a a la reconstruc-
ción de cristales, ası́ este campo podrá beneficiarse de la, en principio, su-
perioridad de este método frente a la inversión directa de la transformada de
Fourier.

Aplicación de las mejoras anteriormente expuestas a la reconstrucción de
complejos macromoleculares a partir de datos experimentales (imágenes)
de microscopı́a electrónica, analizando el efecto de la introducción de estas
mejoras.

Como consecuencia de las mejoras propuestas en la presente tesis, se prevé un
avance significativo en cuanto a la resolución alcanzada en la reconstrucción de
partı́culas individuales, permitiendo ası́ que la flexibilidad y amplio espectro bio-
lógico de la técnica experimental de microscopı́a electrónica de transmisión se
vean potenciados con la posibilidad de alcanzar datos estructurales de alta calidad
con el consiguiente aporte cualitativo al campo de la biologı́a estructural. Ası́ mis-
mo, se abre la posibilidad de aplicar técnicas de procesado de imagen en el espacio
real a campos que tradicionalmente han estado dominado por el procesamiento
en el espacio de Fourier (reconstrucción de viruses y cristales). Este nuevo en-
foque del problema permite la integración de datos estructurales con origen en
el microscopio electrónico de transmisión con información proveniente de otras
microscopı́as (AFM o sombreado metálico), ası́ como con otro tipo de informa-
ción a priori tales como el conocimiento de la masa de la partı́cula a reconstruir o
distribución estadı́stica del conjunto de densidades.
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Parte I

Introducción
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Capı́tulo 1

Introducción a la microscopı́a
electrónica tridimensional

Este capı́tulo pretende contextualizar la presente tesis dentro del campo de
aplicación en el que ha sido concebida: la microscopı́a electrónica de macro-
moléculas aisladas en el marco de la biologı́a estructural. Para ello realizaremos
un breve acercamiento a cada uno de los diferentes términos (microscopı́a elec-
trónica, macromoléculas aisladas y biologı́a estructural) con el objeto de carac-
terizar correctamente el problema a resolver por la tesis ası́ como el entorno en el
que se ha desenvuelto.

1.1. Introducción a la biologı́a estructural

La biologı́a nos enseña que desde los seres vivos unicelulares hasta el más
complejo de los pluricelulares puede ser estudiado a nivel local por el compor-
tamiento de su constituyente más elementales: la célula [2]. Independientemente
de que una célula constituya en sı́ misma un ser unicelular o que pertenezca a
un complejo entramado celular formando un ser vivo superior, dicha única célula
presenta toda la funcionalidad de un ser vivo completo, entre las que figuran fun-
ciones tales como la nutrición, reproducción y adaptación a su entorno, además de
las funciones en las que la lı́nea celular a la que pertenece se haya especializado
dentro del organismo que nos encontremos estudiando.

Para el cumplimiento de todas estas funciones la naturaleza ha desarrollado
mecanismos bioquı́micos que permiten a cada célula desempeñar la tarea en-
comendada ası́ como las tareas propias de su mantenimiento. En estos mecanis-
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mos bioquı́micos se ven envueltas multitud de reacciones quı́micas en las que
las principales protagonistas son moléculas de gran tamaño y complejidad nor-
malmente basadas en muy pocos elementos entre los que destacan el carbono, el
oxı́geno, el nitrógeno y el hidrógeno. Dichas reacciones forman intrincadas rutas
bioquı́micas que permiten a la célula temporizar y señalizar distintos eventos que
a su vez desencadenan nuevas reacciones y ası́ sucesivamente hasta que la función
que debe desempeñarse en un momento dado consigue ser efectuada.

Las moléculas implicadas en dichas cadenas de reacción han sido cuidadosa-
mente diseñadas por la naturaleza por medio de procesos de mutación y selección
natural hasta alcanzar una gran especificidad en el desempeño de la función a rea-
lizar. Es por ello que el estudio profundo de dichas moléculas permite caracterizar
de forma constitutiva el comportamiento de una célula, y en último término de
un tejido, órgano u organismo. Es más, se ha demostrado [45, 75] que muchas
enfermedades actualmente conocidas están relacionadas con alteraciones de las
rutas de reacción normalmente generadas ante unas circunstancias determinadas.
Por otra parte, la ciencia biológica también nos ha mostrado [1, 140, 106] que
alteraciones controladas en dichas reacciones pueden conllevar modificaciones en
la resistencia de determinadas especies a agentes en principio nocivos, pueden
inducir comportamientos en organismos tales que desempeñen nuevas funciones
que resulten beneficiosas para el hombre (por ejemplo, en todo el tema de reci-
claje y degradación de sustancias de desecho), pueden modificar la adaptación
de ciertas especies al medio de tal forma que puedan desarrollarse en entornos
inicialmente hostiles para ellas, y un sinfı́n de nuevas aplicaciones con la que la
biologı́a nos sorprende continuamente. Es por estas vertientes económica y de
protección de la salud que actualmente se concede una importancia primordial a
todas aquellas ramas de la biologı́a que tratan de aumentar nuestro conocimiento
sobre el funcionamiento interno de la vida.

Son muchos los tipos de macromoléculas que participan en las reacciones
quı́micas que se producen en el interior de la célula pero se pueden agrupar en
grandes familias denominadas glúcidos, lı́pidos, proteı́nas y ácidos nucléicos. A
grandes rasgos se puede decir que los glúcidos constituyen la fuente de energı́a
de la célula, los lı́pidos se emplean para la compartimentalización celular, las
proteı́nas protagonizan toda la vida de la célula y, por último, los ácidos nucléicos
son empleados para la conservación de la información necesaria para poder re-
producir las proteı́nas en momentos posteriores ası́ como en células de las si-
guientes generaciones. Ante esta grosera clasificación se puede comprender que
el estudio de las proteı́nas constituye una pieza clave en la comprensión de la
dinámica celular y es por ello comprensible que alrededor de ellas hayan naci-
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do numerosas disciplinas (biologı́a molecular, bioquı́mica, biologı́a estructural,
genómica, proteómica, ...) que abordan el problema desde diferentes perspectivas.

En concreto, esta tesis se ha desarrollado en el ámbito de la biologı́a estruc-
tural. Esta rama de la biologı́a parte de la suposición de que la función de una
proteı́na esta fuertemente ligada la conformación que adopta en el espacio, sin
desdeñar por ello otros factores claramente importantes como puede ser su com-
posición bioquı́mica.

La estructura de una proteı́na puede ser estudiada a cuatro niveles: estructura
primaria, secundaria, terciaria y cuaternaria [2]. La estructura primaria corres-
ponde a la información de secuencia de aminoácidos, toda la información del
plegamiento de una macromolécula se encuentra contenida a este nivel. Secuen-
cias locales de aminoácidos definen la estructura secundaria formada por tres tipos
de elementos denominados hélices α, láminas β y loops. La interacción fı́sico-
quı́mica de los elementos de estructura secundaria entre sı́ dan lugar a la estruc-
tura terciaria, y la agregación de varias estructuras terciarias recibe el nombre de
estructura cuaternaria. Ver Figura 1.1

Figura 1.1: De izquierda a derecha: representación esquemática de los niveles de
estructura primario, secundario, terciario y cuaternario.

Para estudiar la estructura tridimensional que adopta una proteı́na en el espacio
se han diseñado diferentes estrategias: la primera trata de predecir dicha estructura
a partir de los datos bioquı́micos que se poseen de ella por medio de la resolución
de complejas ecuaciones que definen la interacción de los diferentes átomos que
componen la macromolécula; la segunda intenta visualizar la partı́cula en cuestión
utilizando para ello distintas técnicas biofı́sicas [6] como pueden ser la cristalo-
grafı́a de rayos X, la espectroscopı́a por resonancia magnética nuclear y la micros-
copı́a electrónica de transmisión, ya que otras técnicas mas convencionales como
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microscopı́a óptica y microscopı́a confocal de fluorescencia carecen de la capaci-
dad de resolución suficiente para visualizar partı́culas tan pequeñas (un tamaño
entre 50Å y 5000Å, y un peso molecular que puede llegar hasta los 100 ó 200
kDa).

Todas las técnicas fı́sicas empleadas para visualizar macromoléculas tienen
sus ventajas e inconvenientes. Las dos primeras, difracción de rayos X y reso-
nancia magnética nuclear, proporcionan información de alta calidad. Sin embar-
go, la difracción de rayos X necesita que un agregado de las macromoléculas
en estudio adopte una estructura cristalina, lo cual no es siempre factible y mu-
cho menos cuanto mayor sea el tamaño del complejo a estudiar. La resonancia
magnética nuclear hoy dı́a se encuentra limitada al estudio de macromoléculas
de pequeño tamaño debido a factores teóricos que pueden ser evitados con la es-
pectroscopı́a por resonancia magnética nuclear de estado solido, aunque hasta la
fecha aún no se ha resuelto ninguna proteı́na con esta técnica [6]. Por otra parte, la
espectroscopı́a por resonancia magnética nuclear tiene la ventaja de que permite
estudiar las moléculas en solución, no obstante se necesitan altas concentraciones
de proteı́na y que esta posea una alta solubilidad en agua para que los resulta-
dos sea interpretables. En cuanto a la microscopı́a electrónica de transmisión ha
sido considerada hasta hace poco como una herramienta de baja resolución, sin
embargo durante la última década se han producido importantes avances en las
técnicas de preparación (criomicroscopı́a [24]) y en el dispositivo en sı́ (filtros
de energı́a [131] y mejoras en la fuente de electrones, FEG, Field Emission Gun
[159]) que acercan la microscopı́a electrónica a técnicas de mayor resolución. Por
otra parte, las ventajas de la microscopı́a electrónica frente a las otras dos técnicas
son patentes: necesita menor cantidad de proteı́na, no requiere un estado cristalino
de la misma y no impone limitaciones de tamaño a la partı́cula bajo estudio.

Aunque existen muchas definiciones de resolución, tomaremos como válida
aquella que la define como la menor distancia entre dos puntos que aún permita
distinguirlos como separados [107]. El rango de interés en el estudio de proteı́nas
y grandes complejos moleculares se encuentra entre 1Å y 50Å. La resolución
tı́pica alcanzada por estudios de cristalografı́a de rayos X o espectroscopı́a por
resonancia magnética nuclear oscila entre 1Å y 3Å, mientras que en los últimos
estudios de microscopı́a electrónica se alcanzan hasta 7.5Å de resolución [111].
En estos términos debemos aclarar que una resolución alrededor de los 30Å pro-
porciona la forma general de una proteı́na, los elementos de estructura secundaria
[2] se empiezan a ver a unos 7Å de resolución, las cadenas de aminoácidos sobre
los 3-4Å y a 1-2Å se pueden localizar los átomos de forma aislada.
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1.2. Introducción a la microscopı́a electrónica de
transmisión

Como ya se ha introducido en la sección anterior, la microscopı́a electrónica
de transmisión es una técnica estructural de baja-media resolución que cada vez
se perfila más como una herramienta poderosa para realizar estudios estructurales
a media-alta resolución. Su funcionamiento es similar al de la microscopı́a óptica
salvo por el hecho que el haz de ”luz” incidente no se compone por fotones de
una determinada longitud de onda sino que son electrones acelerados por una
considerable diferencia de potencial, la energı́a cinética adquirida es la que les
confiere su poder resolutivo al llevar asociadas longitudes de onda muy inferiores
a las de la luz visible y ultravioleta (ver sección 3.6).

La figura 1.2 muestra un esquema de construcción del microscopio electrónico
[47]. Los electrones son producidos por un filamento (cátodo) a alta temperatura
en la parte superior del microscopio y son acelerados por una fuerte diferencia de
potencial, tı́picamente superior a los 100kV, producida por la presencia cercana
de un ánodo en la que se ha practicado un diminuto orificio por el que salen los
electrones en dirección a la columna del microscopio (de una altura cercana a los
2m). Puesto que los electrones son dispersados por fenómenos de colisión con
moléculas de gases, es necesario que se haga un fuerte vacı́o en el interior de la
columna de manera que el haz electrónico alcance la muestra situada en el porta-
muestras. A lo largo de su trayectoria dicho haz es focalizado por medio de dos
lentes magnéticas (lente condensadora y lente objetivo) de forma similar a la que
las lentes de un microscopio óptico focalizan la luz. Algunos de los electrones
del haz son dispersados por la muestra, otros interactúan con los átomos de la
misma modificando únicamente su fase y el resto atraviesan la columna sin sufrir
alteración alguna. La interacción de los electrones con la muestra será tanto mayor
cuanto mayor sea la densidad local del material. En el fondo de la columna se en-
cuentra el sistema de registro de imagen que bien puede ser analógico, compuesto
por una pantalla fosforescente y una pelı́cula fotográfica, o digital, formado por
una cámara CCD. La imagen ası́ formada recibe el nombre de micrografı́a.

En general se puede afirmar que una radiación determinada no puede utilizarse
para resolver detalles estructurales menores que la mitad de su longitud de onda.
Esta afirmación limita teóricamente la resolución de un microscopio óptico a unos
0.2 µm y la de un microscopio electrónico a 0.002 nm [107]. Sin embargo, esta
capacidad resolutiva se ve empañada por multitud de factores experimentales los
cuales pueden ser clasificados según su fuente en factores intrı́nsecos al micros-
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Figura 1.2: Corte longitudinal del tubo de formación de imagen en un microscopio
electrónico de transmisión.

copio y factores asociados a la preparación de la muestra dando ambos lugar a
fuertes degradaciones de la calidad de imagen.

Los factores ligados al microscopio tienen que ver principalmente con la es-
tabilidad de todas las corrientes eléctricas asociadas tanto a la generación de los
electrones como a su focalización. Estas inestabilidades provocan fuertes aberra-
ciones de las lentes mucho más difı́ciles de corregir que en el caso óptico. De esta
forma se limita la resolución del microscopio electrónico hasta los 0.1 nm.

Por otra parte, la preparación de la muestra impone fuertes limitaciones a la
resolución alcanzada. El espécimen se encuentra en una situación de alto vacı́o en
el interior de la columna por lo que se debe emplear algún modo de fijar su con-
formación espacial. Actualmente son dos las técnicas más empleadas a tal efecto:
la tinción negativa [32] y la criomicroscopı́a [24]. La tinción negativa deposita so-
bre el espécimen una sal metálica (ver figura 1.3) y el contraste en la micrografı́a
viene dado principalmente por la interacción de los electrones con las moléculas
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de dicha sal, ası́ pues esta técnica tan sólo proporciona información sobre la super-
ficie exterior de la macromolécula bajo estudio. Además, podemos encontrarnos
problemas de tinción parcial, la sal no llega a recubrir la totalidad de la altura del
espécimen, o de deformaciones flexibles de la macromolécula bajo el peso del
agente de tinción. La segunda técnica, criomicroscopı́a, congela en un tiempo ul-
tracorto una solución purificada de la proteı́na en estudio. La rápida congelación
de la muestra evita la formación de cristales de hielo que harı́an más difı́cil la
interpretación de los resultados. Las principales ventajas de esta segunda técnica
[68] son que la proteı́na se encuentra en un entorno más parecido al natural por lo
que las deformaciones estructurales serán menores y que, ahora, sı́ se dispone de
información proveniente del interior de la macromolécula. Por contra, el contraste
de las imágenes es mucho menor al estar provocado con átomos de mucho menor
número atómico que en el caso de la sal metálica.

Figura 1.3: Representación esquemática de (a) la tinción negativa y (b) la criomi-
croscopı́a.

En cualquiera de los dos casos es necesario añadir una pelı́cula de carbón que
dote de rigidez mecánica a la muestra. Esta pelı́cula tiene un grosor aproximado
de 10000Å frente a los 5000Å que ocupa el espécimen como máximo. Sin em-
bargo, la tecnologı́a ha avanzado en este sentido y actualmente se han conseguido
micrografı́as de criomuestras en las que no se ha utilizado una pelı́cula de carbón
[14, 31].

Otro factor limitante de la resolución en la reconstrucción tridimensional de
partı́culas aisladas es la variabilidad biológica. Para realizar tal reconstrucción se
combinan imágenes de proyección procedentes de multitud de distintas macro-
moléculas, supuestas todas iguales en forma. No obstante, esto no es sino una
aproximación puesto que diferencias en el agente de tinción o de su entorno
pueden modificar ligeramente la estructura flexible de la proteı́na en estudio.

Por último debemos mencionar la acción destructiva que la radiación elec-
trónica ejerce sobre la muestra biológica. Dicha destrucción impide la visuali-
zación de detalles estructurales de alta resolución, por lo que para minimizar su
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impacto y obtener imágenes de alta calidad se disminuye la dosis de radiación
empleada, sin embargo estas micrografı́as con menor dosis también presentan un
menor contraste.

Para finalizar podemos concluir que las micrografı́as obtenidas por microsco-
pı́a electrónica se caracterizan por un bajo contraste de la señal frente al ruido,
presentando una relación señal a ruido, SNR, por debajo de 1

�
2 (la figura 1.4

muestra un ejemplo de micrografı́a) y por una resolución muy por debajo de la
teórica impuesta por las limitaciones del microscopio. No obstante, a pesar de
todos estos inconvenientes se han logrado hacer reconstrucciones a alta resolución
de la Ca2 � -ATPasa a 6Å [156], de la subunidad 50S del ribosoma de Escherichia
Coli a 7.5Å [111], de la cápsida del Semliki Forest virus a 9Å [95], del ribosoma
70S de Escherichia Coli a 11.5Å [53], de GroEL a 11.5Å [93] y de la cápsida
del bacteriófago HK97 a 12Å [155].

Figura 1.4: Criomicrografı́a de ejemplo, en este caso no se utilizó soporte de
carbón.
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1.3. Introducción a la reconstrucción tridimension-
al

Aunque este aspecto se desarrolla en más profundidad en el capı́tulo 2 y a lo
largo de toda la tesis, conviene en esta introducción aclarar los principales aspec-
tos relacionados con ella.

Bajo la suposición de que el espécimen es relativamente fino con respecto a
la profundidad de foco del microscopio, Weak Phase Object, se puede demostrar
que la imagen adquirida es una imagen de proyección [61], un ejemplo cotidia-
no de imágenes de proyección son las obtenidas por radiografı́a convencional.
En este punto entra en juego una técnica matemática conocida como tomografı́a
que resuelve la estructura tridimensional de la macromolécula que generó tales
proyecciones. Existen muchas aproximaciones a la solución de este problema y
en esta tesis se ha ampliado el campo de acción y mejorado los resultados obte-
nidos por un algoritmo iterativo de reconstrucción tridimensional conocido como
ART (Algebraic Reconstruction Technique).

Sin embargo, son muchas las etapas por las que pasa un conjunto de mi-
crografı́as antes de producir una estructura tridimensional. Un breve repaso del
estado actual de las mismas contextualizará convenientemente la presente tesis
(compárese este protocolo de reconstrucción con el propuesto en la sección 3.7)

1. Suponiendo que la micrografı́a se encuentra en soporte fotográfico, el primer
paso hacia una reconstrucción tridimensional consiste en la digitalización
correcta de la misma de forma que pueda ser tratada por un ordenador.

2. Posteriormente se procede a la selección y extracción de aquellas regiones
dentro de la micrografı́a que efectivamente corresponden a proyecciones de
la proteı́na estudiada.

3. A continuación se realiza una normalización de las imágenes de proyección
con el objetivo de homogeneizar los niveles de densidad de gris de imágenes
procedentes de distintas micrografı́as.

4. Un primer paso de alineamiento traslacional y, dependiendo del caso, rota-
cional, es necesario para centrar todas las imágenes de proyección y colo-
carlas en un mismo marco geométrico.

5. LLegados a este punto podemos enventanar las imágenes para eliminar
aquellas zonas en las que con seguridad no hay proyección de la proteı́na.
De este modo se elimina parte del ruido.
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6. Se suele proseguir con una clasificación de las imágenes de forma que se de-
tecten posibles diferentes conformaciones y se desechen proyecciones que
no correspondan a la partı́cula estudiada.

7. Se procede a una asignación angular, es decir, la determinación de la direc-
ción desde la que cada imagen ha sido proyectada.

8. Finalmente ya estamos en condiciones de realizar la reconstrucción tridi-
mensional. Habitualmente se suelen combinar varios ciclos de asignación
angular y reconstrucción tridimensional con la intención de refinar las posi-
ciones angulares de las proyecciones.

9. Por último, se segmenta y visualiza el resultado obtenido.

Como se puede comprobar el papel que las técnicas de teorı́a de señal, proce-
samiento de imágenes y las técnicas matemáticas relacionadas juegan un papel
fundamental en el proceso ya que posibilitan una máxima extracción de informa-
ción en un entorno nada favorable como son las imágenes de proyección obtenidas
en el microscopio electrónico de transmisión con todas sus restricciones de muy
baja relación señal a ruido, SNR, y ancho de banda frecuencial limitado.

En resumen, podemos definir la etapa de reconstrucción tridimensional co-
mo aquella que pasa de las micrografı́as como la mostrada en la figura 1.4 a
volúmenes como el mostrado en isosuperficie en la figura 1.5.
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Figura 1.5: Reconstrucción tridimensional de ejemplo. Isosuperficie correspon-
diente a la reconstrucción del antı́geno de tumoricidad del poliomavirus Simian
Vacuolating SV40 realizada en esta tesis.
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Capı́tulo 2

Fundamentos de Tomografı́a

2.1. Concepto

2.1.1. Técnica tomográfica

La tomografı́a es una técnica matemática que trata de derivar los valores de
una función real definida en un espacio n-dimensional a partir de sus proyec-
ciones en espacios de dimensión más reducida [74, 64]. En procesamiento de
imágenes biomédicas se habla de que dicha función se reconstruye a partir de
sus proyecciones bien sean éstas de dimensión 1 como las obtenidas con reso-
nancia magnética nuclear [9], o de dimensión 2 como las obtenidas con rayos
X [9] o como en el caso que nos ocupa el microscopio electrónico de transmisión
[9, 61, 47]. En la primera situación se utiliza la Transformada de Radon como ope-
rador de proyección, mientras que en la segunda dicho operador recibe el nombre
de Transformada de Rayos X [113, 115].

Intuitivamente podemos entender la tomografı́a en microscopı́a electrónica por
analogı́a con la tomografı́a médica. La figura 2.1 muestra un par de radiografı́as de
un tórax humano. Con una sola imagen bidimensional serı́a imposible determinar
la posición exacta en el espacio 3D de las estructuras anatómicas indicadas por los
números, sin embargo al añadir imágenes complementarias, dicha posición puede
ser localizada sin dificultad. Añadiendo el número suficiente de radiografı́as se
puede conocer con exactitud la densidad ósea, por ejemplo, en cada punto del
espacio. Éste es el objetivo de la tomografı́a: pasar de un conjunto de imágenes
bidimensionales al conocimiento de la estructura tridimensional que las generó, o
que al menos es compatible con ellas.

Cada una de las imágenes de proyección, p � s � : s ��� 2 , es la transformada de

15
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Figura 2.1: Radiografı́as de tórax ilustrando el concepto tomográfico.



CAPÍTULO 2. FUNDAMENTOS DE TOMOGRAFÍA
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rayos X del volumen original, f � r � : r � � 3 , donde el valor de f en cada punto
representa la intensidad de una cierta magnitud fı́sica (en el ejemplo de las ra-
diografı́as la opacidad a los rayos X mientras que en microscopı́a electrónica el
potencial de Coulomb). La transformada de rayos X de un objeto tridimensional
se define como la integral de lı́nea de dicho objeto a lo largo de una recta determi-
nada por el punto s y un vector de dirección

�
ω � � 3

p �ω � s � � T X
�

f � r ��� �ω � �	� ∞
 ∞
f � Hts � l

�
ω � dl (2.1)

cuya fórmula de inversión directa [115]

f � r � � 1�
2π3
�

S2 HE �ωr  p �ω � HE �ωr � d �ω (2.2)

donde H es el operador proyección sobre el plano XY, H ��� 1 0 0
0 1 0 � , por

lo que HE �ωr es la proyección del punto r sobre el plano perpendicular a
�
ω que

asume todos los valores posibles en la esfera unidad (S2). El problema de esta
fórmula de inversión es precisamente que se necesitan todas las posibles proyec-
ciones además de ser especialmente sensible al ruido [113]. Por estas razones
históricamente se han adoptado diferentes aproximaciones a la misma. Algunas
de ellas trabajan en el espacio de Fourier [74, 64, 87, 113, 114, 115] haciendo uso
del teorema de la sección central contemplado en la sección 2.1.3, mientras que
otras trabajan en el espacio real entre las que se encuentran las de expansión en
serie del volumen solución (sección 2.2) [74, 64, 113, 114, 115] adoptadas en esta
tesis.

2.1.2. Dirección y orientación de la proyección

Tomar una imagen de proyección desde una dirección
�
ω es equivalente a

aplicar las rotaciones adecuadas al volumen f y posteriormente realizar una proyec-
ción vertical. La rotación de un volumen se determina en mecánica bien por el
uso de ángulos de Euler bien por el empleo de quaternions. Tradicionalmente
en microscopı́a electrónica se ha elegido la representación por ángulos de Euler,
� φ � θ � ψ � , en que φ es un ángulo, llamado azimutal, de rotación en torno al eje z, θ,
llamado ángulo de inclinación, respecto al nuevo y y ψ, o ángulo de rotación en el
plano, respecto al último z [47].

La dirección de proyección,
�
ω, propiamente dicha viene dada por φ y θ mien-

tras que ψ fuerza una rotación del plano de proyección. Las tres matrices de
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rotación se combinan por una simple multiplicación de tal forma que una rotación
por ángulos de Euler se puede reducir a una única matriz de rotación dada por

E �ω � ψ � ��
cos ψcosθcos φ � sinψsinφ cos ψcosθsin φ � sinψcos φ � cosψsin θ� sinψcos θcosφ � cosψsin φ � sinψcos θsinφ � cosψcos φ sinψsin θ

sinθcos φ sin θsinφ cosθ

��
(2.3)

Esta matriz es la verdadera matriz de proyección que debe sustituir a la E �ω
del apartado 2.1.1 aunque por claridad de exposición allı́ se prefirió no mencionar
nada sobre ψ.

A su vez la matriz de Euler se identifica con una matriz de cambio de base
entre la base canónica universal ex

� � 1 � 0 � 0 � t , ey
� � 0 � 1 � 0 � t , ez

� � 0 � 0 � 1 � t y una
base interna asociada a las proyecciones formada por los vectores px, py y pz de
tal forma que pi

� Et�
ω 	 ψ 
 ei y un vector expresado en la base de la proyección,

rp, se expresa en el espacio universal como re
� Et 
 rp. Es decir, cada vector pi

viene dado por una fila de la matriz de Euler. pz define la dirección de proyección,
mientras que px y py determinan los ejes x e y en la proyección.

La figura 2.2 muestra estos ejes cuando no se aplica ninguna rotación, nótese
que el plano de proyección se encuentra realmente situado en el origen de coorde-
nadas aunque ha sido desplazado por claridad de representación. Las rotaciones
indicadas por los ángulos � φ � θ � ψ � deben aplicarse utilizando los ejes pi mante-
niendo los ei fijos.

Este nuevo enfoque sobre ejes internos a la proyección es especialmente útil
y es quien ha posibilitado un tratamiento integral en la determinación de vistas
equivalentes por simetrı́a (ver sección 3.4).

En microscopı́a electrónica se entiende por geometrı́a de recolección de datos
el conjunto de ángulos de Euler asociados a cada proyección. Debido a la natu-
raleza intrı́nseca de la partı́cula bajo estudio y la inclinación dada al soporte de
carbón utilizado en el interior del microscopio electrónico nos encontramos con
diferentes configuraciones entre las que destacan:

Serie de eje único (single axis series): en la que una única rejilla se incli-
na sucesivamente sobre un eje tomando en cada paso una micrografı́a del
mismo espécimen. Esta geometrı́a de recolección se caracteriza por tener
valores constantes de rotación azimutal φ � φ0 y valores deterministas para
el ángulo de inclinación.

Esquema cónico aleatorio (random conical tilt): en este caso es el ángulo
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Figura 2.2: Sistemas de coordenadas asociados al plano de proyección y al volu-
men a proyectar.

de inclinación el que es constante, θ � θ0 mientras que cada proyección
obtiene una rotación azimutal aleatoria.

Vistas laterales: hay situaciones en que debido a la naturaleza de la macro-
molécula, por ejemplo por semejanza con un cilindro, su forma de interac-
cionar con el sustrato la hace caer lateralmente. En este caso, sin inclinar
el espécimen dentro del microscopio se puede obtener un amplio barrido
angular tanto en φ como en θ.

La figura 2.3 muestra un ejemplo de distribución angular uniforme generada
sintéticamente. Cada dirección de proyección,

�
ω se representa por la punta de una

flecha en el cı́rculo unidad. La punta de dicha flecha es un triángulo isósceles cuya
mayor altura da cuenta del ángulo de rotación en el plano ψ.

El conocimiento con exactitud de los ángulos de Euler asociados a cada proyec-
ción es crucial en el proceso de reconstrucción. En principio, una primera aproxi-
mación puede venir dada por la propia geometrı́a de recolección de datos, como en
el esquema cónico aleatorio, o por la comparación de las proyecciones obtenidas
con un primer modelo. Con los ángulos resultantes se realiza una reconstrucción, e
iterativamente se van reajustando los ángulos de las proyecciones con los nuevos
volúmenes solución. A este proceso se le llama refinamiento angular y existen
multitud de trabajos [150, 120, 40, 41, 127, 121, 122, 49] relacionados con la
problemática de la asignación angular.
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Figura 2.3: Planta y alzado de un ejemplo sintético de geometrı́a de recolección
uniforme.

2.1.3. Teorema de la sección central

El teorema de la sección central relaciona la transformada de Fourier de una
proyección con la transformada de Fourier del volumen que la originó. En con-
creto afirma que la transformada de Fourier de una proyección a lo largo de la
dirección

�
ω � ψ corresponde a la sección según la misma dirección de la transfor-

mada de Fourier del volumen correspondiente [74, 64]. Es decir que una proyec-
ción que tiene por ejes px, py y pz (ver sección 2.1.2) tiene una transformada de
Fourier que se corresponde con el plano de vector director pZ

� pz en el que los
ejes X e Y coinciden con pX

� px y pY
� py (la notación en minúsculas hace re-

ferencia al sistema de coordenadas cartesiano en el espacio real, mientras que las
mayúsculas se refieren al espacio transformado). La figura 2.4 muestra gráfica-
mente cómo encaja cada transformada de Fourier bidimensional en el espacio de
Fourier tridimensional conforme a lo descrito por el teorema.

Este teorema es la base de muchos algoritmos de reconstrucción como retro-
proyección ponderada (filtered or weighted backprojection) y la inversión del es-
pacio de Fourier utilizada en cristales. Además, constituye la base para la mejor
comprensión del concepto de falta de unicidad en las reconstrucciones. Para que
exista una única reconstrucción posible para un problema tomográfico dado, supo-
niendo ausencia de ruido, las proyecciones deben ser tales que cubran completa-
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Figura 2.4: Teorema de la sección central: (A) Isosuperficie de un virus icosaédri-
co, (B) Proyección del mismo, (C) Transformada de Fourier de la proyección, (D)
Ubicación de la transformada de Fourier bidimensional en el espacio de Fourier
tridimensional correspondiente al volumen del virus.
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mente el espacio de Fourier asociado al volumen. Dependiendo de la distribución
angular obtenida experimentalmente este hecho puede o no ser aproximadamente
cierto. En el mejor de los casos las proyecciones cubrirán suficientemente el es-
pacio de forma que, aunque no formen un contı́nuo, se puedan interpolar todos
los valores del espacio con un cierto grado de exactitud. Sin embargo, hay una
amplia gama de situaciones en las que la región no cubierta por las proyecciones
es bastante extensa. Este es el caso del esquema cónico aleatorio o de las series
de eje único en los que si el ángulo de inclinación máximo es θ0 existe un cono
o una cuña, respectivamente, sin información de semiángulo 90 � θ0. Por este
motivo, la propia distribución angular está generando una ambigüedad sobre el
volumen solución: existen infinitos volúmenes que aún siendo compatibles con
las proyecciones obtenidas pueden tener cualquier información en dicho cono o
cuña perdida.

Esta región desconocida del espacio de Fourier puede ser supuesto nulo o
puede ser rellenado parcialmente por información a priori. El espacio perpen-
dicular a P definido en la sección 2.3.1 está directamente relacionado con este
espacio desconocido.

2.1.4. Revisión de los algoritmos de reconstrucción tomográfi-
ca

Existen multitud de algoritmos de reconstrucción tomográfica [74, 64, 87, 72,
85, 10, 113, 114, 84, 115] aunque la mayorı́a de ellos se pueden clasificar en dos
grandes categorı́as: métodos transformados y métodos basados en una expansión
en serie del volumen a reconstruir. Los primeros resuelven el problema en base
a invertir o pseudo-invertir una estimación de la expresión de dicho volumen en
algún dominio transformado, tı́picamente el espacio de Fourier o el espacio de
Radon. Para ello, se encargan de estimar convenientemente la expresión transfor-
mada del volumen solución y de realizar la transformada inversa correspondiente
a veces teniendo cuidado de proporcionar tan sólo soluciones aproximadas para
evitar las inestabilidades numéricas de la solución exacta asociadas al hecho del
posible desconocimiento de alguna región del mencionado espacio transformado.
Los algoritmos del segundo grupo aproximan el volumen solución por una serie
de funciones base desplazadas en el espacio y correctamente ponderadas por lo
que su cometido es el de tratar de encontrar los pesos adecuados para cada una de
las funciones base atendiendo a la minimización de algún funcional. En este punto
tan sólo realizaremos una descripción cualitativa de aquellos algoritmos con rele-
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vancia en el campo de la microscopı́a electrónica tridimensional pero se pueden
hallar estudios en profundidad sobre todos ellos en [115, 64, 74].

Entre los algoritmos del primer grupo nos encontramos principalmente la in-
versión directa de la transformada de Fourier [29] o de Radon [127], y la retro-
proyección ponderada [126] (WBP, Weighted Backprojection). El primer y tercer
algoritmos se basan en el teorema de la sección central analizado con anteriori-
dad. Según este teorema cada imagen de proyección obtenida en el microscopio
constituye una medida de la transformada de Fourier del volumen a reconstruir,
por ello si colocamos apropiadamente dicha estimación en el espacio de Fourier
tridimensional y hacemos la transformada inversa de Fourier obtendremos una
estimación del volumen que arrojó las proyecciones obtenidas. La principal di-
ferencia entre el método de la inversión directa de la transformada de Fourier y
el de la retroproyección ponderada es que mientras que uno opera directamente
en el espacio de Fourier el otro lo hace en el espacio de las proyecciones aunque
la idea detrás de ambos funcionamientos es común. Existen multitud de varian-
tes a estos dos métodos que buscan cuál es la mejor forma de interpolar aque-
llos valores del espacio de Fourier tridimensional que no han sido medidos por
ninguna proyección, otros trabajan con transformadas de Fourier en coordenadas
cilı́ndricas debido a que en dicha geometrı́a pueden expresarse mejor ciertas car-
acterı́sticas de los datos -como es el caso de los cristales helicoidales. Estos dos
algoritmos son considerados actualmente el estándar tanto en la reconstrucción
de partı́culas cristalizadas (en su versión de inversión directa de la transformada
de Fourier) como en el caso de partı́culas aisladas (en su versión de retroproyec-
ción ponderada). Por su parte, la inversión de la transformada de Radon se basa
en una propiedad dual a la dada por el teorema de la sección central y dada su re-
ciente introducción en el campo de la microscopı́a electrónica aun no se encuentra
muy extendida. Debemos destacar de estos métodos su carácter no iterativo, dados
unos datos la respuesta del algoritmo es única y generalmente se produce en un
tiempo relativamente corto. Sin embargo, a menudo la inclusión de restricciones
en el proceso de reconstrucción definidas fácilmente en el espacio real no son de
traducción inmediata a condiciones en el espacio transformado.

En el segundo grupo de algoritmos solemos encontrar la mayorı́a de los algo-
ritmos de reconstrucción iterativos. Su principal caracterı́stica es que trabajan en
el espacio real y que realizan una aproximación gradual a la solución, por contra
este acercamiento gradual supone un mayor coste en tiempo aunque la existencia
de algoritmos que dan buenos resultados con una única iteración (como ART, Al-
gebraic Reconstruction Technique, que constituye uno de los pilares de esta tesis)
como de algoritmos fácilmente paralelizables como CAV (Component averaging)
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supone una importante reducción del tiempo de cómputo acercando los algoritmos
iterativos al nivel de los métodos transformados en cuanto a tiempo de ejecución
se refiere. Los algoritmos basados en expansión del volumen solución permiten
la inclusión de restricciones espaciales de manera más sencilla que los métodos
transformados y es una de las razones por la que se ha elegido en esta tesis ART
como algoritmo de reconstrucción. Habitualmente estos algoritmos de expansión
minimizan un funcional en el que participa la discrepancia entre las proyecciones
experimentales obtenidas y las proyecciones arrojadas por el volumen solución
en esa misma dirección. Sin embargo, se pueden añadir términos adicionales a
dicho funcional que minimicen algún aspecto que se considere importante como
puede ser la varianza de la solución o términos que realzan los bordes basándose
en gradientes. En esta lı́nea encontramos métodos como ART [57], SART [5] (Si-
multaneous Algebraic Reconstruction Technique), SIRT [55] (Simultaneous Itera-
tive Reconstruction Technique), CAV [19] (Component AVeraging) y BiCAV [17]
(Block-Iterative Component AVeraging). Otros algoritmos como el de máxima en-
tropı́a [85] maximizan la información contenida en el volumen reconstrucción. El
principal inconveniente de los métodos iterativos es el aumento de la demanda
computacional y la aparición de nuevos parámetros que deben ser optimizados a
la resolución concreta del problema bajo estudio.

Para finalizar hemos de notar que los métodos de expansión en serie del volu-
men solución carecen de un fuerte impacto en la comunidad cientı́fica de micros-
copı́a electrónica tridimensional estando éste prácticamente copado por el uso de
retroproyección ponderada (en el caso de partı́culas aisladas) o inversión directa
del espacio de Fourier (en el caso de reconstrucción de cristales, virus y estruc-
turas helicoidales).

2.2. Expansión en serie del volumen solución

2.2.1. Rejillas de expansión

Una extensa familia de algoritmos de reconstrucción basan su funcionamiento
en la aproximación del volumen a reconstruir, f � r � , por una suma ponderada de
funciones base más pequeñas desplazadas al lugar adecuado

f � r � � ∑
i

xi 
 b � r � ri �

siendo xi los coeficientes de la expansión y normalmente el objetivo de los al-
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goritmos de reconstrucción. La función base más conocida, aunque no la única, es
el vóxel que se puede entender intuitivamente como un pequeño cubito y será defi-
nida más rigurosamente en el apartado 2.2.2. Ası́ pues, la fórmula de expansión en
serie nos indicarı́a que nuestro volumen es la suma de pequeños cubitos desplaza-
dos y cada uno relleno de una intensidad diferente determinada por los coeficientes
xi.

Cuando las posiciones ocupadas por la función base se distribuyen según una
red conocida de antemano, también llamada rejilla de expansión, se pueden in-
dicar los coeficientes de la expansión de forma acorde a la red. La rejilla de ex-
pansión es un conjunto de ı́ndices G ��� � i � j � k � ��� 3 � . Adicionalmente, el punto
del espacio asociado a tal ı́ndice será

rG � i � j � k � � i 
 gx � j 
 gy � k 
 gz (2.4)

donde gx, gy y gz forman una base, ortogonal o no, del espacio tridimensional
y son intrı́nsecos a la definición de la red.

Ası́ las cosas, el conjunto de coeficientes a determinar se limita a los que se
encuentran en las posiciones indicadas por G e indicando los coeficientes de ex-
pansión se puede reescribir la fórmula de expansión en serie

f � r � � f̂ � r � � ∑�
i 	 j 	 k 	�
 Gx � i 	 j 	 k 	 
 b � r � rG 	 � i 	 j 	 k 	 �

Las redes más utilizadas de reconstrucción tridimensional son [65] (en todas
las rejillas existe un parámetro g llamado tamaño relativo de rejilla que determina
la separación entre funciones base adyacentes):

Cúbica (Cubic grid):
G � � � i � j � k � ��� 3 � y tiene por vectores gx

� g � 1 � 0 � 0 � t, gy
� g � 0 � 1 � 0 � t y

gz
� g � 0 � 0 � 1 � t. Las regiones de Voronoi asociadas tienen forma de cubos

por lo que suele ser la más empleada para la representación en vóxeles.

Cúbica centrada en la cara (FCC, Face Centered Cubic grid):
G ��� � i � j � k � ��� 3 : i � j � k  0 � mod2 � � y sus vectores de red son gx

�
g � 12 � 12 � 0 � t , gy

� g � 12 � 0 � 12 � t y gz
� g � 0 � 12 � 12 � t . La región de Voronoi para esta

red es un dodecaedro rómbico (ver figura 2.5) y tiene la ventaja de que todas
las regiones de Voronoi son vecinas compartiendo una cara del dodecaedro
por lo que únicamente existe un tipo de vecindad.
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Cúbica centrada en el cuerpo (BCC, Body Centered Cubic grid):

G � � � i � j � k � ��� 3 : i  j  k � mod2 � � con vectores de red gx
� g � 12 � 12 � �

1
2 � t ,

gy
� g � 12 � �

1
2 � 12 � t y gz

� g � �
1
2 � 12 � 12 � t . Esta red es dual de la centrada en la

cara y su región de Voronoi es un tronco octaédrico (ver figura 2.5). Su prin-
cipal ventaja es que minimiza el número de muestras para cubrir una misma
región que cualquiera de las otras dos rejillas.

Figura 2.5: Regiones de Voronoi para las redes FCC (izquierda) y BCC (derecha).

En esta tesis se hace uso de la red BCC puesto que es la que minimiza el
número de coeficientes a determinar y por tanto permite un mejor sobredimen-
sionamiento del sistema de ecuaciones a resolver (ver sección 2.3.1). Aunque se
han descrito rejillas de extensión infinita, a nivel de implementación se pueden
restringir a una cierta región de interés, C � � 3

GC
� �

� i � j � k � � G : rG � i � j � k � � C �
2.2.2. Funciones de Kaisser-Bessel modificadas como base

Como ya hemos visto, una expansión en serie de un volumen se compone
de dos partes fundamentales: el lugar donde se ubicarán las funciones base con
sus apropiados coeficientes y las propias funciones base. En la sección anterior
hemos estudiado las distintas posibilidades para localizar en el espacio las fun-
ciones base, y en este apartado concentraremos nuestro estudio en las funciones
base a utilizar.
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Tradicionalmente se ha venido usando una generalización tridimensional de la
función pulso llamada vóxel cuya anchura, l, es un parámetro controlable.

δl � x � y � z � ��� 1 x � y � z ���� l2 ��
0 resto

Esta función tiene la ventaja de tener una expresión muy sencilla y de ajustarse
bastante bien a una rejilla cúbica simple. De hecho, la mayorı́a de los paquetes
software que trabajan con volúmenes asumen que éste está expresado en esta base
y rejilla.

Sin embargo, esta función tiene limitaciones al tratar de representar volúmenes
de bordes suaves puesto que su propia definición se basa en un escalón, ası́ los
bordes no tienen más remedio que estar formados por abruptas transiciones en
todo caso suavizadas por una disminución gradual de los coeficientes asociados.
En términos de espacio de Fourier, la función vóxel tal y como se ha definido
se puede expresar como la convolución de tres funciones sinc alineadas con cada
uno de los ejes cartesianos del espacio de Fourier (Rx, Ry, Rz). Ello significa que
habrá espectro útil de la señal hasta una frecuencia considerable dando cuenta del
salto abrupto que se produce en el espacio real. Otro inconveniente del vóxel como
función base es su anisotropı́a, posee diferentes propiedades tanto en el espacio de
Fourier como en el real dependiendo de la dirección desde la que lo observemos.

Como solución a todos estos problemas se ha propuesto el empleo de fun-
ciones suaves con simetrı́a esférica, en concreto las funciones de Kaisser-Bessel
modificadas o como son más conocidas, blobs [88, 104, 105]. Por el hecho de
tener simetrı́a esférica obviamos el problema de la anisotropı́a, mientras que por
ser suaves se encuentran casi limitadas en banda. Además, poseen la propiedad de
que su región de soporte es un conjunto acotado en � 3 lo cual limitará el tiempo
de cálculo asociado a cualquier algoritmo basado en el uso de estas funciones.

La expresión generalizada de las funciones de Kaisser-Bessel tienen la si-
guiente expresión

bm
n � r � � ����

���

	�

1 
 � r

a � 2 � m

Im

	
α



1 
 � r
a � 2 �

Im
�
α 	 0 � r � a

0 resto

donde a es el radio en el espacio real del blob, α es un factor de suavizamiento,
m es el orden de la función de Bessel (el blob resulta ser derivable hasta orden m),
n es la dimensión del espacio en que se define (en nuestro caso n � 3 puesto que
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nos encontramos en � 3 ) e Im � x � es la función modificada de primera especie de
orden m de Bessel. El nombre de Kaisser se debe a que la función de Bessel se
encuentra multiplicada por una ventana de Kaisser que la limita en el espacio. La
figura 2.6 representa el corte de algunos blobs representativos.

Figura 2.6: Perfil transversal de dos blobs tridimensionales de parámetros r �
2, m � 2 y α � 3.6, 10.4. Nótese que la función blob tridimensional es esférica
simétrica.

La transformada de Fourier de esta función viene dada por

Bm
n � R � � ��������

�������

�
2π 	 n � 2anαmIn � 2 � m

� �
α2 
 � 2πaR 	 2 �

Im
�
α 	

� �
α2 
 � 2πaR 	 2 � n � 2 � m 2πaR � α

�
2π 	 n � 2anαmJn � 2 � m

� �
α2 
 � 2πaR 	 2 �

Im
�
α 	

� �
α2 
 � 2πaR 	 2 � n � 2 � m 2πaR � α

donde Jn � x � es la función de Bessel de orden n. La figura 2.7 representa un
corte a lo largo del eje Rx de la amplitud de la transformada de Fourier tanto
de los vóxeles de longitud 1 como de los blobs más utilizados en microscopı́a
electrónica.

En cuanto a la proyección de un blob, al tratarse de una función esférico-
simétrica no depende de la dirección de proyección sino tan sólo de la distancia del
punto medido al centro de proyección del blob. Para m � 2, los blobs empleados
en esta tesis, se tiene que la proyección de un blob tridimensional a una distancia
s � � del centro vale
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Figura 2.7: Perfil a lo largo del eje Rx de la amplitud de la transformada de Fourier
de un vóxel y de los blobs más utilizados (r � 2, m � 2 y α � 3.6, 10.4).

p2
3 � s � � ����

���
2a
α � 1 ��� sa � 2 �

3

α2 � 1 � � sa 	 2 � � 1
sinhα



1 
 � s

a � 2 
 3

α
�

1 � � sa 	 2 coshα



1 
 � s
a � 2

I2
�
α 	 0 � s � a

0 resto

Desde el punto de vista de la implementación, esta caracterı́stica permite el
empleo de lookup tables para almacenar la proyección de un blob, logrando una
gran eficiencia en los algoritmos de reconstrucción [105].

2.3. Algoritmos iterativos basados en expansión en
serie

2.3.1. Planteamiento algebraico del problema tomográfico

El hecho de que la función solución, f � r � , puede ser aproximada, f̂ � r � , por
una serie de funciones b � r � , desplazadas en el espacio a las posiciones determi-
nadas por una rejilla G y ponderadas por distintos coeficientes, x � i 	 j 	 k 	 (ver sección
2.2.1), implica que también la proyección en cualquier dirección, p �ω 	 ψ � s � , puede
ser expresada por una suma en función de los coeficientes de la expansión en serie
del volumen
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p �ω 	 ψ � s � � � ∞
 ∞ f � Et�
ω 	 ψ 
 � � s � x � � s � y � l � t � dl

� � ∞
 ∞ f̂ � Et�
ω 	 ψ 
 � � s � x � � s � y � l � t � dl� � ∞
 ∞

� ∑ � i 	 j 	 k 	�
 G x � i 	 j 	 k 	 b � Et�
ω 	 ψ 
 � � s � x � � s � y � l � t

� rG � i � j � k � � � dl� ∑ � i 	 j 	 k 	�
 G x � i 	 j 	 k 	 ��� ∞
 ∞ b � Et�
ω 	 ψ 
 � � s � x � � s � y � l � t

� rG � i � j � k � � dl

�
� ∑ � i 	 j 	 k 	�
 G x � i 	 j 	 k 	 
 p � i 	 j 	 k 	 	 s 	 �ω 	 ψ

donde p � i 	 j 	 k 	 	 s 	 �ω 	 ψ es el valor de la proyección en la dirección
�
ω � ψ sobre el

pı́xel en s del blob que se encuentra en la posición rG � i � j � k � (la figura 2.8 ilustra estos
coeficientes). Ordenando lexicográficamente los coeficientes x � i 	 j 	 k 	 y los pı́xeles
de la proyección en vectores columna de M coeficientes y N pı́xeles respectiva-
mente, se puede dar una representación más compacta en la que se incluya a todos
los pı́xeles

p �ω 	 ψ � P�ω 	 ψ 
 x

donde el coeficiente � n � m � de la matriz P�ω 	 ψ representa el valor de la proyec-
ción del blob m sobre el pı́xel n cuando se proyecta en la dirección

�
ω � ψ.

Uniendo, de nuevo lexicográficamente, todas las proyecciones se llega final-
mente al sistema de ecuaciones que representa el conocimiento sobre el volumen
f � r � obtenido a través de sus distintas proyecciones

p � P 
 x

La solución para x de este sistema nos dará la mejor estimación f̂ � r � del vo-
lumen a reconstruir. Con los tamaños habituales manejados en reconstrucción de
partı́culas individuales en microscopı́a electrónica tenemos un sistema de ecua-
ciones formado por unas 5000 proyecciones (actualmente se han hecho recons-
trucciones de hasta 70000 [53]) de tamaño 100x100, es decir, unos 50 millones
de ecuaciones con 350000 incógnitas, por lo que no se pueden aplicar técnicas de
resolución de ecuaciones que necesiten operar sobre la matriz de coeficientes P
directamente. Veremos en la sección siguiente una técnica iterativa de resolución
que cada vez trabaja con un pequeño subconjunto de las ecuaciones.

En general se dará el caso de que la matriz P no capture todas las caracterı́sti-
cas del volumen original de tal forma que si la solución real del sistema es el
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Figura 2.8: Proyección de un conjunto de blobs sobre un punto. Los coeficientes
de la matriz de proyección se corresponden con las integrales de lı́nea del rayo
considerado con los blobs atravesados.

volumen x � , entonces la matriz P tan sólo sea capaz de determinar una parte de la
misma mientras que la otra parte se encuentre especificada por el espacio ortogo-
nal a P, el cual es imposible de ser encontrado por el simple conocimiento de P
(ver sección 2.1.3).

x � � xP � xP
�

Para extraer información sobre la parte de la solución en el espacio ortogonal a
P se necesita del concurso de técnicas no lineales e incorporación de información
a priori. El empleo de una función base de expansión adecuada puede ayudar en
esta tarea de extracción de información adicional.

El ruido en el sistema de ecuaciones puede plantearse a dos niveles: en la ma-
triz de proyección P y en el conjunto de pı́xeles. El primero de los ruidos suele
deberse a errores de alineamiento traslacional y asignación angular, mientras que
el segundo se encuentra asociado a ruido aditivo, normalmente supuesto gaus-
siano, a la señal. La existencia de ruido fuerza el sistema de tal manera que no
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CAPÍTULO 2. FUNDAMENTOS DE TOMOGRAFÍA
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existe una solución del mismo, por lo que a lo más que se puede aspirar es a una
solución de mı́nimos cuadrados. Sin embargo, la solución de mı́nimos cuadrados
cuando el nivel de ruido aditivo es alto también contiene gran cantidad de ruido
por lo que deberemos encontrar otra vı́a de solución. El apartado siguiente mues-
tra el algoritmo de resolución de sistemas de ecuaciones adoptado en esta tesis
mientras que la sección 3.1.3 se dedica a la optimización de su respuesta.

2.3.2. Técnicas de reconstrucción algebraica (ART)

Las técnicas de reconstrucción algebraica son una amplia familia de algorit-
mos iterativos de reconstrucción. El nombre de algebraico es más un accidente
histórico que una verdadera distinción sobre su funcionamiento puesto que son
tan algebraicas como otras técnicas de reconstrucción. Las técnicas ART resuel-
ven el problema tomográfico a través de resolver el sistema de ecuaciones plantea-
do por la sección 2.3.1 por medio de un método ideado por Karcmarz en 1937 e
introducido por primera vez en tomografı́a por Gordon en 1970 [57] denominado
método de las proyecciones. En esta sección se tratará de dicho método y de su
versión por bloques de forma genérica sin concretar en la resolución de ningún
problema especı́fico puesto que se trata de una técnica de la que se hará uso a lo
largo de la tesis en diferentes contextos. Una descripción exhaustiva de este méto-
do y de diferentes variantes puede encontrarse en [64], mientras que su aplicación
especı́fica a la microscopı́a electrónica de transmisión con partı́culas individuales
se describe en [98, 96].

Sea el sistema de ecuaciones Ax � b (A � MM � N , x � MN � 1, b � MM � 1) o
más explı́citamente����

�
a11 a12 
 
 
 a1N

a21 a22 
 
 
 a2N
...

...
...

aM1 aM2 
 
 
 aMN

�����
�
����
�

x1

x2
...

xN

�����
� �

����
�

b1

b2
...

bM

�����
�

Cada ecuación ai1x1 � ai2x2 �	�
�
� � aiNxN
��� ai � x  � bi representa la ecuación

de un hiperplano en el espacio N-dimensional. El método de las proyecciones o
simplemente ART aditivo parte de una solución, x

�
0 	 , inicial y la va modifican-

do iterativamente hasta encontrar la solución final. Para ello en el paso k � 1 se
proyecta la solución obtenida en el paso k en la dirección definida por el hiper-
plano i � k � (i � k � es una función que elige en cada iteración el hiperplano sobre el
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que proyectar de tal forma que en M iteraciones consecutivas se elijan M hiper-
planos diferentes). Vemos, pues, que este método encaja en una familia mayor
de algoritmos llamados de proyección ortogonal sucesiva (SOP, Successive Or-
thogonal Projections [20, Cap. 5]). La figura 2.9 muestra la secuencia de las tres
primeras proyecciones en el caso de tener 3 ecuaciones para dos incógnitas. Suce-
sivamente se va proyectando la solución actual sobre el hiperplano correspon-
diente, en este caso 1, 2 y 3. Al disponer de tres hiperplanos un ciclo se termina
al haber realizado tres iteraciones del algoritmo. Se pueden ejecutar tantos ciclos
como se desee hasta alcanzar un determinado criterio de convergencia.

La proyección de un punto x sobre un hiperplano H � � x � � N : � a � x � � b �
se define como

PH � x � � x � b ��� a � x ��
a
� 2 a

y la expresión formal del algoritmo ART se manifiesta como

x
�
k � 1 	 � x

�
k 	 � λk � PHi � k � � x

�
k 	 � � x

�
k 	 � (2.5)

donde λk es un factor de relajación que controla la actualización de la solución
actual y Hi

�
k 	 el hiperplano definido por ai

�
k 	 y bi

�
k 	 . λk

� 1 produce la proyección

sobre el hiperplano mientras que un valor de 0.1 hace que x
�
k 	 se mueva un 10 % de

la distancia que lo separa del hiperplano en la dirección señalada por éste. Existen
resultados sobre la convergencia de ART a la verdadera solución, x � , cuando λk �
� 0 � 2 � [64, 20]. Por otra parte, cuando el sistema de ecuaciones es inconsistente,
es decir, no existe solución se demuestra que cuando el número de iteraciones
tiende a infinito y si se mantiene el orden de acceso a los hiperplanos entonces la
secuencia de soluciones alcanza un patrón 
 
 
 � x � M � x � 1 � x � 2 � 
 
 
 � x � M � x � 1 � x � 2 � 
 
 

periódico, donde x � i son puntos fijos en cada uno de los M hiperplanos [64].

Otro resultado importante relacionado con ART es que es un algoritmo que
minimiza el funcional [64]

�
Ax � b

� 2 � µ ���
x � x

�
0 	 ���

2

es decir, busca el punto más cercano a la solución inicial que minimiza la po-
tencia del error cuadrático medio en la solución del sistema. Si el punto inicial es
x
�
0 	 � 0 y hay varias soluciones del sistema entonces la solución a la que converge

ART es la que tiene menor varianza.
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Solucion
inicial

(1)

(2)

(3)

Figura 2.9: Ejemplo del método de las proyecciones para un conjunto de tres ecua-
ciones en un espacio bidimensional.

El hecho de que las micrografı́as sean extremadamente ruidosas se traduce
en el hecho de que el sistema de ecuaciones planteado esté lejos de tener solu-
ción única. Es más, a pesar de la propiedad de mı́nima varianza asegurada para
la solución de ART, esta solución presenta un alto nivel de ruido por lo que en la
aplicación de tomografı́a en microscopı́a electrónica que nos ocupa se suele parar
la ejecución del algoritmo después de un ciclo [98, 101, 8, 91]. El factor de re-
lajación junto con el número de proyecciones juegan un papel fundamental en la
calidad de la solución obtenida. En esta tesis se estudia su efecto conjunto en la
sección 3.1.3.

Un segundo aspecto práctico a tener en cuenta es el coste computacional del
algoritmo. El punto más costoso de todo el algoritmo es el cálculo del producto

escalar � ai
�
k 	 � x � k 	�� . Tal y como se ha presentado hasta ahora mismo el algorit-

mo, la solución x
�
k 	 es variada con cada ecuación presentada por lo que dicho

producto debe calcularse tantas veces como ecuaciones e iteraciones haya. Sin
embargo, dada la particular naturaleza del problema a resolver, se pueden agrupar
las ecuaciones de tal forma que el coste de calcular al mismo tiempo los produc-
tos escalares de todas las ecuaciones de un grupo se reduzca considerablemente.
Ası́, entramos de lleno en lo que se conocen como métodos iterativos por bloques
(BIP, Block-Iterative Projections, [20, Cap. 5]). Si disponemos de un conjunto de
ecuaciones de ı́ndices I � � 1 � 2 �
�
�
� � M � se realiza una partición de las mismas
I ��� I

n � 1 Ib. En particular, el ART aditivo por bloques adopta la siguiente formu-
lación
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x
�
k � 1 	 � x

�
k 	 � λk ∑

i 
 II � k �
wi � PHi � x

�
k 	 � � x

�
k 	 � (2.6)

es decir, en cada iteración se suman las contribuciones particulares de cada
una de las correcciones ponderadas correspondientes al bloque I � k � . Los pesos
de ponderación deben ser tales que ∑i 
 II � k � wi

� 1, es decir, se trata de una media
convexa, y es habitual tomar wi

� 1
�
#
�
II
�
k 	 � , donde #

� � � representa al cardinal
de un conjunto.

Este algoritmo por bloques comparte la velocidad de convergencia de ART,
incluye parte de las ideas de los algoritmos simultáneos y permite un cálculo más
veloz de las proyecciones por lo que combina de forma atractiva los principales
factores a tener en cuenta.

A nivel de implementación se puede demostrar [105, 96] que el siguiente al-
goritmo refleja fielmente a ART por bloques

1. Seleccionar el subconjunto de ecuaciones AII � k � � M# � II � k ��� � N ,

bII � k � � M# � II � k ��� � 1 formado por todas aquellas ecuaciones cuyo ı́ndice se
encuentra en II

�
k 	 . La matriz AII � k � recibe el nombre de operador hacia ade-

lante (forward operator).

2. Aplicar el operador a la solución actual b̂II � k � � AII � k � x
�
k 	 y calcular al mismo

tiempo el factor de normalización ãII � k � � diag � AII � k � At
II � k � � , donde el opera-

dor diag � � � extrae la diagonal principal de una matriz en forma de vector
columna.

3. Calcular el vector corrección según ε j
� λk

�
bII � k � �

j

 �

b̂II � k � �
j�

ãII � k � �
j

4. Actualizar la solución actual como x
�
k � 1 	
j

� x
�
k 	
j � ∑i 
 II � k � wiε jai j

El esquema operacional de ART por bloques está representado en la figura
2.10. El operador hacia atrás, representado en la figura como A“ 
 1”

II � k � , es el encarga-

do de realizar el paso de actualización del algoritmo.
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I I(k)
a~

I I(k)
b

wiλ k

+

I I(k)
A

I I(k)
b̂

− / x

x (k) x (k+1)

A I I(k)

"−1"

Figura 2.10: Diagrama funcional de ART por bloques.

2.3.3. Algoritmos

Centro de una imagen o volumen

Casi todos los planteamientos matemáticos utilizados en esta tesis entien-
den los volúmenes y las imágenes como funciones definidas en el espacio n-
dimensional correspondiente a pesar de que se encuentren discretizadas por el
muestreado según las rejillas descritas en la sección 2.2.1. Habitualmente se asume
que dicha función está centrada de cierta forma en el origen 0. Este hecho permite
que la función esté definida para coordenadas negativas lo cual no suele ser la
práctica de implementación de la mayorı́a de los lenguajes de programación. Por
ello se debe establecer un mecanismo de traducción de las coordenadas lógicas
(aquellas dadas por el planteamiento matemático) y el fı́sico (el determinado por
el lenguaje de programación). El método elegido es una simple translación del
origen de coordenadas al centro del array de dimensiones � Xdim � Ydim � Zdim � que
contiene el volumen de tal forma que

rlógico
� rfı́sico � O

O � � int � Xdim
2
� � int � Ydim

2
� � int � Zdim

2
� � t

int � x � � sgn � x ���  x  �
El origen elegido de esta forma está siempre situado en una coordenada entera

y, por tanto, representable en cualquier lenguaje aunque tiene el inconveniente de
que para tamaños pares está ligeramente desplazado de su posición como centro
natural del array.
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Operador proyección del volumen de reconstrucción

Una partición natural del sistema de ecuaciones de proyección es por la di-
rección de la misma: todos aquellos hiperplanos que han sido definidos por una
misma dirección de proyección forman uno de los subconjuntos Ib definidos en
2.3.2. Sin embargo, dado un blob de coeficiente x j, éste no participa en todas las
ecuaciones del grupo sino tan sólo en unas pocas: aquellas en las que dicho blob
proyecta. Es por ello que este bloque se vuelve a dividir en subbloques de tal modo
que cada blob ve como bloque al subbloque en el que él participa. Los coeficientes
ai j corresponden a la proyección del blob j sobre el pı́xel i.

El operador hacia adelante de este proceso ART consiste en la proyección
según la dirección

�
ω � ψ de un volumen, f̂ � r � , definido por el muestreo con blobs,

b � r � en una rejilla G sobre un plano p �ω 	 ψ � s � . El algoritmo a seguir será el siguien-
te:

1. Calcular la matriz de Euler, E �ω 	 ψ asociada a la dirección de proyección (ver
sección 2.1.2)

2. Para todos los puntos de muestreo � i � j � k � � G hacer

a) Calcular la posición en el espacio del punto � i � j � k � . Dicha posición
recibe el nombre de r � i 	 j 	 k 	 y representa al centro del blob.

b) Proyectar el centro del blob, s � i 	 j 	 k 	 � H 
 E �ω 	 ψ 
 r � i 	 j 	 k 	
c) Calcular el rectángulo definido por s1 � s2 que inscribe a la proyección

del blob en la proyección ortogonalizada

1) sb
� r � 1 � 1 � t donde r es el radio del blob

2) s1 � s � i 	 j 	 k 	 � sb

3) s2 � s � i 	 j 	 k 	 � sb

Dicho rectángulo comprende aquellos puntos tales que� s � � m � n � ��� 2 : s1 � s � s2 �
d) Para todo punto del plano de proyección en el rectángulo definido en

el paso anterior hacer

1) Calcular la distancia a la proyección del centro del blob d � s �

s � i 	 j 	 k 	
2) Calcular la proyección de un blob a esa distancia, p (ver sección

2.2.2). Estos son los coeficientes ai j.
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3) Sumar p ponderado por el coeficiente del blob correspondiente,
x � i 	 j 	 k 	 , a la proyección en el lugar indicado por s.

Operador de paso a vóxeles

El paso a vóxeles de un volumen además de tener interés por sı́ mismo en cuan-
to a la compatibilidad con todos aquellos programas que trabajen con volúmenes
expresados en esta base, constituye el operador hacia adelante de otro proceso
ART relacionado con ecuaciones volumétricas (ver sección 3.5).

Formalmente esta operación consiste en el paso a vóxeles de un volumen,
f̂ � r � , definido por el muestreo con blobs, b � r � sobre una rejilla G mientras que los
vóxeles, de tamaño 1 � 1 � 1, se encuentran distribuidos sobre una rejilla cúbica
de lado 1, GV . El cambio de la base y rejilla de muestreo se realiza como sigue:

1. Para todos los puntos de muestreo � i � j � k � � G hacer

a) Calcular la posición en el espacio del punto � i � j � k � . Dicha posición
recibe el nombre de r � i 	 j 	 k 	 y representa al centro del blob.

b) Calcular el cubo definido por r1 � r2 que inscribe al blob

1) rb
� r � 1 � 1 � 1 � t donde r es el radio del blob

2) r1 � r � i 	 j 	 k 	 � rb

3) r2 � r � i 	 j 	 k 	 � rb

Dicho cubo comprende aquellos puntos tales que� r � � m � n � o � � GV : r1 � r � r2 �
c) Para todo punto en el cubo definido en el paso anterior hacer

1) Calcular la distancia al centro del blob, d � r � r � i 	 j 	 k 	
2) Calcular el valor de un blob a esa distancia, p (ver sección 2.2.2).

Estos valores constituyen los coeficientes ai j del sistema de ecua-
ciones de volumen (sección 3.5).

3) Sumar p ponderado por x � i 	 j 	 k 	 en el volumen de salida en el lugar
indicado por r.
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Capı́tulo 3

Mejoras al proceso de
reconstrucción basado en ART

3.1. Optimización del proceso de reconstrucción

3.1.1. Reducción del espacio de reconstrucción

En el apartado 2.2.1 se explicaron las diferentes rejillas utilizables para la ex-
pansión en serie del volumen a reconstruir. Dichas rejillas definen la posición y el
número de las funciones base que se emplearán para reconstruir el volumen tridi-
mensional solución. En este punto debemos distinguir el hecho de que a lo largo
de este trabajo se van a emplear dos tipos de expansiones en serie: normalmente el
volumen debe ser expresado en una rejilla cúbica ocupada por vóxeles de tal for-
ma que se facilite la interacción con otros programas no pertenecientes a nuestro
paquete ası́ como la posibilidad de aplicar ciertos algoritmos que son expresados
de manera más sencilla con una definición en vóxeles; sin embargo, tal y como se
ha expuesto en la sección 2.2.2, las ventajas desde el punto de vista de señal del
empleo de blobs no son en absoluto despreciables.

Por regla general, se puede afirmar que en microscopı́a electrónica el objeto de
interés, la macromolécula bajo estudio, se encuentra centrada y contenida dentro
de una esfera cuyo radio, r, como máximo iguala a la longitud del semilado, l

�
2,

de las proyecciones con las que se trabaja. Ver figura 3.1
Hasta ahora se venı́a reconstruyendo el volumen solución en el espacio co-

rrespondiente a un cubo de lado l. Sin embargo, en este trabajo el volumen a
reconstruir estará siempre comprendido en una esfera de radio r centrada en dicho
cubo de lado l. En el caso de tomar, r � l

�
2, la relación entre el volumen de interés

41



42
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Figura 3.1: Esfera de radio l
�
2 inscrita en un cubo de lado l

antes y después de tal consideración toma el valor Vcubo
�
Ves f era

� 6
�
π � 1 � 91 o

lo que es lo mismo, la esfera representa tan solo un 52 % del volumen del cubo.

Las implicaciones de velocidad de esta mejora son obvias, ya que la velocidad
de cualquier proceso relacionado con un volumen expresado en serie es directa-
mente proporcional al número de coeficientes de dicha expansión. Es decir, se
obtendrá una reducción de la complejidad en torno al 48 % independientemente
de la rejilla utilizada.

Una segunda ventaja que no queda tan patente es el aumento del número de
ecuaciones por incógnita en el sistema de ecuaciones a resolver. Nótese que dicho
aumento no implica directamente un incremento en el grado de determinación,
condicionamiento y estabilidad numérica del sistema, aunque sı́ que deberı́a ayu-
darlo. Suponiendo un conjunto de N proyecciones de lado l y una unidad de rejilla
g, obtenemos que el número medio de ecuaciones por incógnita para una red cúbi-
ca es en el caso de reconstrucción en un cubo Nl2�

l � g 	 3 y para una esfera de radio l
�
2

vale Nπ
�
l � 2 	 2

4 � 3π
�
l � 2g 	 3 . Dividiendo uno entre otro obtenemos 2

�
3, es decir, el sistema de

ecuaciones que reconstruye dentro de una esfera tiene, en media, 1.5 veces más
ecuaciones por incógnita que el que lo hace en todo el cubo. Esto no significa que
esté 1.5 veces más determinado o condicionado aunque estas variables sı́ deberı́an
verse positivamente afectadas.

Es de reseñar que la reducción del espacio de reconstrucción ha sido posible
gracias a trabajar con un método que opera en el espacio real, puesto que un
método en el dominio de la transformada de Fourier es incapaz de imponer estas
restricciones.
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3.1.2. Optimización de los parámetros del blob

Los blobs han sido definidos en la sección 2.2.2 como las funciones base del
espacio en que son expresados nuestros volúmenes. Sin embargo, aun quedan por
seleccionar varios de los parámetros de los blobs, en concreto, su radio y factor de
suavidad. En este apartado se determinan las reglas para elegir dichos parámetros
libres en función de las caracterı́sticas espectrales de la señal a reconstruir y de
la frecuencia de muestreo. El criterio de optimalidad empleado es el de un menor
tiempo de cómputo en el algoritmo de reconstrucción.

Según Matej et al. [104, 105] una vez fijados los parámetros de los blobs a, α
la red BCC que evita el aliasing en el origen tiene una separación entre muestras

de gBCC � a � α � � � 8
2R0
�
a 	 α 	 donde R0 � a � α � � � α2 � 6 	 98792

2πa es la frecuencia del primer
cero en la transformada de Fourier del blob y a está expresada en Angstroms. Uti-
lizando esta rejilla sin aliasing podemos medir los errores de representación de
los volúmenes según dos criterios distintos: uno que mida el error en los niveles
de intensidad dentro de un volumen con densidad constante [105] y otro que nos
indique el error cometido en las normales a una esfera representada en blobs [54].
En las figuras 3.2 y 3.3 tenemos una representación de isocurvas para ambos ca-
sos en un margen suficientemente amplio de valores (para estas curvas el radio
del blob está expresado en pı́xeles y no en Angstroms). Estudiando ambas super-
ficies desde el punto de vista de error mı́nimo se llega a la conclusión de que una
elección con � a

Tm
� α � ��� 1.5 � 4 � ��� 11 � 14 � tendrı́a una buena actuación según ambos

criterios (Tm es el periodo de muestreo empleado en la digitalización de la imagen,
es decir, el tamaño del pı́xel). De esta forma, hemos reducido significativamente
el espacio de búsqueda.

Sin embargo, todavı́a no se ha seleccionado ningún blob en concreto sino una
región. Se pueden añadir dos criterios más: el primero, que la atenuación del blob
a la frecuencia máxima esperada en la señal (1

�
Ts, donde Ts está expresada en

Angstroms) tenga un valor predeterminado (η), y el segundo, que los algoritmos
de reconstrucción tengan una complejidad de cálculo mı́nima.

La primera de las condiciones la podemos expresar como

η � W m
n � 1

�
Ts �

W m
n � 0 �

� In � 2 � m
��� α2

� � 2πa
�
Ts � 2 �

In � 2 � m � α �

�� α
� α2

� � 2πa
�
Ts � 2

�� n � 2 � m

la cual fijada Ts determina una curva en el espacio � a
Tm
� α � .
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Erroralpha

Radio

Figura 3.2: Error según el criterio de homogeneidad de densidades [105]

Erroralpha

Radio

Figura 3.3: Error según el criterio de exactitud en las normales [54]
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La complejidad del algoritmo de reconstrucción está directamente relacionada
con el área proyectada por volumen, es decir, la suma de las áreas particulares de
cada uno de los blobs. Suponiendo un volumen cúbico de N vóxeles de lado, la
cantidad de blobs necesarios para representarlo es � N �

∆BCC � a � α � � 3 y el área de
la proyección de todos estos blobs � N �

∆BCC � a � α � � 3 � 2a � 2. Ası́, nuestro problema
de selección del blob se reduce a minimizar � N �

∆BCC � a � α � � 3 � 2a � 2 sujeto a η �
W m

n
�
1 � Ts 	

W m
n
�
0 	 y � a � α � � � 1 � 5 � 4 � ��� 11 � 14 � .

La siguiente tabla recoge algunos parámetros tı́picos para las condiciones
reales encontradas en microscopı́a electrónica de partı́culas aisladas. Nótese que
para ciertas combinaciones de frecuencia de muestreo y frecuencia máxima espe-
rada es imposible alcanzar la atenuación requerida dentro de la región restringida.

η Ts(Å)/Tm(Å) a(pix) α ∆BCC(pix) 1
�
Ro(Å)

0.9 2 - - - -
0.9 2.5 - - - -
0.9 3 - - - -
0.9 3.5 - - - -
0.9 4 - - - -
0.8 2 - - - -
0.8 2.5 - - - -
0.8 3 - - - -
0.8 3.5 1.50 11.49 1.42 0.70Tm

0.8 4 1.69 11.00 1.23 0.81Tm

0.7 2 - - - -
0.7 2.5 - - - -
0.7 3 1.60 11.03 1.30 0.77Tm

0.7 3.5 1.86 11.00 1.12 0.90Tm

0.7 4 2.13 11.00 0.97 1.03Tm

0.6 2 - - - -
0.6 2.5 1.59 11.02 1.31 0.77Tm

0.6 3 1.90 11.00 1.09 0.92Tm

0.6 3.5 2.22 11.00 0.93 1.07Tm

0.6 4 2.54 11.00 0.82 1.22Tm

Las figuras 3.4 y 3.5 muestran un ejemplo de las diferentes atenuaciones y
complejidad computacional para los diferentes blobs de la región óptima.
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Figura 3.4: Atenuación para una relación Ts
�
Tm
� 3. En la gráfica del error en las

normales de una esfera expresada en blobs se ha superpuesto una imagen cuyo ni-
vel de gris representa el coste computacional asociado al blob con los parámetros
especificados por las correspondientes coordenadas de abcisas y ordenadas. Sobre
esta imagen sobreimpresa se han representado isolı́neas de atenuación constante
a la frecuencia máxima de señal dada por Ts

�
Tm
� 3, el valor de la atenuación se

encuentra junto a la lı́nea.
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Erroralpha

Radio

Figura 3.5: Coste computacional para Ts
�
Tm
� 3: la densidad de gris es propor-

cional al número de operaciones.
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3.1.3. Optimización de los parámetros libres del algoritmo de
reconstrucción ART

Durante el proceso de reconstrucción el usuario debe seleccionar una serie de
parámetros que afectarán al resultado final obtenido. Los parámetros del blob ya
han sido seleccionados en la sección 3.1.2, sin embargo, aún queda un parámetro
muy importante, el factor de relajación de ART (sección 2.3.2), para el cual, en
principio, no se da más indicación que el que debe encontrarse entre 0 y 2 para
asegurar la convergencia del algoritmo [64, 20]. Sin embargo, es de prever que
dicho parámetro influya decisivamente en la calidad de las reconstrucciones de-
pendiendo de factores tales como el número de iteraciones, número de imágenes
tratadas, tamaño y distribución angular de las mismas, masa total del volumen a
reconstruir y nivel de ruido.

En este apartado nos ocuparemos de la selección óptima desde un punto de
vista estadı́stico del factor de relajación para diferentes condiciones del resto de
las variables. En primer lugar se desarrolla una metodologı́a que mediante la simu-
lación del proceso de reconstrucción permita extraer información sobre el mismo.
A continuación se definen observadores numéricos, llamados figuras de mérito
(FOM), que hacen la función de métrica de tal forma que podemos decidir desde
un determinado punto de vista si una reconstrucción es mejor que otra. El siguien-
te paso consiste en la definición de un protocolo que permita escoger el valor
del parámetro que más nos interese para la consecución de una tarea dada. Por
último, se aborda el problema del estudio de la variabilidad del parámetro bajo
estudio frente a las demás variables.

Como se ha indicado con anterioridad, el parámetro a optimizar es el factor de
relajación de ART, mientras que el resto de las variables (número de iteraciones,
número de imágenes, tamaño y distribución angular de las mismas, masa a re-
construir y nivel de ruido) definen el contexto de variabilidad de dicho parámetro.

3.1.4. Simulaciones

En la práctica habitual de la reconstrucción tridimensional de espécimenes
estudiados por microscopı́a electrónica resulta difı́cil reconocer si una reconstruc-
ción es mejor que otra, sobre todo si las diferencias son muy sutiles, dado que no
se conoce cuál es el volumen perfecto al cual la reconstrucción obtenida deberı́a
parecerse. Por este motivo se hace necesario el uso de simulaciones, que partiendo
de un volumen conocido, nos permitan decidir sobre la bondad de una reconstruc-
ción dada. Esta aproximación ya ha sido utilizada con éxito en [52, 103, 98].
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De este modo, la secuencia para hacer una sola simulación serı́a la siguiente:

1. Elegir un volumen inicial: éste representa nuestra solución perfecta, las
diferentes reconstrucciones son mejores en tanto que son más parecidas a
él.

2. Elegir una geometrı́a de proyección: es decir, decidir desde dónde se van
a tomar las diferentes proyecciones ası́ como su número.

3. Simular el proceso de generación de proyecciones: en este paso se cons-
truye un conjunto de proyecciones que reproduzca de alguna manera el pro-
ceso de formación de imágenes dentro del microscopio o aquellas partes
del proceso de particular interés. En este punto tendremos que definir la
cantidad y naturaleza del ruido añadido.

4. Simular el procesamiento bidimensional previo: aquı́ deberemos preocu-
parnos por reproducir los procesos de alineamiento traslacional, rotacional,
normalización, filtrado, enmascarado, ... que normalmente preceden a la re-
construcción tridimensional

5. Realizar una reconstrucción con las proyecciones procesadas: el resulta-
do de este paso es equivalente al volumen reconstruido de la macromolécula
bajo estudio con que normalmente se termina en un caso puramente expe-
rimental. En esta etapa es donde entran en juego los parámetros libres del
algoritmo de reconstrucción.

6. Evaluación de los resultados: al disponer de la solución perfecta podemos
determinar el grado de exactitud alcanzado por el proceso en conjunto, y en
particular por la elección de los parámetros libres.

En apartados posteriores tendremos la oportunidad de analizar más en detalle
los pasos de evaluación (sección 3.1.5) y tratamiento estadı́stico de los resultados
de múltiples simulaciones (sección 3.1.6). Por el contrario, analicemos en este
momento el resto de los pasos más en profundidad.

El volumen inicial suele denominarse phantom y puede estar formado por
cualquier tipo de volúmenes, aunque deberı́a tener alguna relación con el caso
particular que nos ocupa. En este sentido, se pueden utilizar proteı́nas cuya es-
tructura se conoce a alta resolución. Este tipo de phantoms tiene la ventaja de que
modelan bien la naturaleza de los volúmenes que luego se van a reconstruir expe-
rimentalmente, sin embargo, se corre el peligro de hacer las medidas demasiado
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dependientes del phantom concreto utilizado además de no disponer de muchas
medidas de similaridad (ver apartado 3.1.5 correspondiente a las figuras de mérito)
entre volúmenes cuyo valor viene definido vóxel a vóxel. Un segundo conjunto de
phantoms que se puede emplear consiste en la definición matemática de un con-
junto de construcciones geométricas (cubos, cilindros, conos y esferas). En este
caso las densidades dentro de las figuras son constantes por lo que no se modela
tan bien la naturaleza variable de las proteı́nas pero, por el contrario, se dispone de
una gran riqueza de medidas de similaridad y se pueden variar los parámetros de
las figuras tanto como se desee con lo que estarı́amos independizando las medidas
de la masa concreta del volumen utilizado.

Para la optimización de los parámetros libres del algoritmo de reconstrucción
se ha optado por phantoms geométricos, mientras que para el estudio de las dife-
rentes mejoras añadidas al algoritmo se usan ambos tipos de phantoms puesto que
nos interesa conocer el impacto de las mismas al nivel más profundo posible.

En concreto, para la optimización del factor de relajación de ART se ha em-
pleado una familia de phantoms consistente en un conjunto de cuatro dobles pare-
jas de cilindros colocados en posición vertical cuyos radios, alturas y separación
entre cilindros eran escogidas aleatoriamente. La figura 3.6 muestra uno de tales
phantoms.

Figura 3.6: Phantom tipo de una familia compuesta a base de elementos geomé-
tricos

En cuanto a la geometrı́a de proyección se debe elegir aquella distribución
angular que mejor represente al caso en estudio. Al mismo tiempo, también se
debe incluir el concepto de aleatoriedad en la elección de las direcciones concretas
de proyección con la intención de independizar en la medida de lo posible los
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resultados de una realización particular distribución angular. La idea es elegir un
conjunto aleatorio de direcciones de proyección tal que cumpla los requisitos de
la distribución angular deseada (inclinación cónica aleatoria, inclinación de eje
simple, uniforme, ...).

Por lo que a la simulación del proceso de formación de imagen respecta debe
ser capaz de reproducir dos niveles de ruido diferentes según se trate de tinción
negativa o criomicroscopı́a. Asimismo, se debe poder incluir el efecto de la fun-
ción de transferencia del microscopio (CTF).

La simulación del procesamiento bidimensional debe poder incluir operacio-
nes simples sobre imágenes tales como normalización, filtrado o enmascarado,
pero también debe ser capaz de simular el proceso de alineamiento rotacional y
traslacional. Estos últimos pueden ser fácilmente modelados por medio de la adi-
ción de un ruido gaussiano de media cero a los parámetros que definen tanto la
posición central de la imagen como su dirección de proyección.

El siguiente paso consiste en la aplicación de un algoritmo de reconstrucción
al conjunto de proyecciones obtenidas por las etapas anteriores. Los parámetros
de reconstrucción pueden ser fijos o aleatorios dentro de una región [102, 137].
Con esta segunda opción, independizaremos el estudio del comportamiento del
algoritmo con respecto a pequeñas variaciones de los parámetros libres. En la
sección 3.1.6 se muestra cómo no se puede hablar de un parámetro óptimo sino de
una región óptima, con lo que la elección de dicho parámetro de forma aleatoria
dentro de esta región adquiere un significado adicional.

Por último hay que evaluar el volumen reconstruido frente al phantom inicial
y asegurarse que dicha evaluación es significativa y no fruto de la casualidad, pero
estas consideraciones serán objeto de las secciones a continuación.

3.1.5. Evaluadores numéricos: Figuras de Mérito

La comparación objetiva de volúmenes reconstruidos frente a un modelo dado
responde a la necesidad de una evaluación de la actuación de diferentes algoritmos
de reconstrucción o de un mismo algoritmo utilizado bajo distintas condiciones.
La metodologı́a basada en observadores numéricos (Figuras de Mérito, FOM) ha
sido ampliamente validada tanto en entornos de tomografı́a médica [103] como
en microscopı́a electrónica [98, 137].

Se han desarrollado dos familias de Figuras de Mérito con cometidos diferen-
tes: una llamada de consistencia estructural y otra de separabilidad estructural.
La consistencia estructural se centra en la correspondencia entre los niveles de
densidad de los vóxeles en la reconstrucción y el modelo, mientras que la sepa-
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rabilidad estructural cuantifica lo fácil o difı́cil que serı́a diferenciar el objeto en
estudio del fondo.

En conjunto hay 25 observadores numéricos que nos ayudarán a determinar la
bondad de una reconstrucción. La metodologı́a de comparación entre los conjun-
tos de figuras de mérito correspondiente a dos situaciones diferentes será objeto
de estudio de la siguiente sección, mientras que en éste se realiza una descripción
pormenorizada de cada uno de los observadores.

Figuras de Mérito de consistencia estructural

Los evaluadores numéricos de consistencia estructural miden las discrepan-
cias entre los niveles de densidad observados en la reconstrucción obtenida y el
phantom modelo. Para ello se realizan medidas locales y globales sobre los nive-
les medios de gris, rangos y desviaciones tı́picas en determinadas regiones que
analizaremos con detalle más adelante. También se puede medir el error en térmi-
nos absolutos cometido punto a punto o realizar comparaciones globales basadas
en la medida de la resolución alcanzada, información mutua o covarianza.

Antes de proceder a la formalización de esta familia de observadores defi-
namos la notación necesaria. Sea R el conjunto de los vóxeles contenidos en la
región de interés y NR su cardinal (los vóxeles están numerados de 1 a NR). El
voxel número i de la región R en el phantom se nota como pR 	 i mientras que en la
reconstrucción rR 	 i. Las medias y desviaciones tı́picas de los valores de densidad
dentro de la región R dentro del phantom y la reconstrucción se denominan µp 	 R,
µr	 R, σp 	 R y σr	 R respectivamente, mientras que los valores máximos y mı́nimos se
escriben como Mp 	 R, Mr	 R, mp 	 R y mr	 R.

La definición de las diferentes Figuras de Mérito con esta notación son las
siguientes:

Error cuadrático medio: Esta medida evalúa la diferencia entre ambos
volúmenes punto a punto dando mayor importancia a los errores grandes.

scL2 � R � � 1 �

1
NR

NR

∑
i � 1

� pR 	 i � rR 	 i
2 � 2

Error absoluto medio: Esta medida también evalúa la diferencia entre am-
bos volúmenes punto a punto pero dando igual peso a todos los errores.

scL1 � R � � 1 �

1
NR

NR

∑
i � 1

����
pR 	 i � rR 	 i

2
����
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Error en el valor medio: Diferencia entre el valor medio en las dos re-
giones correspondientes.

scµ � R � � 1 �

1
2
�� µp 	 R � µr	 R ��

Error en la desviación tı́pica: Diferencia entre las desviaciones tı́picas en
las dos regiones correspondientes.

scσ � R � � 1 � �� σp 	 R � σr	 R ��
Error en el rango de la señal: Diferencia entre el rango de señal, definido
como el comprendido entre el mı́nimo y el máximo de los niveles de gris en
la región estudiada.

sc∆ � R � � 1 �

1
2
� ��Mp 	 R � Mr	 R �� � ��mp 	 R � mr	 R �� �

Este conjunto de medidas pueden efectuarse bien sobre todo el volumen (V ,
Volume), bien sobre el fondo (B, Background) o sobre los diferentes objetos de
interés (F , Foreground).

Un segundo conjunto de observadores de consistencia estructural realiza me-
didas globales, a saber:

Detección de emborronamiento: Con esta figura de mérito se trata de
identificar aquellas reconstrucciones para las que el fondo más cercano a
los objetos de interés tienen errores mayores. Para ello, se pondera el error
cometido punto a punto en el fondo por su distancia más corta a un objeto
de interés.

scbl � 1 �

1
NB

NB

∑
i � 1

1
di

� pB 	 i � rB 	 i
2 � 2

Detección de nuevas masas: Es frecuente encontrar la aparición de peque-
ñas masas artefactuales alejadas de lo que es el objeto bajo estudio. Con esta
figura de mérito se trata de reconocer aquellas reconstrucciones en las que
no aparecen dichas masas.

scap � 1 �

1
NB

NB

∑
i � 1

di
� pB 	 i � rB 	 i

2 � 2
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Comparación de la transformada de Radon: Bajo determinadas condi-
ciones de la distribución angular, es posible que el volumen reconstruido se
encuentre elongado a lo largo de una determinada dirección

�
ω. Comparan-

do las transformadas de Radon del phantom (T R
�

p � �ω � ) y de la recons-
trucción (T R

�
r� �ω � ) a lo largo de la dirección elongada se pueden detectar

estas elongaciones. Se puede pensar en esta medida como la comparación
de la media de los niveles de gris contenidos en K planos perpendiculares a
la dirección de la transformada en los dos volúmenes.

scrt � 1 �

1
K

K

∑
i � 1
T R

�
p � �ω � � i � � T R

�
r� �ω � � i � 

Coeficiente de correlación: Esta medida estadı́stica proporciona una idea
de la similaridad entre dos conjuntos de datos apareados. Estableciendo una
correspondencia punto a punto entre ambos volúmenes podemos estudiar la
correlación entre los dos conjuntos.

scρ � 1
NV

∑NV
i � 1 � pV 	 i � µp 	 V � � rV 	 i � µr	 V �

1
NV

∑NV
i � 1 � pV 	 i � µp 	 V � 2 1

NV
∑NV

i � 1 � rV 	 i � µr	 V � 2
Información mutua: La información mutua es una medida de distancia
entre imágenes muy utilizada en otras aplicaciones [123] y que encuentra
sus raı́ces en conceptos de teorı́a de la información. La idea es comparar
los volúmenes a nivel de función densidad de probabilidad, o en su defecto
una aproximación de ella como puede ser el histograma normalizado (Hp,
Hr y Hpr respectivamente para el phantom, reconstrucción y distribución
conjunta con NH p, NHr y NH p � NHr divisiones cada uno).

scin f � 1
NH pNHr

∑
NH p
i � 1 ∑NHr

j � 1 � � Hpr � i � j � log � Hpr � i � j � � �
1

NH p
∑

NH p
i � 1 � � Hp � i � log � Hp � i � � � 1

NHr
∑NHr

i � 1 � � Hr � i � log � Hr � i � � �

Resolución alcanzada: En microscopı́a electrónica tridimensional la reso-
lución suele entenderse [47] como la concordancia en el espacio de frecuen-
cias entre dos volúmenes reconstruidos con conjuntos de imágenes indepen-
dientes. En particular, la llamada Correlación de Capas de Fourier (Fourier
Shell Correlation, FSC) se define como

FSC � R � ∆R � � ∑ � R 	 ∆R 	 F T
�

p � � R � F T �
�
r � � R �

� ∑ � R 	 ∆R 	 F T
�

p �  2 ∑ � R 	 ∆R 	 F T
�
r �  2
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donde F T
�
v � es la transformada de Fourier del volumen v, R es la coor-

denada de frecuencia espacial, ∆R es el ancho de de la capa, y � denota al
complejo conjugado. El valor esperado de FSC cuando se aplica con ruido
blanco es de FSCcrit

� 1�
N � R � ∆R � [151], es decir el inverso de la raı́z cuadrada

del número de coeficientes de la transformada de Fourier que se encuentran
dentro de la capa, por lo que lo normal es definir la resolución alcanzada
como aquel valor de R tal que FSC � R � ∆R � � � K 
 FSCcrit , donde K es un
valor a elegir entre 2 y 5 [47].

Figuras de Mérito de separabilidad estructural

La separabilidad estructural se refiere a la facilidad con que un método de
segmentación basado únicamente en la densidad de gris de los vóxeles podrı́a
separar el fondo del objeto de interés [137]. Para ello se estudian las distribuciones
estadı́sticas de los niveles de gris en diferentes zonas. Suponiendo que se trabaja
con phantoms formados por dobles cilindros, se puede dividir el espacio en cuatro
regiones (ver figura 3.7). Con la misma notación utilizada en la sección anterior,
y llamando I al conjunto de vóxeles en la región más interior, O a los que se
encuentran dentro del objeto en la zona más exterior y S a los que estando en
el fondo están más cerca del objeto, podemos definir las siguientes medidas de
separabilidad:

Figura 3.7: Descomposición de las diferentes zonas de un phantom de doble cilin-
dro
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Detectabilidad de la zona más interior: Esta medida se basa en el es-
tadı́stico t de Student para diferencia de medias [152] ya que el planteamien-
to es conocer si la media de la zona interior es diferente de la media del
fondo más cercano.

hsin �  µI � µS � σ2
I

NI
� σ2

S
NS

Detectabilidad de la zona más exterior: Al igual que la anterior se deter-
mina la diferencia entre las medias de la zona más exterior del phantom con
la del fondo que está más cerca. Estas dos regiones son colindantes por lo
que esta información tiene especial relevancia en cuanto a la segmentación.

hsbr �  µO � µS � σ2
O

NO
� σ2

S
NS

Error de detectabilidad: El error de detectabilidad determina la probabili-
dad de que un algoritmo de segmentación basado únicamente en la relación
entre los niveles de gris cometa un error de clasificación. Para ello se mide la
probabilidad, dterr, de que un voxel del fondo se pueda atribuir a la distribu-
ción de los puntos de la caracterı́stica y viceversa [152]. En esta medida jue-
ga un papel fundamental el nivel de densidad en que ambas distribuciones
se cruzan según se muestra en la figura 3.8. En concreto, el valor de esta
FOM se calcula únicamente en la reconstrucción (no tiene sentido hacerlo
en el phantom puesto que sus distribuciones son δ’s y carecen de error de
clasificación) y su expresión vale

hsdt � 1 � dterr

Resolución vertical: Dada la particular estructura de los phantoms utiliza-
dos puede definirse una figura de mérito basada en los valores de densi-
dad encontrados en tres planos diferentes según se muestra en la figura
3.9. Construyamos la variable aleatoria p � 1

2 � p1i � p2i � 2p3i � donde p1i,
p2i y p3i representan a valores de gris en cada uno de los planos. Supo-
niendo que p1i

� p2i entonces esta variable toma un valor máximo cuando
p1i

� p2i � p3i y mı́nimo cuando p1i
� p2i

� p3i. Se ha propuesto como
medida del apuntamiento de esta distribución el estadı́stico

hsvr � µπ1 � µπ2 � 2µπ3

1
2
� σ2

π1
� σ2

π2
� 4σ2

π3
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Figura 3.8: dterr se define como la probabilidad de error de clasificación aten-
diendo únicamente a las distribuciones de los niveles de densidad del fondo y la
caracterı́stica.

siendo µπi y σ2
πi

la media y varianza de las densidades en el plano πi. Desde
el punto de vista de reconstrucción de los phantoms bajo estudio interesa
que hsvr tome el valor mayor posible.

Figura 3.9: Definición de los planos utilizados para la resolución vertical.

3.1.6. Metodologı́a de optimización de parámetros

Inicialmente los parámetros libres en el algoritmo de reconstrucción son aque-
llos que definen el blob (radio, orden, factor de suavidad), la rejilla (separación
entre muestras), el factor de relajación de ART (λ) y el número de iteraciones (n).
Hemos visto cómo el blob y la rejilla vienen determinados por consideraciones de
resolución y complejidad computacional, aunque no ası́ los otros dos parámetros.
En esta sección nos ocuparemos de dicha cuestión.
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Por motivos de velocidad y dado que se obtienen habitualmente muchas más
ecuaciones que incógnitas, aunque dichas ecuaciones sean inconsistentes debido
al ruido, se realizará una única iteración de ART. Experiencias previas [98, 96,
101, 91, 8] demuestran que en el caso de reconstrucción de partı́culas aisladas
en microscopı́a electrónica suele ser suficiente. Existe otro motivo para no iterar
muchas veces en ART y es que la secuencia de soluciones a la que tiende (ver
sección 2.3.2) incorpora gran parte del ruido de las imágenes ya que pretende
minimizar el error cuadrático medio entre las proyecciones teóricas y las experi-
mentales.

Aproximaciones anteriores [52, 103, 102, 96, 137] tratan de buscar el com-
portamiento óptimo del algoritmo con respecto a una función de entrenamien-
to (tFOM) basada exclusivamente en una única figura de mérito (FOM). Esta
búsqueda puede hacerse considerando dicha función de entrenamiento de forma
determinista ([52, 103, 102, 96]) o aleatoria ([137]). El principal inconveniente de
estos métodos es la elección de la figura de mérito a optimizar: la selección de una
sola FOM de entrenamiento desecha mucha otra información contenida en otras
FOMs. De hecho, como mostraremos a lo largo de la sección, existen dos tenden-
cias predominantes y contrapuestas entre sı́ en el comportamiento de las FOMs en
relación a λ: una que mide la calidad de la reconstrucción del fondo y otra en la
que la calidad de las caracterı́sticas es preferida. Tradicionalmente ([98, 96, 137])
se ha elegido el error cuadrático medio dentro de las caracterı́sticas (scL2 � F � ) co-
mo FOM a optimizar, la cual responde únicamente a la segunda de las tendencias
traduciéndose en un serio problema de insensibilidad al ruido.

En esta tesis se propone el empleo de toda la información disponible en las
FOMs en la búsqueda de λ para cada una de las iteraciones. El algoritmo propues-
to es el siguiente:

1. Realizar una serie de reconstrucciones para cada una de los posibles puntos
de interés (λ j)

2. Evaluar cada una de las reconstrucciones obteniendo un conjunto de reali-
zaciones para cada FOM y cada punto de interés (FOMi � λ j � )

3. Analizar estadı́sticamente de los resultados obtenidos (cada FOM constitu-
ye una variable)

a) Eliminación de elementos no representativos (outliers)

b) Eliminación de aquellas variables que no lograron determinar con cier-
ta exactitud el valor medio de la FOM para todas las λ j
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c) Eliminación de variables no correlacionadas con λ

d) Agrupación de las FOMs por correlación y elección de un represen-
tante de clase

e) Análisis del comportamiento de cada FOM con respecto a λ y agru-
pamiento de las FOMs respecto al mismo

f ) Análisis factorial: reducción de la dimensionalidad de cada grupo por
medio de análisis de componentes principales

g) Combinación de los distintos factores de cada grupo en un único ob-
servador numérico

h) Elección de la región óptima por medio de contrastes de hipótesis so-
bre la igualdad de las medias para cada comportamiento

La serie de reconstrucciones deberá mostrar una variabilidad suficiente y re-
presentativa del caso bajo estudio para evitar situaciones de sesgo estadı́stico. Ha-
bitualmente se suelen variar de una reconstrucción a la siguiente la realización del
phantom (en cada reconstrucción se escoge un phantom diferente de los pertene-
cientes a una determinada familia), la realización de la geometrı́a de recolección
de datos (las proyecciones varı́an su posición en el espacio aunque en general se
conserva una determinada propiedad de la geometrı́a de recolección), y la reali-
zación del ruido (tanto a nivel de pı́xeles como de ruido traslacional y angular).
De esta forma obtenemos un conjunto de volúmenes (de cardinalidad N) para ca-
da λ j. Posteriormente se procede a la evaluación de la calidad (sección 3.1.5) de
cada uno de ellos, consiguiendo ası́ N medidas para cada una de las FOMs y cada
λ j.

A continuación se aplica un análisis estadı́stico sobre los resultados obteni-
dos. Se comienza por eliminar aquellos volúmenes que no son representativos
de las distribuciones de cada una de las FOMs, para este cometido pueden ser
de utilidad las representaciones por pares de FOM ası́ como representaciones de
los histogramas correspondientes. Ası́ mismo, se eliminan del análisis aquellas
variables para las que para cada λ j no se ha alcanzado una determinada resolu-
ción del valor medio (r %) con una confianza de α. Si se puede asumir norma-
lidad en la FOM estudiada para λ j, dicho test se reduce a comprobar [152] que
t1 � α � 2;N

sFOM�
N

xFOM

� r
100 donde t1 
 α � 2;N es el valor para el que una t-Student de N grados

de libertad cumple que Pr � t � t1 
 α � 2;N
� � α

�
2, xFOM y sFOM son estimadores

de la media y desviación tı́pica respectivamente de dicha FOM. En caso de no
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poder asumir normalidad en los datos, en virtud del teorema de Cauchy [108] se

puede escribir
1�
α

sFOM�
N

xFOM

� r
100 .

Continuaremos eliminando aquellas variables cuya correlación con λ es menor
que un umbral (cthλ) ya que este nivel bajo de correlación indica que la FOM
con esta propiedad es casi independiente del conjunto de λ’s seleccionado. En
este punto consideraremos las correlaciones cruzadas entre todas las FOMs su-
pervivientes, este análisis nos revelará la existencia de duplicidad o redundancia
en la información ofrecida por las diferentes FOMs. Este paso es necesario para
estabilizar numéricamente el análisis de componentes principales. De modo que
se define una clase equivalente de FOMs como aquel conjunto de ellas tal que
todos sus elementos están correlacionados con todos en más de un cierto umbral
(cthgr). De entre todos los elementos de una clase equivalente elegiremos como
representante de clase a aquel que muestre menor correlación con el resto de va-
riables no pertenecientes al grupo.

Ahora se dividirán las FOMs supervivientes en tantos grupos distintos (G)
como comportamientos se observen con respecto a λ, veremos más adelante (sec-
ciones 5.1 y 5.5) que pueden presentarse distintos tipos de comportamientos. En
particular casi siempre nos encontramos con dos: FOMs crecientes con λ y FOMs
decrecientes. Esta clasificación en tendencias es similar a la realizada en el pa-
so anterior: una FOM puede adherirse a un grupo si su correlación media con el
grupo es superior a un umbral cthtendencia.

La clasificación en T tendencias supone una partición, π � � T
t � 1 πt , πt

��
FOM1t � FOM2t �
� � � � del conjunto de FOMs. El cálculo de esta partición está su-

jeto a la maximización del funcional f � π � � ∑πt 
 π S � rπt � � λH � #π � donde S � x � �
1

1 � e � ax es la función sigmoide, rπt es la correlación media de los integrantes de
la tendencia πt , λ es un factor de ponderación entre los dos criterios a maximizar
y H � #π � representa la entropı́a del número de FOMs asociadas a cada tendencia.
Este funcional pretende minimizar el número de tendencias reconocidas a través
de la entropı́a mientras que se mantiene un grado máximo de correlación en el
interior de las mismas.

En este instante nos encontramos con una serie de tendencias de FOMs con
diferentes comportamientos con varias FOMs asignadas a cada uno de ellos. Es de
prever que dentro de cada grupo haya información redundante por lo que aplicare-
mos un análisis factorial para determinar la cantidad de variables ”independientes”
presentes en cada uno. Para dicho análisis realizaremos una descomposición or-
togonal en componentes principales (PCA, [33]) quedándonos con las primeras
F componentes más representativas (aquellas que explican un thgr de la varianza
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total del grupo). Llamemos gri a la componente i del grupo gr analizado, la cual
explica un 100wi % de la varianza. Podemos combinar las diferentes componentes
en un único observador numérico para el grupo de FOMs, gr � ∑F

i � 1 wigri, de tal
forma que resuma la tendencia generalizada de las FOMs pertenecientes al grupo.

Por último realizaremos una búsqueda de la zona óptima de λ estudiando las
medias de la nueva FOM de grupo a cada λ j y sus diferencias estadı́sticamente
significativas, buscaremos un compromiso entre aquellas FOMs que tienden a cre-
cer con λ y las que tienden a disminuir. Una variable que puede ayudarnos en este
sentido es condensedFOM

� ∑G
g � 1 � grg ∑F

i � 1 wigri � .
En la sección 5.1 se muestra un ejemplo de aplicación de este algoritmo de

optimización.

3.1.7. Variabilidad de los parámetros libres

Según se ha visto hasta el momento, el principal parámetro libre del algorit-
mo de reconstrucción considerado, ART, es el factor de relajación λ. Hasta ahora
se ha desarrollado una metodologı́a que permite seleccionar dicho parámetro de
entre un conjunto de valores para el cual la actuación del algoritmo es óptima
desde un punto de vista en el que se consideran todas las figuras de mérito a un
mismo tiempo. Este conjunto se ha seleccionado tratando de independizarlo de
factores tales como el phantom utilizado, la geometrı́a exacta de recolección de
datos (aunque no de su familia), y realizaciones de ruido tanto a nivel de niveles
de densidad como de error rotacional y traslacional.

Sin embargo, dicho factor de relajación aún puede depender de otras variables
tales como la naturaleza de las imágenes tratadas (relación señal a ruido, estruc-
tura de correlación de dicho ruido, ...), el número de ellas y su tamaño. La técnica
estadı́stica conocida como análisis de varianza (ANOVA, Analysis of Variance)
será la empleada en la tarea de determinar si existen diferencias entre los rangos
asociados a cada situación. Para ello se realizarán 3 análisis de varianza (uni-, bi-
y tri-factorial) sobre cada uno de los lı́mites superior e inferior del rango corres-
pondiente. Después de este análisis seremos capaces de responder a las siguientes
preguntas:

¿Depende λ del número de imágenes, su tamaño o su naturaleza?

¿Hay combinaciones de variables que influyen significativamente sobre el
rango?
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3.1. OPTIMIZACIÓN DEL PROCESO DE RECONSTRUCCIÓN

¿Pueden reducirse el tamaño de las imágenes con su número a una sola
variable que dé cierta cuenta del grado de determinación del sistema de
ecuaciones tal y como se hizo en la sección 3.1.1?

En caso de no haber diferencia entre los diferentes valores de las variables es-
tudiadas, el propio análisis ANOVA nos proporcionará un rango consenso, mien-
tras que en caso de haberlo se aplicará un análisis de regresión no lineal que deter-
mine el rango a utilizar en cada caso. A continuación se expone de modo genérico
la metodologı́a a utilizar tanto durante el análisis ANOVA como en el de regresión.

Análisis ANOVA

Las premisas del análisis ANOVA son que los datos son independientes en-
tre sı́, que provienen de una o varias distribuciones normales aunque todas ellas
comparten la misma varianza poblacional (homocedasticidad) [152]. Asumiendo
que dichas condiciones son válidas en los casos de estudio que nos competen, el
análisis ANOVA trata de resolver el siguiente problema:

Dada una variable aleatoria, X, de la que se realizan N obser-
vaciones para la que se prevé una dependencia con un conjunto
de variables deterministas a las que denominaremos A, B, C, ...
cada una con un conjunto de valores diferentes nA, nB, nC, ... de-
terminar aquellas variables o combinaciones de ellas de las que
efectivamente depende.

La idea de ANOVA es la de descomponer la varianza de la variable X en
sus diferentes fuentes, permitiendo un análisis posterior sobre la significación es-
tadı́stica de la dependencia con dicha fuente y el contraste de hipótesis sobre la
igualdad de los efectos de cada uno de los tratamientos (nombre que recibe cada
uno de los niveles de las diferentes variables). Plantearemos por su utilidad en esta
tesis el caso ANOVA tri-factorial, su simplificación a dos factores o uno es trivial,
tan sólo hay que eliminar los términos y subı́ndices que carezcan de sentido.

El análisis ANOVA propone que el nivel medido en la realización m de X para
un nivel ai de la variable A, b j de B y ck de C responde al siguiente modelo

xi jkm
� µ � ai � b j � ck � � ab � i j � � ac � ik � � bc � jk � � abc � i jk � ei jkm

o lo que es lo mismo, un nivel medio µ al que se le adicionan una serie de
términos que responden únicamente al estado de una determinada combinación
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de variables y un error aleatorio de potencia constante aunque desconocida. Cada
combinación de variables se conoce como una celda y habitualmente el número
de observaciones de la variable X en cada celda es constante.

Para la resolución del modelo se emplearán las siguientes definiciones

xi ���
� 1

Ni � �
∑ j 	 k 	 m xi jkm x

� j �
� 1

N � j �
∑i 	 k 	 m xi jkm x

��� k
� 1

N
� � k

∑i 	 j 	 m xi jkm

xi j �
� 1

Ni j �
∑k 	 m xi jkm xi � k

� 1
Ni � k

∑ j 	 m xi jkm x
� jk
� 1

N
� jk

∑i 	 m xi jkm

x̄ � 1
Ni jkm

∑i 	 j 	 k 	 m xi jkm xi jk
� 1

Ni jk
∑m xi jkm

donde los N
�
representan el número de términos de cada una de las sumas. De

esta suerte, los parámetros del modelo quedan como

µ̂ � x̄
âi
� xi ��� � x̄

b̂ j
� x

� j � � x̄
ĉk
� x

��� k � x̄
�

� ab � i j
� xi j � � xi ��� � x

� j � � x̄
�

� bc � jk
� x

� jk � x
� j � � x

��� k � x̄
�

� ac � ik � xi � k � xi ��� � x
��� k � x̄

�

� abc � i jk
� xi jk � xi j � � x

� jk � xi � k � xi ��� � x
� j � � x

��� k � x̄

Y finalmente la descomposición de la varianza se puede realizar de acuerdo a
la siguiente tabla
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Variable Suma de cuadrados (SC) Grados de libertad (gl)

Total Ni jkm ∑i 	 j 	 k 	 m � xi jkm � x̂ � 2 Ni jkm

A Ni jkm ∑i � âi � 2 nA � 1
B Ni jkm ∑ j � b̂ j � 2 nB � 1
C Ni jkm ∑k � ĉk � 2 nC � 1

AB Ni jkm ∑i 	 j �
�

� ab � i j � 2 gl � A � gl � B �
BC Ni jkm ∑ j 	 k � �� bc � jk � 2 gl � B � gl � C �
AC Ni jkm ∑i 	 k � �� ac � ik � 2 gl � A � gl � C �

ABC Ni jkm ∑i 	 j 	 k � �� abc � i jk � 2 gl � A � gl � B � gl � C �

Error

SC � Total � �

SC � A � � SC � B � � SC � C � �

SC � AB � � SC � BC � � SC � AC � �

SC � ABC �

gl � Total � �

gl � A � � gl � B � � gl � C � �

gl � AB � � gl � BC � � gl � AC � �

gl � ABC �

Para determinar si hay o no diferencias en los tratamientos producidos por la
variable o combinación de variables Y (H0 :

�
i Yi
� 0) se comprueba si

SC � Y � �
gl � Y �

SC � Error � �
gl � Error �

�
F1 
 α;gl

�
Y 	 	 gl

�
Error 	

donde F1 
 α;gl
�
Y 	 	 gl

�
Error 	 es el valor de una distribución F de Snedecor con

� gl � Y ��� gl � Error � � grados de libertad tal que Pr
�

f � F1 
 α;gl
�
Y 	 	 gl

�
Error 	 � � 1 � α,

admitiendo la existencia de diferencias para los tratamientos de Y si se cumple la
condición anterior.

En caso de haber diferencias significativas se aplica el test de Scheffé, el cual
acepta la hipótesis de que dos tratamientos, Yi y Yj son iguales (H0 : Yi � Yj

� 0) si

��Yi � Yj �� � gl � Y � F1 
 α;gl
�
Y 	 	 gl

�
Error 	 
 2

SC � Error � �
gl � Error �

Ni jk �

y la rechaza en caso contrario. El término Ni jk �
representa al número de repeti-

ciones de la variable X para cada celda y en este test se asume que es una cons-
tante.

En caso de aceptarse la hipótesis de que no hay diferencias entre los tratamien-
tos, entonces se puede afirmar con confianza 1 � α que la variable X se en-

cuentra en el intervalo de radio t1 
 α;gl
�
Total 	 
 1

� SC
�
Total 	

gl
�
Total 	 
 1 alrededor de µ, donde



CAPÍTULO 3. MEJORAS AL PROCESO DE RECONSTRUCCIÓN
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t1 
 α;gl
�
Total 	 
 1 es el valor de la t de Student de gl � Total � � 1 grados de libertad tal

que Pr
�  t  � t1 
 α � 2;gl

�
Total 	 
 1 � � 1 � α

Análisis de regresión

El método de análisis anterior es el más adecuado para determinar las depen-
dencias de la variable X . A pesar de plantear un modelo de dependencia lineal
de X con las variables A, B y C no supone ninguna estructura sobre los términos
ai, b j y ck, lo cual es bueno si los niveles elegidos representan la totalidad de los
valores posibles para las variables. En caso de que no sea ası́, por ejemplo, que la
variable A pueda tomar un continuo de valores, entonces el análisis de regresión
nos proporciona un método de estimación para la variable X en función de los
valores de las variables A, B y C.

El modelo clásico empleado por el análisis de regresión lineal es

xi jkm
� µ � a 
 A � b 
 B � c 
 C � ei jkm

� θ 
 � A � B � C � t � ei jkm

en el que no se consideran interacciones. Sin embargo, se puede adoptar una
regresión no lineal basada en una función cualquiera de parámetros θ � � a � b � c �
� � � �
tal que

xi jkm
� fθ � A � B � C � � ei jkm

En cualquier caso, los coeficientes del modelo se resuelven por mı́nimos cuadra-
dos. El caso lineal tiene como solución θ̂ � � V tV � 
 1V tX donde V representa el
conjunto de valores conocidos de las variables independientes y X es un vector
columna con los valores conocidos de la variable dependiente. El caso no lineal
es más complejo, no tiene solución única y en general se resuelve por un método
de minimización para el error cuadrático medio. En esta tesis se ha empleado el
método de Newton [20]. La descomposición de la varianza para esta regresión
puede verse en la siguiente tabla ANOVA

Variable Suma de cuadrados (SC) Grados de libertad (gl)

Total ∑i 	 j 	 k 	 m � xi jkm � x̄ �2 Ni jkm

Regresión ∑i 	 j 	 k 	 m � x̂i jkm � x̄ �2 dim � θ � � 1
Error SC � Total � � SC � Regresion � gl � Total � � gl � Regresion �
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Suele reportarse sobre la utilidad del ajuste por medio del coeficiente R2 � 1 �

SC
�
Error 	

SC
�
Total 	 que representa el porcentaje de la varianza de la variable X explicada por

la regresión. El intervalo de confianza de significación α para x̂i jkm está centrado
en el valor dado por la regresión y tiene un radio igual a

z1 
 α
SC � Error �
gl � Error � � SC � Regresion �

gl � Regresion �
[33] donde z1 
 α es el valor de una distribución normal tal que Pr

�  z  � z1 
 α � �
1 � α.

3.2. Orden de las proyecciones

ART, como cualquier otro algoritmo iterativo, muestra diferentes compor-
tamientos según el orden de los datos de entrada, en este caso las proyecciones. Es
decir, dependiendo de cuál sea el esquema de introducción se obtendrá una mejor
o peor reconstrucción. Se han propuesto diferentes estrategias de ordenación cuan-
do la geometrı́a de las proyecciones es conocida [66, 59] y ambas basan su fortale-
za en la presentación de las proyecciones de la manera más ortogonal posible. En
esta linea se centra la presente sección, se tratará de determinar el criterio óptimo
de ortogonalidad.

Tal y como se demuestra en la sección 2.1.2 dados tres ángulos de Euler
cualquiera � φ � θ � ψ � , se puede determinar la posición de un sistema de coordenadas
interno al plano de proyección con ejes px, py, pz. La dirección de proyección
viene determinada únicamente por pz, mientras que los otros dos ejes proporcio-
nan la orientación de la proyección en el plano.

La estrategia de ordenación seguida en este trabajo es la siguiente:

1. Seleccionar una proyección cualquiera al azar entre las N posibles como la
primera

2. Elegir la proyección n como aquella que maximiza un criterio de optimali-
dad respecto a su ortogonalidad con las n � 1 anteriormente elegidas

mientras que el criterio de optimalidad elegido es

mı́n
n

n 
 1

∑
i � máx � n 
 L 	 0 �

� p
�
i 	

z � p � n 	z
�
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donde L es un número entero menor que N, � � � representa al producto escalar entre

vectores, y p
�
i 	

z es el vector de proyección de la imagen que ocupa el lugar i. En
otras palabras, este criterio trata de maximizar la ortogonalidad entre la proyección
número n y las L anteriores. En la sección 5.2 se estudia el valor óptimo de L.

3.3. Normalización de las proyecciones

El conjunto de proyecciones utilizado para la reconstrucción de un espécimen
puede llegar a tener varios miles de partı́culas provenientes de diferentes micro-
grafı́as, las cuales han sufrido distintas condiciones de exposición en el micros-
copio, revelado y digitalización. El efecto de estas diferencias resulta en ligeras
diferencias entre el contraste de las micrografı́as. Incluso dentro de una misma mi-
crografı́a se pueden observar variaciones importantes de contraste como se puede
ver en la figura 3.10.

Figura 3.10: La flecha marca un gradiente de contraste dentro de una micrografı́a.
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Un modelo lineal para estas variaciones de contraste postula que

pmedida � s � � a � pideal � s � � n � s � � � b

siendo a y b diferentes para cada una de las proyecciones. Se ha realizado
un estudio con 15 micrografı́as de un mismo espécimen tomadas en condiciones
similares y susceptibles de ser combinadas en un proceso de reconstrucción tridi-
mensional. Asumiendo que la cantidad de señal frente al ruido es muy bajo en una
micrografı́a completa, es decir, micrografı́a � s � � an � s � � b y que el ruido origi-
nalmente tenı́a media 0 y potencia 1 (no hay ninguna razón para pensar que el
nivel de ruido entre estas micrografı́as deba ser significativamente diferente y la
elección de estos valores no supone una pérdida de generalidad) se tiene que los
parámetros a y b se ajustan a una gaussiana cuya desviación tı́pica es un 3.9 %
del valor medio para a y 3.7 % para b. Es decir, después de digitalizar ya nos en-
contramos con una variación entre micrografı́as entre el 3.5 % y 4 % sin tener en
cuenta las variaciones internas a la micrografı́a.

En microscopı́a electrónica tridimensional se proponen métodos de norma-
lización que aquı́ nombraremos como A [146] y B [128] junto con dos nuevos
propuestos a los que llamaremos C y D. En la formulación de cada uno de ellos
denotaremos como pi al valor medio de la imagen pi y como σi a su desviación
tı́pica

Método pnormalizada � s �

A pmedida
�
s 	 
 pmedida

σmedida

B pmedida
�
s 	 
 pmedida

p f ondo

C
pmedida

�
s 	 
 p f ondo

σ f ondo

D
pmedida

�
s 	 
 p f ondo

pmedida

 p f ondo

La imagen marcada como fondo es un subconjunto de la proyección medida
en la que sólo se consideran aquellos pı́xeles que constituyen el fondo de la mis-
ma (dada la baja relación señal a ruido existente no es sencillo realizar una seg-
mentación fiable, pero sin embargo, sı́ es muy fácil determinar una región en la que
con total seguridad no hay partı́cula). En esta región se asume que µ f ondo

� µn
� 0

y σ2
f ondo

� σ2
n.
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Un criterio de la bondad de cada uno de los métodos es su habilidad para
eliminar la dependencia de la imagen normalizada con los parámetros a y b de
la transformación. Para ello estudiaremos la media y varianza tanto de la imagen
normalizada como de su fondo. Los resultados de este estudio se resumen en la
siguiente tabla

Imagen Media Varianza Media del fondo Varianza del fondo

pideal � s � µideal σ2
ideal 0 0

pmedida � s � aµideal � b a2 � σ2
ideal � σ2

n � b a2σ2
n

A 0 1 � µideal�
σ2

ideal � σ2
n

σ2
n

σ2
ideal � σ2

n

B 0 � µ2
a � σ2

a � � σ2
ideal � σ2

n �
µ2

b
� µaµideal

µb
� µaµidealσ2

b
µ3

b

µ2
aµ2

ideal
µ2

b

�
µ2

aσ2
n � � µ2

aµ2
ideal � σ2

n � σ2
a

µ2
aµ2

ideal
� σ2

b
µ2

b 	
C µideal

σn

σ2
ideal � σ2

n
σ2

n
0 1

D 1
σ2

ideal � σ2
n

µ2
n

0 σ2
n

µ2
ideal

donde se ha hecho uso del hecho de que para dos variables aleatorias indepen-
dientes µx 
 y � µxµy, σ2

x 
 y � µ2
xσ2

y � µ2
yσ2

x � σ2
xσ2

y , [109]. Sin embargo el cociente de
dos variables aleatorias independientes y normales es una función de Cauchy cen-
trada en el origen [119, pág. 138] para la que no existen ni la media ni la varianza.

A pesar de ello se han utilizado las aproximaciones genéricas µ x
y

� µx
µy

�

σxy

µ2
y
� µxσ2

y

µ3
y

,

σ2
x
y

� µ2
x

µ2
y

� σ2
x

µ2
x
� σ2

y

µ2
y

� 2 σxy
µxµy � .

Vemos que las normalizaciones A, C y D son capaces de eliminar toda depen-
dencia de la imagen normalizada con la transformación lineal, no siendo ası́ para
B. Desde el punto de vista de normalización puramente A y C tendrı́an propiedades
semejantes y D serı́a teóricamente el mejor de los cuatro, sin embargo, por mo-
tivos que veremos a continuación no puede ser utilizado con la profusión que se
desearı́a. Por otra parte, tanto C como D permiten la imposición de restricciones
de positividad sobre el volumen (ver sección 3.5.2).

Llegado este es importante realizar varias puntualizaciones sobre los diferen-
tes métodos de normalización
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1. Todas descansan en la posibilidad de medir exactamente los estadı́sticos de
la imagen o el ruido, lo cual es imposible. No obstante se puede alcanzar
una precisión adecuada si se dispone de un cierto número mı́nimo de pı́xeles
incluso en las mediciones sobre el fondo.

2. Tanto la normalización A como la C miden la potencia bien de la imagen
bien del ruido. Sin embargo, ambas variables dependen de la función de
transferencia del microscopio (ver sección 3.6). De hecho, ésta fue la prin-
cipal motivación para el diseño de la normalización tipo B. La consecuencia
de esta dependencia es que imágenes provenientes de micrografı́as afec-
tadas por funciones de transferencia bien distintas serán colocadas por las
normalizaciones A y C en marcos numéricos diferentes influyendo negati-
vamente sobre el resultado final de la reconstrucción. No obstante, se puede
corregir este efecto maligno por medio de un factor de escala fácilmente
medible que relacione las potencias entre las funciones de transferencia de
las dos micrografı́as.

3. La validez de la hipótesis de que el ruido tiene siempre la misma potencia
es cuestionable en cuanto que el ruido es dependiente de la masa que los
electrones encuentran en su camino y por este motivo es previsible que si
un espécimen está inclinado tenga un nivel de ruido diferente a si no lo
está. Una cuantificación de este hecho está todavı́a pendiente por lo que
esta nota no pasa de ser una llamada de atención sobre el uso que se haga
de la normalización.

4. El principal problema con la normalización D es que divide por un factor
muy cercano a 0 ya que las medias del fondo y de la imagen son bastante
similares debido a la baja relación señal a ruido. Por este motivo se ha com-
probado experimentalmente el efecto de amplificación del ruido provocado
por una división por un número cercano a 0 en algunas imágenes en las que
por motivos aleatorios se estima dicha diferencia de forma especialmente
desafortunada.

5. Por último, como norma de uso se puede afirmar que si las variaciones en
la función de transferencia son mayores que las variaciones en los parámet-
ros de la transformación lineal, entonces una normalización tipo B es más
adecuada, y en caso contrario se deberá aplicar una normalización tipo C.
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3.4. Imposición de restricciones de simetrı́a

Multitud de macro-moléculas presentan conformaciones simétricas o cuasi-si-
métricas en su estado natural. Las primeras responden a la polimerización de un
monómero que actúa como elemento básico de configuración [8], mientras que
las segundas se deben a la unión de diferentes estructuras muy parecidas entre
sı́ aunque no exactamente iguales [91]. Sin embargo, en este segundo caso se
puede suponer que la partı́cula es simétrica hasta un determinado grado de resolu-
ción.

Debido a la baja relación señal a ruido existente en las micrografı́as con las que
habitualmente se trabaja, una restricción de simetrı́a supone la aportación relativa
de una gran información a priori. El uso que comúnmente se hace [101, 91, 8]
de esta información se limita a simetrizar el volumen solución una vez concluido
el proceso de reconstrucción. Sin embargo, en esta tesis se propone un empleo
distinto. La existencia de elementos de simetrı́a en el volumen implica la equi-
valencia de las proyecciones que se relacionan entre sı́ por dichos elementos de
simetrı́a, de esta forma dada una determinada proyección desde un punto de vista,
automáticamente se conocen otra serie de proyecciones tomadas desde lugares
diferentes. Este enfoque aumenta la cantidad de proyecciones introducida al al-
goritmo de reconstrucción por lo que la calidad de la solución mejora tanto más
cuanto mayor sea la falta de información sobre el mismo.

Es de resaltar que la correcta introducción de la simetrı́a en ART ha posibili-
tado tanto la aplicación de este algoritmo a la reconstrucción de virus icosaédrico
(un ejemplo se muestra en la sección 5.8) como la mejora de los resultados obte-
nidos (como por ejemplo los mostrados en 5.7).

En este apartado se estudia la formalización de los elementos de simetrı́a pun-
tual, y posteriormente se proporciona el método de cálculo de las proyecciones
equivalentes.

Elementos de simetrı́a puntual

Por regla general, se dice que un volumen, f � r � , tiene simetrı́a si f � r � � f � Sr �
para alguna matriz S diferente de la identidad tal que todos los autovalores de S
tengan módulo unidad [157]. Dado que una matriz tiene los mismos autovalores
que su forma canónica de Jordan [90], se pueden analizar los diferentes tipos de
simetrı́a analizando las diferentes posibilidades de matrices de Jordan con auto-
valores de módulo unidad. La tabla 3.1 recoge todas las posibilidades ası́ como
los nombres que reciben cada una de las simetrı́as.
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Forma canónica de Jordan Autovalores Tipo de simetrı́a�� cos � α � � sin � α � 0
sin � α � cos � α � 0

0 0 1

�� e jα, e

 jα, 1

Rotación respecto al eje�
z�� 1 0 0

0 1 0
0 0 � 1

�� 1, 1, -1
Reflexión respecto a un
plano de vector director�
z�� � 1 0 0

0 � 1 0
0 0 1

�� -1, -1, 1
Reflexión respecto al
eje
�
z�� � 1 0 0

0 � 1 0
0 0 � 1

�� -1, -1, -1
Reflexión respecto al
origen�� cos � α � � sin � α � 0

sin � α � cos � α � 0
0 0 � 1

�� e jα, e

 jα, -1

Rotación respecto al eje�
z y reflexión respecto al
plano perpendicular al
mismo eje�� � cos � α � � sin � α � 0

sin � α � � cos � α � 0
0 0 1

��
� e jα, � e


 jα, 1
Rotación respecto al eje�
z y reflexión respecto al
mismo eje�� � cos � α � � sin � α � 0

sin � α � � cos � α � 0
0 0 � 1

��
� e jα, � e


 jα, -1
Rotación respecto al eje�
z y reflexión respecto al
origen

Cuadro 3.1: Matrices de simetrı́a puntual
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Los ejes de rotación se dice que tienen orden n cuando n es el menor entero
para el que Sn � S lo que se traduce en que el volumen es simétrico cuando gira
respecto a dicho eje 360

�
n grados.

Alineamiento de un eje con Z
Será ésta una operación fundamental para la consecución de los elementos de

simetrı́a necesarios, consiste en determinar un cambio de base tal que la expresión
de un vector unitario

�
v en la nueva base sea � 0 � 0 � 1 � t . La base buscada formada

por los vectores
�

�
x

�
,

�

�
y

�
,

�

�
z

�
debe ser ortonormal y debe cumplir que

�

�
x

�
�

�

�
y

� � �

�
z

�
�

�
y

�
�

�

�
z

� � �

�
x

�
�

�
z

�
�

�

�
x

� � �

�
y

� (3.1)

La matriz de cambio de base que cumple estas condiciones es

A �v � �z �
���������������
��������������

�� 0 0 � 1
0 1 0
1 0 0

�� �
v � �x������

�
�
� � �v � y � 2 � � � �v � z � 2 �

� �
v 	 x � �v 	 y


� � �v 	 y � 2 � � � �v 	 z � 2 �

� �
v 	 x � �v 	 z


� � �v 	 y � 2 � � � �v 	 z � 2
0

� �
v 	 z


� � �v 	 y � 2 � � � �v 	 z � 2 �

� �
v 	 y


� � �v 	 y � 2 � � � �v 	 z � 2
� �v � x � �v � y � �v � z

�������
�
�
v �� �x

Nótese que por tratarse de una base ortonormal, la inversa de la matriz de
cambio de base coincide con su transpuesta.

Generación de simetrı́as arbitrarias
Cualquier tipo de simetrı́a, salvo la reflexión respecto al origen, se puede ex-

presar como una combinación de una matriz, S �z, de las expuestas en la tabla 3.1,
junto con el cambio de base apropiado para alinear el vector,

�
v que define el eje

de simetrı́a con el eje
�
z. De este modo la matriz correspondiente queda definida

como

S �v � At�
v � �z 
 S�z 
 A �v � �z
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Subgrupo de simetrı́a
Cada elemento de simetrı́a de los comentados hasta este punto determina una

única vista equivalente para cada proyección. Sin embargo, el hecho de que un
volumen muestre simetrı́a según diferentes elementos o incluso un único elemen-
to, como pueden ser las simetrı́as por rotación, puede aprovecharse para aumentar
aún más el número de vistas. De este modo, por ejemplo, si un volumen presenta
simetrı́a rotacional de orden 8 respecto al eje

�
z y por reflexión respecto al plano

�
x
�
y,

entonces no solamente se pueden obtener � 8 � 1 � � � 2 � 1 � proyecciones equiva-
lentes sino 8 
 2 � 1.

En general se puede decir que

Si un volumen posee varios elementos de simetrı́a S1 � S2 �
�
� � � Sn

entonces cualquier elemento del subgrupo generado por ellos y
la operación multiplicación de matrices, es elemento de simetrı́a
del citado volumen.

La demostración de este teorema es evidente. Este teorema se utiliza para
construir un conjunto mayor de simetrı́as que las estrictamente proporcionadas
por el usuario. Por ejemplo, los virus de simetrı́a icosaédrica (ver figura 3.11)
poseen 15 ejes de rotación de orden 2, 10 ejes de rotación de orden 3 y 6 ejes de
rotación de orden 5. Por lo tanto, para cada vista obtenida en el microscopio pre-
sentan otras 59 vistas equivalentes. Cuando el virus es colocado en una posición
tal que los tres ejes coordenados

�
x,
�
y y
�
z coinciden con respectivos ejes de rotación

de orden 2, se puede generar el subgrupo de simetrı́a con tan sólo tres elementos
de simetrı́a, a saber, un eje de rotación de orden 2 alrededor del eje � 0 � 0 � 1 � , un eje
de rotación de orden 5 alrededor del eje � cos � 31 � 717474 � ��� sen � 31 � 717474 � ��� 0 � y
un eje de rotación de orden 3 alrededor de � cos � 20 � 905157 � ��� sen � 20 � 905157 � ��� 0 � .

Figura 3.11: Ejemplos de diversos tipos de estructuras de virus icosaédricos.
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Cálculo de proyecciones equivalentes

Tal y como se demostró en la sección 2.1.2, la dirección de proyección deter-
minada por tres ángulos de Euler � φ � θ � ψ � especifica una base del espacio � 3 en
el que el plano de proyección se encuentra definido por los ejes �

�
ex y �

�
ey , mien-

tras que la dirección de proyección viene determinada por �

�
ez
� �ω. La matriz de

cambio de base está recogida por E �ω 	 ψ (ver sección 2.1.2)
Si la proyección del volumen f � r � viene dada por

p �ω 	 ψ � s � � � ∞
 ∞
f � Et�

ω 	 ψ 
 � � s � x � � s � y � l � t � dl

entonces la existencia de simetrı́a puntual implica otra proyección equivalente
en la dirección determinada por

p �ω 	 ψ � s � � � ∞
 ∞ f � Et�
ω 	 ψ 
 � � s � x � � s � y � l � t � dl� � ∞
 ∞ f � S 
 Et�

ω 	 ψ 
 � � s � x � � s � y � l � t � dl� � ∞
 ∞ f � Et
�
ω

� 	 ψ � 
 � � s � x � � s � y � l � t � dl� p 
�
ω

� 	 ψ � � s �
donde Et
�

ω
� 	 ψ �

� S 
 Et�
ω 	 ψ y, por tanto,

E 
�
ω

� 	 ψ �
� E �ω 	 ψ 
 St

Este razonamiento es correcto. Sin embargo debe notarse que la nueva base
para la que E 
�

ω
� 	 ψ � es la matriz de cambio no tiene por qué cumplir las ecuaciones

dadas por 3.1, las cuales son fundamentales para que se trate de una verdadera
matriz de Euler. En concreto, la matriz resultante es una matriz de Euler para
las rotaciones y las reflexiones respecto al origen, y no lo es para las reflexiones
respecto a un plano o una recta. La razón es que en estos dos últimos casos 1 ó 2
vectores base han cambiado su orientación relativa al resto. Para conseguir que la
matriz resultante vuelva a ser una matriz de Euler basta con cambiar de signo la
orientación de los vectores que ya habı́an cambiado su orientación. La dirección
de proyección no varı́a y el ángulo ψ

�
sı́ que se ve afectado positivamente, es

decir, ajustando perfectamente la proyección original que de otro modo tan sólo
consigue una versión especular. De este modo la nueva matriz de Euler queda
definida por
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Tipo de simetrı́a L

Rotación respecto a un eje
Reflexión respecto al origen
Rotación y reflexión respecto al origen

�� 1 0 0
0 1 0
0 0 1

��
Reflexión respecto a un plano
Rotación y reflexión respecto a un plano

�� 1 0 0
0 1 0
0 0 � 1

��
Reflexión respecto a un eje
Rotación y reflexión respecto a un eje

�� � 1 0 0
0 � 1 0
0 0 1

��
Cuadro 3.2: Matrices de simetrı́a puntual

E 
�
ω

� 	 ψ �
� L 
 E �ω 	 ψ 
 St (3.2)

donde la matriz L viene dada en la tabla 3.2. Con esta nueva matriz los ele-
mentos de simetrı́a puntual se caracterizan por el par � L � S � � � 2

3x3 y la opera-
ción multiplicación para la generación del subgrupo de simetrı́a se define como
� L1 � S1 � 
 � L2 � S2 � � � L1 
 L2 � S1 
 S2 � .

Por último, utilizando los algoritmos proporcionados en 2.1.2 pueden recupe-
rarse los ángulos de Euler asociados a la nueva proyección.

Simetrı́as con desplazamiento

En el caso particular de que la proteı́na a reconstruir adopte una estructura re-
gular en el espacio formando un cristal (ver capı́tulo 4) pueden aparecer simetrı́as
asociadas no sólo a la propia simetrı́a puntual de la macromolécula en cuestión
sino a la especial disposición espacial adquirida. En este sentido se dice que la
celda unidad a su vez también presenta una simetrı́a la cual está restringida a
unas pocas posibilidades llamadas grupos de Bravais [3]. Estas restricciones están
relacionadas con el hecho de que la celda unidad debe encajar con celdas unidad
adyacentes para recubrir completamente el espacio. Los elementos de simetrı́a
en cristalografı́a pueden recibir el mismo tratamiento que la simetrı́a puntual. No
obstante, en cristalografı́a se presenta un tipo especial de simetrı́a sobre el cristal
como conjunto, f̃ � r � (ver ecuación 4.1), cuando f̃ � r � � f̃ � S � r � r0 � � . Desarrollan-
do del mismo modo que para la simetrı́a puntual se llega a que
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p �ω 	 ψ � s � � � ∞
 ∞ f � Et�
ω 	 ψ 
 � � s � x � � s � y � l � t � dl� � ∞
 ∞ f � S � 
 Et�

ω 	 ψ 
 � � s � x � � s � y � l � t
� r0 � � dl� � ∞
 ∞ f � S 
 Et�

ω 	 ψ 
 � � s � x � � s0 � x � � s � y � � s0 � y � l � t � dl� p 
�
ω

� 	 ψ � � s � s0 �

donde la dirección
�

�
ω

� � ψ �
se sigue calculando a través de la matriz de Eu-

ler de la ecuación 3.2 y s0
� � 1 0 0

0 1 0 � 
 E �ω 	 ψ 
 r0. Es decir, las simetrı́as con

desplazamiento siguen las pautas de las simetrı́as puntuales pero añaden a la ca-
racterización un vector bidimensional de desplazamiento � L � S � s0 � .

3.5. Ecuaciones a nivel volumétrico

En el capı́tulo 2 hemos visto cómo las proyecciones de un volumen se tra-
ducen en un sistema de ecuaciones que debe cumplir la expansión en serie del
mismo. ART no es sino un método para resolver dicho sistema. Sin embargo, las
proyecciones del volumen no constituyen el único conjunto de restricciones im-
ponibles a su expansión en serie, puesto que existe otro conjunto de ecuaciones
que este volumen debe cumplir para poder representar fielmente a una verdadera
macromolécula. Estas nuevas condiciones hacen referencia a la positividad de la
densidad molecular, al volumen ocupado por la proteı́na o su región de soporte.
Son éstas restricciones con una fuerte carga de información a priori, y pueden
suponer importantes mejoras de la reconstrucción, como se verá en el capı́tulo 5
de aplicaciones. A lo largo de esta sección se expondrán en primer lugar los fun-
damentos conceptuales para el planteamiento de dichos sistemas de ecuaciones
adicionales, junto con un algoritmo de resolución, para luego pasar a distintos
tipos de restricciones abordables con esta nueva herramienta.

3.5.1. Planteamiento de las ecuaciones volumétricas

Todas estas nuevas restricciones se basan en un conjunto de ecuaciones que
se definen en el espacio de reconstrucción muestreado en vóxeles. Dado que el
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muestreo utilizado en esta tesis se realiza con blobs, deberemos traducir dicho
conjunto de ecuaciones en vóxeles a otro conjunto de ecuaciones expresadas en el
espacio de los blobs.

Sea el volumen f � r � el volumen a reconstruir y

f̂b � r � � ∑ � i 	 j 	 k 	 
 Gb
xb 	 � i 	 j 	 k 	 b � r � rGb � � i � j � k �

�
f̂v � r � � ∑ � i 	 j 	 k 	�
 Gv

xv	 � i 	 j 	 k 	 v � r � rGv � � i � j � k �
�

dos expansiones en serie de dicho volumen (ver sección 2.2) una en blobs,
f̂b � r � , y otra en vóxeles, f̂v � r � . Si sobre una cierta región Z � � 3 conocemos el
valor de los coeficientes de la expansión en vóxeles entonces se puede plantear el
sistema de ecuaciones

∑ � i � 	 j
� 	 k � 	�
 Gb

xb 	 � i � 	 j
� 	 k � 	 b � r � rGb � � i � � j � � k � �

� � xv 	 � i 	 j 	 k 	 v � r � rGv � � i � j � k �
�

� � i � j � k � � Gv

�
rGv� � i � j � k � � Z (3.3)

Estas ecuaciones vienen representadas gráficamente en la figura 3.12, a par-
tir del plano representado los vóxeles tienen valor conocido y los blobs deben
adecuar su intensidad de tal forma que el resultado final adopte en Z los valores
predeterminados.

Este sistema de ecuaciones puede resolverse por medio de ART (ver sección
2.3.2) donde los coeficientes ai j representan el valor del blob j sobre el voxel i. El
operador hacia adelante será aquel que realiza el paso de blobs a vóxeles evaluado
únicamente en aquellos puntos pertenecientes a Z, ver sección 2.3.3.

3.5.2. Imposición de restricciones de positividad

La función reconstruida, f � r � , corresponde a una estimación volumétrica de
la distribución espacial del potencial electrostático, el cuál a su vez se encuentra
directamente relacionado con la densidad de masa de la partı́cula bajo estudio.
Es decir, de cierta manera implı́cita el valor f � r � se encuentra ı́ntimamente rela-
cionado con la distribución espacial de masa. Por consiguiente, al ser la masa una
magnitud positiva, la siguiente inecuación es inmediata

f � r � �
0

�
r � � 3 (3.4)
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3.5. ECUACIONES A NIVEL VOLUMÉTRICO 79

Figura 3.12: Representación esquemática de las ecuaciones de volumen junto con
las ecuaciones de proyección.

Ésta supone una fuerte restricción sobre el conjunto de las soluciones al sis-
tema de ecuaciones de proyección, pero para poder añadir esta información a
priori al sistema debemos asegurarnos de que todos los pasos del proceso de
reconstrucción han sido consecuentes con la propiedad fı́sica de positividad de
la masa, siendo especialmente importante el proceso de normalización asociado.
Este punto nos lleva a considerar de nuevo la normalización de las imágenes que
ya se vió en el apartado 3.3.

Si la función tridimensional es positiva, entonces sus proyecciones sin ruido
tienen una media positiva. Ası́ mismo, al añadir ruido de media cero, la media del
conjunto sigue siendo positiva (aunque no ası́ los pı́xeles individuales que pueden
resultar negativos por efecto del ruido). Es decir, si la función a reconstruir debe
ser positiva en todo punto debemos excluir las normalizaciones A y B expuestas
en el apartado 3.3. quedándonos como única candidata la C, ya que D quedaba
excluida por motivos de estabilidad de la solución. La normalización tipo C deja
la media del fondo a 0 lo cual es compatible con el hecho de que la media del
ruido es nula. De este modo, hemos comprobado que una normalización tipo C
permite imponer restricciones de positividad sobre el volumen.

Dichas restricciones se impondrán por medio del sistema de ecuaciones defi-
nido por 3.3, a saber:

xv	 � i 	 j 	 k 	 � 0
� � i � j � k � �

rGv � � i � j � k � � Z � � rGv � � i � j � k � : f̂b � rGv � � i � j � k � � � 0 � (3.5)



80
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En la práctica se puede entender la positividad como la puesta a cero de aque-
llos vóxeles que en un momento dado del proceso de reconstrucción tienen un
valor negativo. La mayor dificultad viene del hecho de que la reconstrucción se
realiza en blobs y no en vóxeles por lo que se utiliza el sistema de ecuaciones de
volumen como método de pasar a blobs la propiedad requerida a los vóxeles.

3.5.3. Imposición de restricciones de volumen

Habitualmente es fácil conocer aproximadamente el volumen ocupado por la
macromolécula bajo estudio, bien porque se conozca con exactitud su peso mole-
cular bien porque posea una secuencia peptı́dica identificada. Este segundo caso
se puede reducir al primero realizando una estimación del peso medio de cada
aminoácido ( � 110 � Da

�
aa � ) [116]. Conocida la masa de la proteı́na se puede cal-

cular su volumen por medio de la densidad media estimada para proteı́nas cuyo
valor es � 1 � 33 � gr

�
cm3 ��� � 1 � 207 � Å3 �

Da � [116]. De este modo hemos calcu-
lado el volumen del espécimen bajo estudio en Å3, para pasarlo a vóxeles nece-
sitamos conocer el periodo de muestreo, Tm � Å

�
pixel � , de las imágenes supuesto

el mismo en todas las micrografı́as. Esta última asunción es de particular impor-
tancia puesto que la magnificación de las imágenes en el microscopio electrónico
está directamente relacionada con el desenfoque por lo que imágenes con dife-
rentes desenfoques pueden tener diferentes magnificaciones y habrá que prestar
especial atención al hecho de no mezclar imágenes con distintas escalas espa-
ciales.

De estas forma, una molécula de masa M o con AA aminoácidos ocupará un
volumen en vóxeles, V , dado por

V � AA 
 110 
 1 	 207
T 3

m

V � M 
 1 	 207
T 3

m

Asumiendo un 20 % máximo de error en la determinación del periodo de
muestreo, nuestro volumen real se encontrará entre � 1

1 	 23 V � 1
0 	 83 V � � � 0 � 58V � 1 � 95V � ,

es decir, debemos emplear un factor de seguridad cercano a 2 en nuestra esti-
mación del volumen total como información a priori al algoritmo de reconstruc-
ción. A pesar de esta sobrevaloración del volumen la información aportada para
la reconstrucción es muy valiosa y restringe fuertemente el conjunto de posibles
soluciones.
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La forma de introducir esta nueva información en el proceso de reconstrucción
será otra vez a través de las ecuaciones a nivel de volumen que son

xv 	 � i 	 j 	 k 	 � 0
� � i � j � k � �

rGv � � i � j � k � � Z � � rGv � � i � j � k � : f̂b � rGv � � i � j � k � � � zth � (3.6)

donde zth es un valor tal que #
�
� i � j � k � �

f̂b � rGv � � i � j � k � �
�

zth � � V .

A nivel práctico se resume a decir que a la hora de aplicar esta restricción se
ponen a 0 todos los vóxeles salvo los que tengan los V valores más altos.

3.5.4. Imposición de restricciones de superficie

Este tercer tipo de información a priori aporta información sobre la región
de soporte de la función a reconstruir desde el punto de vista de la superficie.
En otras palabras, introduce el conocimiento biológico sobre la superficie de la
macromolécula a reconstruir. Esta información puede ser obtenida por medio de
otros tipos de técnicas de adquisición experimental de datos, como puede ser la
microscopı́a de fuerzas atómicas (Atomic Force Microscopy, AFM [38]) o el som-
breado metálico (metal shadowing [134, 135]) realizado dentro del microscopio
electrónico de transmisión o bien a través de operaciones puramente de procesado
de señal como puede ser la umbralización y posterior dilatación de la superficie
obtenida [124, Cap. 15]. En cualquiera de los dos casos se proporciona informa-
ción extra al algoritmo de reconstrucción, tanto más útil cuanto más precisa sea
esta información o cuanto más escasa sea la información procedente únicamente
de las ecuaciones de proyección.

En la sección 2.1.3 se mostró cómo las diferentes proyecciones van rellenando
el espacio de la transformada de Fourier correspondiente al volumen a reconstruir.
Según la naturaleza de la distribución angular con la que se trabaje puede ser que
se pierda alguna región relativamente extensa de la transformada de Fourier del
objeto. Esta situación puede ser modelada desde el punto de vista de señal como
un enventanado en el espacio de Fourier por una función tal que tan sólo deja pasar
aquellas frecuencias del objeto que se encuentren presentes en las transformadas
de Fourier bidimensionales de alguna de las proyecciones

f̂ � R � � f � R � 
 Wdistribución � R �
La imposición de una restricción de superficie equivale al enventanado en el

espacio real de la función solución lo que se traduce en el espacio de Fourier como
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3.5. ECUACIONES A NIVEL VOLUMÉTRICO

f̂
� � R � � � f � R � 
 Wdistribución � R � ��� Wsuper f icie � R �

donde � representa al operador convolución. Es decir, la superficie, o mejor di-
cho su interior, añadirá información nueva en aquellas zonas en las que Wdistribución
la habı́a eliminado. Si la mayor parte de la información de la superficie cubre una
zona del espacio de Fourier ya conocida, entonces la mejora no será significativa.
En particular, en los casos en que la falta de información en el espacio de Fourier
se localiza en una región cónica o en forma de cuña, la superficie que más in-
formación proporciona es la que es ”perpendicular” a la dirección principal del
eje de dicho cono o cuña. La figura 3.13 muestra una superficie simulada para un
phantom de bacteriorodopsina [58], esta superficie da una información máxima
cuando el cono o cuña perdida se encuentra a lo largo del eje vertical

Figura 3.13: Ejemplo de superficie simulando los resultados de un microscopio de
fuerzas atómicas (AFM) estudiando la bacteriorodopsina.

Es sencillo determinar el conjunto de restricciones a aplicar durante la recon-
strucción cuando trabajamos en una representación discreta en la que las funciones
base son vóxeles, puesto que de lo que se trata es de llevar a 0 todos aquellos vóxe-
les que caigan en el exterior de la superficie

xv	 � i 	 j 	 k 	 � 0
� � i � j � k � �

rGv� � i � j � k � � Z � � rGv � � i � j � k � : Gv	 � i 	 j 	 k 	 �� Wsuper f icie � r � �
(3.7)
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En este punto se debe plantear la cuestión de cómo de ajustada debe encon-
trarse la superficie para proporcionar una información óptima. Por un lado parece
obvio que una restricción demasiado alejada del borde real no añadirá ninguna
información, por otro en principio se desconoce si existe algún lı́mite para acercar
la superficie al volumen dado el carácter discreto de éste. Un estudio detallado
sobre este punto se realiza en la sección 5.4.

Ahora es el momento de plantearnos la obtención de las superficies y su colo-
cación correcta en el volumen. Como se comentó al comienzo de este apartado
dichas superficies pueden provenir o de técnicas fı́sicas adicionales o de técnicas,
generalmente no lineales, de procesado de señal. Abordaremos en los siguientes
apartados ambas posibilidades.

Superficies de origen fı́sico

La información a priori suministrada al algoritmo de reconstrucción provienen
de alguna otra técnica de microscopı́a, como por ejemplo la microscopı́a de fuerzas
atómicas o el sombreado metálico. Independientemente de cuál sea su origen nos
encontramos con una superficie que por regla general no coincide ni en posi-
ción, orientación, escala y periodo de muestreo con el volumen al que se pretende
aplicar. Por este motivo, debe diseñarse un mecanismo de alineamiento, escalado
y registro de la superficie con el volumen, como se muestra en la figura 3.14. El
propuesto en esta tesis se basa en la optimización de algún funcional que refleja el
desalineamiento existente entre la superficie y el volumen. Tres funciones distintas
han sido estudiadas: una de ellas propuesta anteriormente por la literatura, como
es la correlación bidimensional, y las otras dos de nueva creación, correlación
tridimensional y ajuste de gradientes.

Dada una superficie S � s � , un volumen V � r � y un conjunto de parámetros θ �
� φ � sx � sy � ax � ay � zmin � zmax � se define la transformación de ajuste como la rotación
por φ, desplazamiento por sx y sy, cambio de muestreo por ax y ay y de altura hasta
situarse entre zmin y zmax de la superficie con respecto al volumen. Los parámetros
de cambio de periodo de muestreo, rotación y traslación son recogidos por una
única matriz de transformación afı́n Aθ. De esta forma pueden calcularse el alzado
de la superficie y la proyección del volumen en la zona de interés determinada por
θ.
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Figura 3.14: Ejemplo de ajuste de una superficie tipo AFM al volumen de la bac-
teriorodopsina.

Sescalada � s � � zmin � zmax 
 zmin
Smax 
 Smin

� S � s � � Smin �

VS � r � � �� �
1 � r � z � Sescalada

� A

 1
θ
� � r � x
� r � y � �

0 resto

SV � s � � ∑zmax
z � zmin

V � � A 
 1
θ s z

� t �
La función de ajuste a optimizar puede ser:

1. Maximizar la correlación bidimensional entre SV y Sescalada, como se pro-
pone en [34]

2. Maximizar la correlación tridimensional entre V y VS

3. Maximizar la suma de los productos escalares de los gradientes a V y VS

evaluados en cada punto de la superficie.

Las caracterı́sticas de aplicación a datos concretos de los tres métodos será ob-
jeto de estudio de la sección 5.4.



CAPÍTULO 3. MEJORAS AL PROCESO DE RECONSTRUCCIÓN
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Superficies de origen algorı́tmico

Este otro tipo de superficies es bastante más sencillo de generar puesto que se
basan en la introducción de operadores no lineales que reflejan el conocimiento
del usuario sobre la superficie del volumen reconstruido. La secuencia de opera-
ciones propuesta en esta tesis comprende operaciones de enventanado en el es-
pacio real, umbralización y cierre morfológico [124, Cap. 15] hasta conseguir un
objeto compacto que englobe al 100 % de la masa [47]. Posteriormente se dila-
ta morfológicamente una o dos veces dicha superficie. La superficie dos veces
dilatada no aporta tanta información como la que se ajustase perfectamente al vo-
lumen, pero se debe respetar un cierto margen de seguridad por el hecho de que el
verdadero volumen a reconstruir es desconocido.

3.5.5. Solución inicial

El algoritmo de reconstrucción ART, como cualquier otro algoritmo iterativo,
tiene una fuerte dependencia con la solución inicial proporcionada. En la sección
2.3.2 se indicó que ART tiende a minimizar un funcional en el que está impli-
cada la distancia euclı́dea del vector solución al sistema con la solución inicial.
Habitualmente se ha tomado x

�
0 	 � 0 con una doble intención: primero, indicar al

algoritmo nuestro desconocimiento sobre la solución y segundo, escoger la solu-
ción con menor varianza de todas esperando recoger ası́ la menor cantidad de
ruido posible.

No obstante, en un paso avanzado de la reconstrucción sı́ que podemos propor-
cionar al algoritmo parte de información vı́a solución inicial. Es decir, se pueden
aplicar técnicas de procesamiento de imágenes a una reconstrucción dada de for-
ma que incorporemos información a priori e iniciar el siguiente paso de recons-
trucción a partir del volumen modificado.

Normalmente las condiciones a priori podrán ser aplicadas sobre un volumen
descrito en vóxeles mientras que la entrada al algoritmo de reconstrucción debe
estar expresada en blobs. En este sentido resulta de utilidad resolver el conjunto de
ecuaciones especificado en 3.3. De este modo vemos que la definición de dicho
sistema también puede ayudar en una tarea en principio distinta de para la que
fueron diseñadas.
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3.6. Corrección de la función de transferencia del
microscopio

El microscopio electrónico, como todo instrumento de adquisición de imáge-
nes, introduce una distorsión en las proyecciones obtenidas. Es posible modelar
dicha modificación bajo la suposición de que la dispersión inelástica de electrones
es despreciable frente a la elástica. De esta forma, y dentro del marco de la teorı́a
de sistemas lineales, se puede modelar el comportamiento del microscopio como
una función de transferencia cuya expresión es conocida.

En este contexto, la corrección de la función de transferencia del microscopio
será realizada en dos etapas: primero, se determinará cuál es dicha función y,
segundo, se reducirá su efecto sobre las imágenes por medio de la técnica conocida
como refinamiento iterativo de datos.

3.6.1. Identificación de la función de transferencia

Para poder corregir el efecto de la función de transferencia, conocida en mi-
croscopı́a electrónica como función de transferencia de contraste o CTF (Contrast
Transfer Function), debemos primero conocer cuál es dicha función de transferen-
cia. En este apartado estudiaremos cómo la CTF está relacionada con la densidad
espectral de potencia de la micrografı́a, cómo estimar esta última y a partir de ella
determinar la función de transferencia correcta.

Fundamentos fı́sicos de la formación de imagen en MET

El modelo fı́sico de formación de la imagen se basa en dos hipótesis fun-
damentales: la primera es que la interacción de los electrones con el espécimen
en el interior del microscopio es básicamente elástica, despreciando los efectos
de pérdida de energı́a; la segunda es que dicha interacción es débil (Weak Phase
Object) o lo que es lo mismo que cada electrón sufre una o ninguna interacción
con su entorno a lo largo de su viaje. Esta segunda suposición permite un de-
sarrollo matemático del modelo manejable. Sin embargo, a baja frecuencia no
se cumplen sendas condiciones por lo que el modelo fı́sico es incapaz de repre-
sentar fielmente los procesos que allı́ ocurren. Los fundamentos de la teorı́a de
formación de imagen en microscopı́a electrónica son ampliamente estudiados en
[86, 46, 154, 142, 153, 143, 161, 163, 160, 47]

En una micrografı́a realizada con el microscopio electrónico de transmisión,
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parte de la información contenida en un punto de la imagen es debida a la dife-
rencia de fase entre los distintos electrones que alcanzan dicho punto en el plano
de formación de la imagen y otra parte se debe a la diferencia en el número de
electrones recogidos en regiones contiguas de la micrografı́a. El primero de los
efectos da lugar al llamado contraste de fase mientras que el segundo al contraste
de amplitud.

El contraste de amplitud es complejo de modelar puesto que depende de la
deflexión sufrida por los electrones y de los choques inelásticos con las partı́culas
a su paso. La tendencia actual es la de minimizar su efecto sobre las imágenes
obtenidas por medio de filtros fı́sicos que discriminan las partı́culas en función de
su energı́a [131, 83, 162, 129].

En este momento focalizaremos nuestra atención sobre el contraste de fase,
efecto al que se debe la mayor parte de la información útil de una micrografı́a.

Bajo las suposiciones de interacción débil y elástica, el microscopio elec-
trónico de transmisión puede ser modelado por medio de la teorı́a de sistemas
lineales. De este modo, el comportamiento del microscopio como instrumento que
impone una deformación en la imagen queda reducido al conocimiento de una res-
puesta al impulso (conocida en el campo como Point Spread Function, PSF) o su
equivalente en el espacio de Fourier, la función de transferencia (también llamada
Contrast Transfer Function, CTF).

Contraste de fase

En este apartado se presenta un modelo matemático de formación de la imagen
dentro del microscopio y se señalan cuáles son las variables que influyen en su
degradación. Para la demostración de cada uno de los resultados nos referimos a
la bibliografı́a indicada.

Los electrones que viajan por el interior del tubo del microscopio son consi-
derados en su calidad de onda, cuya velocidad y longitud de onda vienen deter-
minadas por su energı́a, que a su vez es producida por la diferencia de potencial
aplicada entre el ánodo y el cátodo del microscopio. A lo largo de su trayectoria,
los electrones son ”enfocados” por medio de una lente electromagnética (ver figu-
ra 1.2). En realidad, la lente no es otra cosa que una bobina que genera un campo
magnético que modifica la trayectoria del haz de electrones concentrándolo en un
único punto o foco. Dependiendo de que el plano de formación de la imagen se
encuentre por encima o por debajo del plano focal se habla de imágenes sobre
foco o subenfocadas, respectivamente, y la distancia entre ellos se denomina de-
senfoque (∆ f , por convención, un desenfoque negativo corresponde a una imagen
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subenfocada).
Si un electrón está sometido a una diferencia de potencial U adquiere una

velocidad v tal que 1
2mev2 � qeU , donde me y qe son la masa y la carga del electrón.

Según la mecánica relativista, la longitud de onda asociada a una partı́cula con esa
velocidad es λ � h

�
mv, donde h es la constante de Planck.

Se demuestra [47, 163] que en estas condiciones un electrón que viaja en la
dirección u llega al plano de imagen con una variación de fase χ � u � � π∆ f λ u  2.
De esta forma, la onda que se propaga en la dirección u puede expresarse en el
plano de imagen por medio de la función ψim � u � � eiχ

�
u 	 ψi � u � siendo ψi la onda

de entrada.
En el plano de formación de imagen, en cada punto r se produce la combi-

nación de las ondas asociadas a todos los electrones incidentes

Ψim � r � � ∑
u

ψim � u � e 
 2πi
�
u 
 r 	

de la que tan sólo se puede registrar su intensidad I � r � � Ψim � r �  2. Tomando la
transformada de Fourier de la imagen recién calculada llegamos a

I � R � � F T
�
I � r � � � Ψim � R � � Ψ �im � R �

Desarrollando la convolución y bajo la condición de interacción débil, según la
cual la onda no dispersada, Ψ � 0 � , es mucho mayor que las dispersadas, Ψ � u � ,
podemos despreciar todos aquellos términos que no dependan de la onda no dis-
persada, con lo cual tenemos la primera aproximación de la transformada de
Fourier de la imagen obtenida como combinación lineal de las funciones de onda
asociadas a los electrones

I � R � � Ψ �im � 0 � Ψim � R � � Ψim � 0 � Ψ �im � � R �
Haciendo consideraciones fı́sicas sobre la naturaleza de onda del electrón y

su relación con el espécimen en estudio, y suponiendo que para una muestra sufi-
cientemente delgada se puede asumir que Ψim � 0 � � 1 � Ψ �im � 0 � y que el número
de electrones que sufren 3 o más dispersiones a lo largo de su trayectoria es des-
preciable, se puede llegar a la siguiente expresión

I � R � � � sin � χ � R � � � Q0cos � χ � R � � � F � R �
donde Q0 refleja de alguna forma la fracción de electrones que sufren dos

dispersiones frente a los que tan sólo se dispersan una vez [163] y que según es-
tudios [142, 143], para las muestras habitualmente utilizadas en el procesamiento
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de partı́culas individuales, adquiere un valor entre 0.19 y 0.35 en el caso de tin-
ción negativa [47, Cap. 2.II] y en torno a 0.07 para criomicroscopı́a [143]. Aunque
debemos ser conscientes que dicho valor depende del tipo de material que se in-
troduzca en el microscopio.

De este modo, hemos llegado a la expresión más simple de la función de trans-
ferencia del microscopio electrónico

CT F � R � � sin � χ � R � � � Q0cos � χ � R � � (3.8)

La figura 3.15 muestra el perfil radial de una función de transferencia como la
prescrita por la fórmula anterior. Son de destacar diferentes aspectos: primero, las
muy bajas frecuencias son prácticamente eliminadas, esto implica que se perderán
los valores absolutos de las imágenes; segundo, en los cruces por cero se pierde
absolutamente toda la información a dicha frecuencia; tercero, la modulación no
es uniforme a lo largo de todo el espectro ya que encontramos zonas de fuerte
atenuación frente a otras que mantienen toda su amplitud; y cuarto, la inversión
de signo de la propia CTF invierte el sentido de la fase de la señal a diferentes
frecuencias. Esto implica que a determinadas frecuencias la proteı́na se proyecta
como un valor claro sobre fondo oscuro, y a otras como un valor oscuro sobre
fondo claro.

Figura 3.15: Corte radial de una función de transferencia de MET ideal con tensión
100kV, 5.6mm de aberración esférica y -15000Å de desenfoque.

Por otro lado, recordemos que, aparte de las simplificaciones debidas a la in-
teracción débil de los electrones con la muestra y al pequeño espesor de la misma,
el microscopio ha sido modelado como un instrumento ideal. Sin embargo, el mi-
croscopio electrónico, lejos de ser un instrumento ideal, introduce numerosas li-
mitaciones a la máxima frecuencia alcanzable ası́ como modulaciones adicionales
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que suelen ser modeladas como una envolvente que acompaña a cada una de las
funciones de onda particulares de cada electrón ψim � R � � E � R � eiχ

�
R 	 ψi � R � . A

continuación se estudian los efectos de las diferentes limitaciones:

Aberración esférica: Ésta se produce por los distintos desenfoques que
presenta una lente (ya sea magnética u óptica) en función de la distancia
al centro de la misma con que los diferentes rayos incidentes la atraviesan.
Valores tı́picos para este parámetro, Cs, se encuentran entre 1 y 5 mm. Su
efecto se modela como la inclusión de un término adicional en la función
de modulación

χ � R � � π∆ f λ R  2 � πCsλ3 R  4
2

Aberración cromática: Se debe a las diferencias de velocidad entre los
electrones por pequeñas inestabilidades en la tensión aplicada. Razonable-
mente Ca puede tomar valores comprendidos entre 1 y 5 mm. Su efecto se
distribuye en dos envolventes diferentes que se consideran a continuación:
envolvente de coherencia temporal y de estabilidad de la lente.

Coherencia temporal: Esta caracterı́stica mide la dispersión de la ener-
gı́a de los electrones emitidos, ∆U , normalmente por debajo de los 2 eV. Se
modela como una envolvente de expresión

Etemporal � R � � e

 � 1

4 πCaλ ∆U
U � 2 �

R
� 4

log � 2 �

Este efecto es equivalente a la dispersión de los valores de desenfoque en
torno a un valor nominal. El ancho para el que la dispersión es la mitad
(halfwidth), suponiendo que siguiese una gaussiana toma el valor

∆∆ f � 1�
8log � 2 � Ca

� ∆U
U �

Estabilidad de la lente: Otro aspecto a considerar es la estabilidad de la
corriente en el bobinado de la lente. Su inestabilidad provoca la rotación del
plano de imagen. Se admiten variaciones máximas de hasta 10ppm (∆I

�
I).

Su efecto es el mismo que aumentar el parámetro de estabilidad de la ener-
gı́a de los electrones emitidos, ∆U

U , con un término aditivo de valor 2 � ∆I
�
I �

en la fórmula de la envolvente de coherencia temporal expuesta con ante-
rioridad.
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Apertura angular de la lente: Este valor representa la variación del pa-
ralaje del haz electrónico con respecto a la vertical. Es un factor claramente
limitante de la resolución a alcanzar con el microscopio. Suele representarse
por el semiángulo de apertura, α, valor que debe encontrarse por debajo de
1 mrad. La envolvente asociada adopta la forma

Eangular � R � � e

 π2α2 � Csλ2 �R � 3 � ∆ f �R � � 2

Desplazamiento mecánico longitudinal: Se trata de un desplazamien-
to perpendicular al plano focal debido a inestabilidades mecánicas. En prin-
cipio los microscopios son sistemas muy estables mecánicamente por lo que
este desplazamiento deberı́a ser bastante pequeño. Si llamamos ∆F a dicho
parámetro, entonces la envolvente correspondiente vale

Elongitudinal � R � � J0 � π∆Fλ R  2 �
donde J0 es la función de Bessel de primera especie y orden 0 [125, Cap.6].

Desplazamiento mecánico transversal: Este desplazamiento, ∆R, se
debe a derivas que sufre la muestra con el tiempo debidas tanto a fenómenos
de desplazamiento fı́sico de la rejilla portamuestra, como a fenómenos elec-
trostáticos que se producen en la superficie de la rejilla. Su efecto sobre la
función de transferencia se modela por

Etransversal � R � � sinc � R  ∆R �

Astigmatismo: El astigmatismo es consecuencia de una focalización asi-
métrica del haz. El efecto es una asimetrı́a en la modulación frecuencial
modelable como un par de desenfoques diferentes, mı́nimo y máximo, ∆ fm

y ∆ fM , formando 90 � entre ellos y el ángulo, θ, entre el eje de mı́nimo de-
senfoque y el eje X del espacio de frecuencias. Debido a este fenómeno se
pasa de una CTF clásica basada en cı́rculos concéntricos a otra con elipses
orientadas concéntricas. A efectos de formulación, el astigmatismo es un
desenfoque direccional

∆ f � R � � sgn � ∆ fM � � � ∆ fmcos ��� R � θ � � 2 � � ∆ fMsen ��� R � θ � � 2
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Diámetro de apertura de la lente: En el interior del microscopio elec-
trónico, debajo del plano focal, se encuentra un diafragma metálico de for-
ma circular y radio RA (llamado apertura de difracción) que excluye a todos
los electrones que caen fuera del mismo. Su efecto sobre la función de trans-
ferencia es un filtrado paso bajo abrupto con frecuencia de corte RA

Eapertura � R � ��� 1 R  � RA 
0 R  � RA 

Para finalizar este apartado, la figura 3.16 nos muestra una función de trans-
ferencia completa con todas las imperfecciones consideradas, ası́ como un corte a
lo largo del eje X de la misma y de la función de transferencia correspondiente a
un instrumento perfecto.

Modelo completo de formación de la imagen

A la vista de los apartados anteriores, y bajo las suposiciones de interacción
débil y elástica, se puede modelar el microscopio electrónico de transmisión como
un sistema lineal, de tal forma que la imagen que se obtiene finalmente es la suma
de la proyección del objeto de interés afectada por la función de transferencia más
ruido afectado y sin afectar por la CTF [47, 92, 93]

Imedida
� CTF � � Iideal � nb � � na

que por teorı́a de sistemas lineales [37] tiene una densidad espectral de potencia

SImedida � R � � CT F � R �  2 � SIideal � R � � Snb � R � � � Sna � R �

Suele ser hipótesis de trabajo habitual que nb es un ruido blanco gaussiano de
potencia σ2

nb
[47, 92, 93], mientras que no existe un modelo bien definido para

na. En esta tesis supondremos que tiene una distribución en frecuencia exponen-
cial negativa aunque dejaremos su forma exacta para el momento del ajuste de la
función de transferencia.

El espectro del espécimen bajo estudio es desconocido en principio, y tenien-
do en cuenta su pequeño tamaño en relación a la totalidad de la micrografı́a y
de la baja relación señal a ruido existente (valores habituales inferiores a 0.33),
podemos aproximar la densidad espectral de la micrografı́a por

SImedida � R � � CT F � R �  2 σ2
nb
� Sna � R � (3.9)
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Figura 3.16: Arriba: CTF tı́pica en la que se han considerado todas las limitacio-
nes del microscopio descritas anteriormente. Abajo: Corte a lo largo del eje Rx de
la función de transferencia mostrada arriba y de la misma función sin imperfec-
ciones.
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Éste será el modelo que utilicemos para determinar la CTF a partir del espectro
de la micrografı́a en los apartados siguientes. Sin embargo, antes de pasar adelante
debemos puntualizar que la función de transferencia puede no ser única para toda
la micrografı́a sino que depende fuertemente del desenfoque y éste a su vez de
la altura existente entre el espécimen y el plano de formación de imagen por lo
que en imágenes en las que se haya utilizado un ángulo de inclinación no nulo
se dará el caso de variaciones en el desenfoque de partı́culas según su posición
dentro de la muestra.

La solución a este problema consiste en subdividir la micrografı́a en distin-
tas regiones dentro de las cuales se pueda despreciar el efecto de la variación de
desenfoque. Cada una de dichas regiones serı́a sometida a una estimación de CTF.

Estimación clásica de la densidad espectral de potencia

Es evidente que el estimador de la densidad espectral de potencia más sencillo
es el periodograma, que para una imagen I � x � y � de tamaño Nx � Ny se define como
[37, 43]

ŜPER
I � R � � 1

NxNy  I � R �  2
Sus propiedades como estadı́stico son [37, 43, 69]

E � ŜPER
I � R � � � SI � R �

Var � ŜPER
I � R � � � S2

I � R �
Sin embargo, como se puede comprobar, tiene el inconveniente de que posee

una gran varianza (ver fig 3.17), por lo que el ajuste de cualquier curva a esta
estimación se hace poco menos que imposible.

Existen diversas formas de suavizar el periodograma, entre ellas el promediado
de periodogramas [37, 89, 79]. La idea es la de estimar los distintos periodogramas
de K subáreas de la imagen original, asumiendo que son todos realizaciones de
una misma variable aleatoria, por lo que su media debe encontrarse más cercana
al verdadero valor.

ŜAVPER
I � R � � 1

K

K

∑
k � 1

ŜPER
Ik
� R �

E
�

ŜAVPER
I � R � � � SI � R �
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Var
�

ŜAVPER
I � R � � � 1

K
Var � ŜPER

I � R � �

La figura 3.18 muestra el promediado de periodogramas asociado a la misma
micrografı́a que la mostrada en la figura 3.17. Aunque el resultado es notoria-
mente superior, aun nos encontramos con un nivel de ruido suficiente que difi-
culta el ajuste de una función de transferencia basada en parámetros fı́sicos. Sin
embargo, la mejora obtenida en la varianza del estimador se realiza a costa de una
disminución de la resolución alcanzada en el espacio de Fourier. Por este motivo
se recurre a una técnica más potente de estimación espectral como es el modelado
paramétrico ARMA explicado en el siguiente apartado con el que se consigue un
baja varianza de estimación sin un coste sustancial sobre la resolución para los
tamaños de imágenes manejados en microscopı́a.
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Figura 3.17: Periodograma tı́pico en tinción negativa ası́ como un corte del mismo.
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Figura 3.18: Promediado de periodogramas tı́pico en tinción negativa ası́ como un
corte del mismo.
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CAPÍTULO 3. MEJORAS AL PROCESO DE RECONSTRUCCIÓN
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Estimación paramétrica ARMA de la densidad espectral de potencia

La estimación espectral paramétrica se ha perfilado como una herramienta
muy poderosa frente a la estimación espectral clásica [37, 69, 94, 39] debido a
sus propiedades estadı́sticas y a la relativamente poca información necesaria para
su cálculo. En el grupo de trabajo en el que se ha desarrollado esta tesis se han
realizado comparaciones entre los modelos AR y el promediado de periodogramas
[43] y en este trabajo se ha extendido la aproximación al empleo de modelos
ARMA, ya que se habı́an observado ciertas inestabilidades en el modelo AR puro.
El modelo ARMA considerado en esta tesis se encuentra recogido en [77] aunque
los modelos ARMA y el modelado espectral en general son estudiados en [73, 37,
89, 80, 79, 69, 23].

Sea una imagen I � s � � s � L � � 2 � considerada como un proceso aleatorio bidi-
mensional, estacionario, con función de correlación RI � r � y densidad espectral

SI � z � � ∑
r 
�� 2

RI � r � zr

donde z � e

 2π jR y � zx � zy �

�
rx 	 ry 	 � zrx

x z
ry
y . Asumiendo que la densidad espectral se

puede expresar como el cociente de dos polinomios

SI � z � � ν
B � z �
A � z �

� ν
1 � ∑r 
 NA

arzr

1 � ∑r 
 NB
brzr (3.10)

siendo A y B polinomios centrosimétricos, es decir, ar
� a 
 r y br

� b 
 r, ası́ como
los conjuntos finitos Ni � L (r � Ni � � r � Ni � 0 �� Ni � NA

�
NB
� /0), ν es un factor de

ganancia global. Se demuestra [77] que bajo esta formulación se puede escribir

I � s � � ∑
r 
 NA

arI � s � r � � � νe � s �

donde e � s � es un ruido correlado, de media 0 y densidad espectral Se � z � � A � z � B � z �
(nótese que dicho ruido no puede ser reemplazado por una representación finita de
media móvil excitada por un ruido blanco, como en su análogo unidimensional,
puesto que en general

�
A � z � B � z � no es un polinomio de orden finito).

El algoritmo seguido para el cálculo de cada uno de los coeficientes es el
descrito a continuación:

1. Calcular los coeficientes de correlación necesitados en los sistemas de ecua-
ciones planteados en los pasos 2, 3 y 4.

R̂I � r � � 1
MS � 1 ∑

s
I � s � I � s � r �
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donde s toma todos los valores admisibles para cada r y MS es el número de
dichos valores

2. Resolver en los âr j el siguiente sistema de ecuaciones lineales

R̂I � ti � � ∑r j 
 NA
âr j � R̂I � ti � r j � � R̂I � ti � r j � � �

ti � NA

3. Resolver para ν̂ la ecuación sustituyendo los valores de âr j calculados en el
paso anterior

R̂I � 0 � � 2 ∑
r j 
 NA

âr j � R̂I � r j � � � ν̂

4. Resolver el siguiente sistema de ecuaciones lineales para los b̂si en las que
el resto de las variables son todas conocidas

R̂I � si � � ∑r j 
 NA
âr j � R̂I � si � r j � � R̂I � si � r j � � � ν̂b̂si

�
si � NB

5. Calcular la densidad espectral de potencia de la señal de entrada por medio
de la fórmula 3.10

Es de reseñar que los sistemas de ecuaciones planteados por el modelo AR-
MA se encuentran muy cerca de la singularidad, por lo que deben desecharse
métodos clásicos de resolución de sistemas de ecuaciones para pasar a técnicas
más sofisticadas [125, Cap.2]. En esta tesis se ha empleado SVD (Singular Value
Decomposition, SVD) en la que se aplica un umbral para evitar autovalores de la
matriz de coeficientes demasiado pequeños.

El algoritmo original no define unas regiones NA y NB fijas, sino que tan sólo
impone un conjunto de restricciones que debe cumplir. En el presente trabajo se
han elegido regiones cuadradas de lado p para el soporte AR y de lado q para
el MA, tal y como se muestran en la figura 3.19. La elección de la extensión
adecuada de las distintas regiones de soporte será el objeto del apartado 5.3

Para finalizar, la figura 3.20 muestra una comparación entre las estimaciones
espectrales para el periodograma, promediado de periodogramas y estimación
ARMA. De la gráfica se puede ver que la estimación ARMA ajusta mejor al perio-
dograma aunque con mucha menor variación en cada frecuencia, incluso mucho
menor que la correspondiente al promediado de periodogramas.
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Figura 3.19: Regiones de soporte, NA y NB, para el cálculo del modelo ARMA

Ajuste de un modelo de función de transferencia

Hasta este punto se ha desarrollado una técnica, modelado paramétrico ARMA,
que permite la identificación experimental de la densidad espectral de potencia de
una micrografı́a. Paralelamente se ha planteado un modelo de formación de la
imagen basado en la ecuación 3.9. En este momento se plantea la conveniencia de
utilizar explı́citamente el modelo de formación de imagen propuesto, determinan-
do experimentalmente los valores de aquellos parámetros fı́sicos de tal forma que
se ajuste de la mejor forma posible la densidad espectral de potencia.

En el modelo de la ecuación 3.9 no se especifica cuál debe ser la expresión del
ruido. A falta de un modelo fı́sico adecuado se propone una función que permita
un ajuste de alta calidad. En este sentido se ha empleado

Sna � R � � b � Kge

 � RU � RU0 � 2

2S2
gU


 � RV � RV0 � 2
2S2

gV � Kse

 � � RU

�
SsU

 � � RV

�
SsV (3.11)

donde RU
� RX cos � θa � � RY sen � θa � , RV

�
� RX sen � θa � � RY cos � θa � y θa es

un ángulo tal que permite un ruido de fondo astigmático.
Ası́, pues, se trata de un problema de minimización en 24 parámetros (10 para

el ruido de fondo y 14 para el modelo fı́sico de CTF). A pesar de las restricciones
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Figura 3.20: Comparación tipo entre periodograma, promediado de periodogra-
mas y estimación paramétrica ARMA (arriba) y ampliación de la zona de mayor
interés (abajo).
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que se puedan poner de positividad y realismo fı́sico de los parámetros, el número
de mı́nimos locales de la función es inmenso. Este problema se ve aún más agrava-
do por la no existencia de un único mı́nimo global. Sin embargo, se ha observado
que la aproximación gradual propuesta en esta tesis proporciona niveles de ajuste
suficientemente aceptables. La secuencia de pasos a realizar para la consecución
de un mı́nimo aceptable se describe a continuación:

1. Determinación del ruido de fondo:

a) Determinación del término constante: se calcula como la media de los
valores que se encuentran en las frecuencias más altas

b) Determinación del término dependiente de la raı́z de la frecuencia, eli-
minando ası́ la principal fuente de variación de la función a determinar.
Se realiza este cálculo en tres fases:

1) Ajuste por mı́nimos cuadrados para obtener una solución inicial.

2) Optimización de la norma L1 del error cometido, de este modo se
consigue un mejor ajuste a las zonas más bajas de la curva.

3) Penalización gradual de dicho término, el objetivo es que este tér-
mino conforme el fondo de la gráfica, por lo que debe encontrarse
en todo momento por debajo de la superficie. Para ello se op-
timiza la norma L1 del error penalizando fuertemente aquellas
situaciones en las que el fondo se encuentre por encima de la su-
perficie a modelar. Sin embargo, se ha observado que cambios
bruscos en el factor de penalización provoca inestabilidades en el
proceso por lo que se ha adoptado una estrategia de penalización
gradual según potencias de 2 hasta llegar a la penalización desea-
da.

c) Determinación del término exponencial gaussiano: Sobre el error resi-
dual se ajusta un término gaussiano tal como se expone en la ecuación
3.11. El cálculo vuelve a realizarse en dos etapas:

1) Ajuste por mı́nimos cuadrados: únicamente el término gaussiano
es ajustado.

2) Penalización gradual de todo el fondo: en este punto se optimizan
todos los parámetros que definen el fondo de tal manera que se
construya un soporte adecuado para la estimación del modelo
fı́sico de CTF.
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2. Determinación del modelo fı́sico de CTF: manteniendo fijo el tér-
mino de fondo se busca el mejor modelo fı́sico que ajusta a la superficie a
modelar. De nuevo la aproximación es por etapas:

a) Determinación de un modelo simple de CTF: se realiza una búsqueda
exhaustiva en los desenfoques de ambas direcciones asumiendo que
en caso de existir astigmatismo éste no se encuentra rotado. Para cada
combinación de desenfoques se eligen los mejores términos (por mı́ni-
mos cuadrados) de ruido antes de CTF y apertura angular de la lente,
de este modo modificamos de forma rápida la altura de la CTF y su
decaimiento.

b) Optimización del modelo fı́sico de CTF: en este momento se procede
al ajuste del resto de los parámetros fı́sicos del modelo manteniendo
fija la expresión del ruido después de CTF. Es de reseñar el hecho de
que a partir de este instante ya no se minimiza la norma L1 del error
sino el error relativo conjugado con una función de distancia basada
en correlación ponderada. De este modo concentramos nuestros es-
fuerzos en el ajuste de los lóbulos de la CTF, los cuales suelen tener
valores muy inferiores a los del ruido de fondo.

c) Optimización global del modelo: llegados a este punto permitimos la
variación de todos los parámetros del modelo completo. Debemos no-
tar que aún se mantiene la restricción de una fuerte penalización al
fondo por superar a la superficie a modelar.

3. Optimización ponderada: todavı́a pesan dos importantes inconvenientes
sobre el proceso de optimización: el primero es que los valores de señal más
útiles para determinar la CTF se encuentran fuertemente enmascarados por
valores de ruido de fondo mucho mayores; el segundo, que la fuerte pena-
lización sobre el ruido lo fuerza a encontrarse mucho más abajo de lo que
realmente deberı́a. Para solucionar estos dos problemas se ha optado por
una adaptación gradual a la situación ideal ejecutada en dos etapas:

a) Aumento progresivo de la importancia de la CTF: conforme se avanza
en el proceso mejor se perfila la región en la que se encuentran los
ceros de la CTF por lo que se les puede ir dando un peso gradualmente
mayor. Se ha establecido un esquema de pesos Ww � R � (ver más abajo)
que dado el parámetro w, que varı́a según potencias de 2, asigna un
peso diferente a cada frecuencia.
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b) Disminución progresiva de la penalización al fondo: el objetivo de es-
ta penalización era permitir el ajuste correcto del modelo fı́sico de
CTF. Una vez que éste está bien aproximado puede eliminarse poco a
poco la restricción con la intención de mejorar el ajuste final.

4. Ajuste fino del modelo: para finalizar se realiza una optimización de
todos los parámetros, sin penalización sobre el fondo, evaluando en todos
los puntos de la superficie (a diferencia de los pasos anteriores en los que
se permitı́a la evaluación del ajuste en una rejilla con paso diferente de 1).
Para potenciar el ajuste en la zona de mayor interés (hasta el tercer cero de
la CTF) se establece un mecanismo de penalización gradual en el que cada
vez los errores cometidos en dicha zona adquieren una mayor importancia.

En todos los pasos del algoritmo anterior deben tenerse en cuenta diversos
aspectos que se detallan a continuación:

Rango de frecuencias: se asume que el rango de frecuencias de la función
de transferencia que debe ser modelado es el que se encuentra entre el 10 %
y el 90 % del rango total. Es decir, las muy bajas frecuencias ası́ como las
muy altas no participan del proceso de modelado.

Ponderación frecuencial: habitualmente se está interesado en el modela-
do correcto de las bajas y medias frecuencias puesto que los periodos de
muestreo utilizados en la práctica concentran la señal en este rango. Por
este motivo en los primeros pasos del algoritmo se ha establecido una pon-
deración lineal (W � R � � Rmax � R) de los errores cometidos dependiendo
de a qué frecuencia se encuentren. Sin embargo, en pasos posteriores, al
conocer con cierta exactitud la posición de los ceros de la CTF, se procede
a una ponderación constante en la región de interés (definida entre las fre-
cuencias del primer, R1, y tercer cero, R3) y exponencial decreciente en sus
inmediaciones

Ww � R � � ������
�����

1
w � 1 � e

log
�
2 
 1

w 	
�

R � Rmin
R1 � Rmin

�
Rmin

� R � R1

1 R1
� R � R3

e

 log
� 1

w 	
�

R � R3
Rmax � R3

�
R3

� R � Rmax

0 resto

donde w es un parámetro que determina la velocidad de caı́da de las expo-
nenciales.
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Mı́nimos cuadrados: las soluciones algebraicas de mı́nimos cuadrados re-
quieren de una linealización previa de la función tal que se pueda expre-
sar el sistema como Ax � b, donde A es la matriz de coeficientes, x es el
conjunto de parámetros a determinar y b es el conjunto de valores que se
desean aproximar por medio del producto Ax. Si cada valor de b, bi, lleva
asociado un peso, wi, expresando la confianza o la importancia que tiene di-
cho valor, entonces la solución de mı́nimos cuadrados ponderados para x es
x � � AtWA � 
 1AtWb [11], donde W es una matriz diagonal cuyos elementos
son los valores wi.

Optimización: el método de optimización elegido es el de Powell [125, Cap.
10], el cual para la minimización de una función de coste multivariable dada
varı́a consecutivamente cada una de las variables obteniendo un mı́nimo por
gradiente descendiente.

Función de distancia: la función de distancia es en este caso primordial al
tener que optimizar sobre una función con un amplio rango dinámico de
señal y estar nosotros interesados en la parte de menor valor. Una norma L2
sobre el error resulta inadecuada al estar dando más peso a los errores más
grandes, que son los que se producen al comienzo de la curva. Sin embargo,
los métodos algebraicos directos para minimización de mı́nimos cuadrados
se basan en esta norma, por lo que la emplearemos como punto de partida de
los algoritmos de optimización. Sin embargo, se ha adoptado una norma L1
para la aproximación del fondo, y L1 ponderada por el valor de la función
en ese punto (también conocida como error relativo, e � � x 
 y �� x � ) a la que se
añade un término que da cuenta de la similaridad de la forma entre ambas
superficies. Este término se calcula a través del momento del producto de
Pearson [35], el cual permite la inclusión de la ponderación en un proceso
de correlación

x̄ � ∑i wixi
∑i wi

Cxy
� ∑i wi

�
xi

 x̄ 	 � yi


 ȳ 	
∑i wi

 1 e � 1 �

Cxy�
CxxCyy

Los resultados de este algoritmo pueden verse en la figura 3.21. Se observa
cómo el modelo en cada paso va aproximándose mejor a la densidad espectral de
potencia proporcionada por el modelado ARMA.
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Figura 3.21: Corte radial de una función de transferencia de MET real y diferentes
etapas del modelado (ver algoritmo de ajuste en el cuerpo del texto)
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3.6.2. Corrección de fase

Como hemos visto en la sección 3.6.1, la función de transferencia del mi-
croscopio electrónico de transmisión produce importantes cambios de fase en el
espectro de la señal estudiada. Existen numerosos estudios [27, 26, 28] indicando
que gran parte de la información contenida en una imagen o volumen se recoge
en la fase de su transformada de Fourier por lo que parece evidente que ésta debe
constituir un objetivo primordial en la corrección de la función de transferencia.
Otros trabajos en microscopı́a electrónica tridimensional [44] también apuntan en
esta dirección y realizan una primera corrección de CTF en la que tan sólo la fase
es tratada.

Una vez determinada de forma analı́tica la función de transferencia del mi-
croscopio (ver sección 3.6.1) es trivial realizar la corrección de fase, bastando
para ello multiplicar por � 1 en aquellos lugares donde el modelo de función de
transferencia sea negativo.

Esta corrección puede realizarse sin peligro aún en las proyecciones obtenidas
directamente de la micrografı́a, puesto que esta inversión de fase no podrá aumen-
tar la potencia de ruido presente. De hecho, en esta tesis se propone este paso como
uno de los primeros del procesamiento (sección 3.7), puesto que mejoras poste-
riores dependen, como por ejemplo la positividad del volumen (sección 3.5.2), de
la ausencia de cambios de fase.

Esta sencilla maniobra sobre la señal de entrada al proceso no sólo mejora la
calidad del volumen obtenido, sino que además permite aumentar nuestra confian-
za sobre los datos al poder realizar un filtrado fiable mucho más allá del primero
cero de la CTF. Sin corrección de fase, las reconstrucciones deben ser filtradas al
llegar al primer cambio de signo de la función de transferencia, puesto que más
allá la señal muestra un contraste invertido al que posee antes del cero, y por tan-
to distorsiona fuertemente el aspecto visual del volumen. Sin embargo, una vez
corregida la fase este efecto no se da y ası́ podemos dejar pasar frecuencias más
altas hasta donde se tenga seguridad de que la señal existente es mayor que el rui-
do. Como se verá en el capı́tulo 5 de aplicaciones, la corrección de la fase de las
imágenes de entrada supone una importante mejora sobre las reconstrucciones.

3.6.3. Corrección de amplitud vı́a refinamiento iterativo de datos

Actualmente se conocen distintas técnicas para evitar o corregir el efecto de
la función de transferencia sobre los volúmenes reconstruidos para las macro-
moléculas. En todos ellos se asume que el modelo de formación de imagen es
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Imedida
� CTF � Iideal en el que se desprecian los términos de ruido pero que cons-

tituye un modelo clásico dentro de la teorı́a de señal [118]. A continuación se
enumeran algunos de estos métodos:

División en el espacio de las proyecciones: Asumiendo que el mo-
delo de formación de imagen es el expuesto al comienzo de este apartado,
basta con dividir la imagen medida por la función de transferencia en el
espacio de frecuencias para obtener la imagen ideal [118]

Iideal � R � � Imedida � R �
CT F � R �

Sin embargo, este método no tiene en cuenta que la CTF tiene cambios de
signo y que en los cruces por cero se amplifica fuertemente el ruido presente
en las imágenes.

División en el espacio de la reconstrucción: En el caso de que to-
das las proyecciones hubiesen sido afectadas por la misma función de trans-
ferencia no astigmática, entonces se puede demostrar que el volumen recon-
struido está afectado por una función de transferencia tridimensional cuyo
corte radial coincide con el de la función de transferencia bidimensional.
En este caso particular, y dado que hay un menor nivel de ruido en los
volúmenes reconstruidos, se puede afirmar que [138]

Videal � R � � Vreconstruido � R �
CT F3D � R �

no es una mala aproximación del volumen original. Esta técnica es correcta
siempre que se cumplan las condiciones de partida (todas las proyecciones
son afectadas por una misma CTF no astigmática), lo cual no siempre es el
caso.

Filtrado de Wiener: el filtrado de Wiener trabaja tanto en el espacio de
las proyecciones [144, 69, 99] como en el de la reconstrucción [48, 92,
93, 110, 12], y se trata de una simple división por la CTF correspondiente
teniendo cuidado de no dividir por números muy pequeños. Su versión para
proyecciones es

Iideal � R � � CT F � R �  2 Imedida � R �CTF � R �  2 CT F � R � � ε
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CAPÍTULO 3. MEJORAS AL PROCESO DE RECONSTRUCCIÓN
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donde ε es un valor que maximiza la actuación del algoritmo y que de alguna
forma se encuentra relacionado con la estimación de la relación señal a ruido
de la imagen. No obstante, no se da en ningún caso una guı́a de selección
de dicho parámetro.

Incorporación explı́cita en las ecuaciones de reconstrucción: es-
ta técnica incluye explı́citamente el efecto de la función de transferencia en
las ecuaciones de reconstrucción bien a través de una CT F3D como es el
caso de SIRT [162] o máxima entropı́a [133]. Sin embargo, la función de
transferencia tridimensional es difı́cil de determinar salvo en el caso triv-
ial de que todas las proyecciones sea afectadas por una misma CTF no
astigmática.

Combinación de volúmenes con diferentes CTF: el presente mé-
todo no trata estrictamente de corregir la CTF sino de soslayar sus efectos.
Se trata de agrupar las proyecciones en conjuntos en los que la aproximación
de que todas han sido modificadas por la misma CTF sı́ es correcta, reali-
zar reconstrucciones individuales en cada grupo y, por último, combinar las
componentes frecuenciales de cada uno de los volúmenes para dar una re-
construcción en las que todas las frecuencias se encuentren representadas
[162]. Las reconstrucciones individuales pueden haberse efectuado con co-
rrección de CTF o no.

Vemos que todas las aproximaciones presentan sus inconvenientes ya que o
bien se divide por la CTF más o menos inteligentemente o bien se imponen res-
tricciones muy fuertes a la CTF a corregir. En esta tesis se propone el empleo de
la técnica conocida como Refinamiento Iterativo de Datos (Iterative Data Refine-
ment, IDR) [18, 67, 136] que proporciona un mecanismo para corregir el efecto de
la función de transferencia sin necesidad de dividir por ella en ningún momento
ni de restringir su aplicación a una única CTF.

IDR es un algoritmo iterativo que modifica los datos de entrada al algoritmo
de reconstrucción de tal manera que cada vez se parezcan más las proyecciones
presentadas a las proyecciones que se obtendrı́an idealmente del objeto sin ser
afectadas por ninguna función de transferencia. El inconveniente que presenta
IDR es que tiene unas propiedades de convergencia un tanto peculiares [18], IDR
no converge a la solución real para cualquier punto de partida aunque los puntos
de la sucesión son más cercanos a la solución que el inicial. En este sentido se pro-
pone una corrección de fase sobre las proyecciones previa la cual ha demostrado
dar buenos resultados experimentales. Este punto se desarrollará más adelante.
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El algoritmo IDR es expresado por la siguiente fórmula recursiva

I
�
k � 1 	 � µ

�
k 	 I
�
0 	 � � P � µ

�
k 	 CT F 
 P � 
 RI

�
k 	 k � 1 � 2 �
� � � (3.12)

donde I
�
k 	 representa al conjunto de imágenes en la iteración k (en la iteración

0 se corresponden con el conjunto de imágenes obtenido experimentalmente), R
es el operador reconstrucción (en nuestro caso ART), P el operador proyección
(nótese que será un gran operador con una matriz adecuada para cada dirección
de proyección), CT F el operador función de transferencia (de nuevo, las matrices
de modificación por CTF pueden variar para cada imagen) y µ

�
k 	 es un factor

de relajación en torno a 1. La figura 3.22 representa el funcionamiento de dicho
algoritmo en diagrama de bloques.

R

P CTF.P

(0)I
+

−

(k)I

Figura 3.22: Diagrama de bloques del funcionamiento del algoritmo IDR

El razonamiento detrás del algoritmo postula que si V
�
k 	 � RI

�
k 	 es una buena

aproximación del volumen ideal, aunque afectada por una determinada función
de transferencia, y la función de transferencia está bien modelada por el operador
CT F , entonces CT F 
 P 
 V � k 	 � I

�
0 	 y por tanto
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I
�
k � 1 	 � µ

�
k 	 I
�
0 	 � � P � µ

�
1 	 CT F 
 P � 
 RI

�
k 	� µ

�
k 	 I
�
0 	 � � P � µ

�
1 	 CT F 
 P � 
 V � k 	� P 
 V � k 	 � µ

�
k 	 � I � 0 	 � CT F 
 P 
 V � k 	 �

� P 
 V � k 	
El resultado es que en cada iteración se va eliminando cada vez más el efecto

de la CTF sobre las proyecciones presentadas al algoritmo, con la ventaja de que
tan sólo se necesita el operador CT F y no su inverso como en muchos otros al-
goritmos de restauración. Como principales inconvenientes de este método debe-
mos señalar tres: la necesidad de partir de un volumen suficientemente cercano
al ideal asegurando ası́ la convergencia, la no inclusión del ruido en el modelo y
la aparición de un nuevo parámetro, µ

�
k 	 a determinar. Respecto a la primera, se

demuestra experimentalmente que una reconstrucción realizada con las imágenes
reales corregidas por el signo de la CTF es una aproximación válida. En cuanto
a la segunda, asumiendo que I

�
0 	 � CT F 
 P 
 Videal � n y teniendo en cuenta que el

nivel de ruido presente en las reconstrucciones V
�
k 	 es relativamente bajo se puede

comprobar que en ese caso I
�
k � 1 	 � P 
 V � k 	 � n por lo que el principio de supre-

sión de CTF seguirá vigente. Por lo que a la tercera objeción respecta, se debe
optimizar el comportamiento del algoritmo en los casos que nos ocupan, pero esto
será objeto del apartado 5.5.

3.7. Protocolo de reconstrucción

Para finalizar el capı́tulo de mejoras se proponen las lı́neas generales de un
protocolo de reconstrucción que haga uso de las técnicas introducidas por esta
tesis. Este protocolo contempla todas las etapas de reconstrucción partiendo desde
una micrografı́a, se resaltan en negrita aquellos procesos en los que se ha añadido
algo nuevo al conjunto.

Preprocesamiento bidimensional

1. Selección de las partı́culas entre las diferentes micrografı́as

2. Estimación local de la CTF por medio de un modelado ARMA y un pos-
terior ajuste de un modelo teórico (ver sección 3.6)
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3. Corrección de la fase de la CTF en cada una de las proyecciones atendien-
do a la CTF local calculada en el paso anterior. Ver sección 3.6.2.

4. Normalización de las imágenes escogiendo el método adecuado depen-
diendo de la mayor variabilidad en el conjunto (ver sección 3.3). Puede
que haya que realizar correcciones multiplicativas debido a las diferencias
entre las potencias de las distintas CTFs.

5. Enventanado de las partı́culas para la eliminación de ruido de fondo. Nótese
que este paso debe realizarse después de la corrección de fase y normaliza-
ción, puesto que esta última depende de los estadı́sticos del ruido.

6. Alineamiento traslacional de las partı́culas

Clasificación bidimensional

Esta etapa depende fuertemente de la partı́cula en estudio por lo que no se
pueden indicar lı́neas generales. El resultado de ella es un conjunto de distintas
clases homogéneas según el criterio seleccionado.

Asignación angular

Dependiendo de la estrategia de recolección de datos se puede realizar con
modelo previo o sin modelo. Las técnicas varı́an en cada caso aunque profundizar
en las mismas se sale del horizonte de esta tesis. La salida de este paso es una
primera asignación de ángulos a cada una de las proyecciones.

Reconstrucción tridimensional

1. Realizar el proceso actual de reconstrucción y refinado angular iterativa-
mente incluyendo en el paso de reconstrucción restricciones de bajo im-
pacto sobre la reconstrucción. Las restricciones menos restrictivas depen-
derán en cada caso de los datos obtenidos y la macromolécula bajo estudio.
Esta primera aproximación reducirá problemas de caer en mı́nimos locales.

2. Repetir el proceso de reconstrucción y refinado angular utilizando el volu-
men del paso anterior como punto de partida y aplicando las restricciones
de mayor impacto.

3. Realizar iteraciones de corrección de amplitud vı́a IDR (sección 3.6.3)
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Segmentación del volumen reconstruido

Actualmente se suele emplear una umbralización que contenga el 100 % de la
masa (ver sección 3.5.3) aunque se están desarrollando algoritmos que realicen
una segmentación más sofisticada.

Visualización de los resultados

La visualización de los resultados suele ser también muy dependiente del ob-
jetivo último del análisis a realizar sobre los datos reconstruidos.



Capı́tulo 4

Extensión del método de
reconstrucción basado en ART:
Cristales

4.1. Planteamiento de la reconstrucción cristalográfi-
ca

Se entiende por un cristal biológico aquella disposición ordenada en el es-
pacio que adopta un conjunto de moléculas bajo unas determinadas condiciones
fı́sico-quı́micas ambientales [3, 132]. Los cristales biológicos tridimensionales
son estudiados por difracción de rayos X dada su mayor resolución. Sin embar-
go, no siempre es posible conseguir un cristal tridimensional. En caso de obtener
un cristal bidimensional monocapa (es decir el crecimiento del cristal a lo largo
del eje perpendicular al plano del cristal es de una sola celda) [147, 36, 4, 139,
71, 7, 149, 82], éste no puede ser analizado con rayos X. No obstante, la mi-
croscopı́a electrónica es capaz de extraer información de ellos a una resolución
algo inferior [21, 81, 117] a la que se obtiene por difracción de rayos X. Ve-
mos, pues, que las condiciones de trabajo son muy distintas a la de la reconstruc-
ción de partı́culas individuales, puesto que el número de moléculas participantes
suele ser muchı́simo mayor en cristales y gracias a su disposición ordenada en
el espacio podemos aplicar técnicas de procesado de señal mucho más poderosas
[15, 141, 50, 58, 42, 44, 62], por contra no resulta sencillo desde el punto de vista
bioquı́mico conseguir cristales macromoleculares. La figura 4.1 nos muestra una
micrografı́a de un cristal biológico del cuello del bateriófago φ-29 junto con su
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transformada de Fourier.
Desde el punto de vista de señal se puede modelar un cristal bidimensional

en el espacio como la convolución de una función 3D motivo o celda unidad,
f � r � : C � � (C � � 3 es el espacio donde se define dicha celda unidad), con
un tren de pulsos III �a 	 �b � r � � ∑∞

m � 
 ∞ ∑∞
n � 
 ∞ δ � H � r � m

�
a � � δ � H � r � n

�
b � � δ � H �

r �
siendo H � � 1 0 0

0 1 0 � , H
� � � 0 0 1 � , �a � � ax � ay � 0 � t y

�
b � � bx � by � 0 � t

f̃ � r � � f � r � � III �a 	 �b � r � (4.1)

Las proyecciones de este cristal espacial bidimensional definidas por su di-
rección,

�
ω, y una rotación en el plano, ψ, es otro cristal bidimensional p �ω 	 ψ � s �

periódico con vectores de red � �

�
a �ω 	 ψ y

� �

�
b �ω 	 ψ (correspondientes a las proyecciones

respectivas de los vectores de red tridimensionales a lo largo de la dirección
�
ω � ψ),

es decir,

p �ω 	 ψ � s � m � �

�
a �ω 	 ψ � n

� �

�
b �ω 	 ψ � � p �ω 	 ψ � s � �

m � n � �
La primera etapa de procesado se realiza en 2D tratando de mejorar la calidad

de las imágenes obtenidas. En primer lugar, basándose en el hecho de que la trans-
formada de Fourier de una señal periódica es nula salvo en un conjunto de δ’s (lla-
mados spots o reflexiones), se realiza un fuerte filtrado del ruido. A continuación
se procede a un refinado por interpolación (unbending) del cristal obtenido debido
a que los cristales biológicos presentan habitualmente pequeñas distorsiones que
se manifiestan en ligeros errores de periodicidad. Por último, hace falta colocar las
diferentes proyecciones en un origen de fases común (es decir, elegir los despla-
zamientos adecuados en cada una de las imágenes de forma que exista una celda
unidad tridimensional coherente con las celdas unidad bidimensionales) y en un
marco de valores común (las diferencias en intensidad se deben a factores como
diferencias en la tinción del espécimen, revelado de la pelı́cula o número de celdas
en la imagen).

Estas etapas de procesamiento bidimensional se efectúan por medio de los
programas desarrollados por el Medical Research Council, MRC (Cambridge) y
me remito a [158, 30, 130] para un mayor detalle sobre el proceso.

La transformada de Fourier tridimensional de un cristal se compone de un
conjunto de lı́neas paralelas (lı́neas de red). Fuera de ellas la transformada es nula
mientras que en las mismas forma un contı́nuo. La orientación de estas lı́neas
viene determinada por el patrón de repetición cristalino. Actualmente la etapa
de reconstrucción tridimensional de dichos cristales se realiza en el espacio de
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Figura 4.1: Micrografı́a por microscopı́a electrónica de un cristal del cuello del
bacteriófago φ-29 y su transformada de Fourier. Las dos ampliaciones han sido
filtradas para ilustrar mejor su contenido.
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Fourier basándose en el Teorema de la sección central (ver 2.1.3). La idea es que
por medio de los spots se pueden calcular por interpolación todos los coeficientes
de la transformada de Fourier del objeto bajo estudio en una lı́nea de red hasta
una determinada frecuencia y por medio de la transformada de Fourier inversa se
obtienen la estructura tridimensional de la macromolécula.

La principal objeción al proceso anterior de reconstrucción tridimensional se
opone a la interpolación realizada en el espacio de Fourier como fuente intrı́nseca
de posibles errores. Es por ello que se ha extendido el procedimiento de recons-
trucción en el espacio real utilizado a lo largo de la tesis, ART, como alternativa.
Adicionalmente, estamos aumentando las posibilidades del proceso al disponer de
mecanismos de inclusión de información a priori en el propio proceso de recons-
trucción (ver Capı́tulo 3).

Como veremos en las secciones subsiguientes para evitar interpolaciones en
el espacio real se debe muestrear el volumen a reconstruir de forma diferente a la
habitual (ver sección 2.2) ası́ como el espacio de las proyecciones. Estos dos re-
muestreos evitan dichas interpolaciones aunque configuran el problema de recons-
trucción de manera radicalmente distinta a la habitual al trabajar con volúmenes y
proyecciones distorsionados.

4.2. Muestreo del volumen a reconstruir

Sea f̂ � r � una expansión en serie (ver sección 2.2) del volumen solución f � r �

f̂ � r � � ∑�
i 	 j 	 k 	�
 GC

x � i 	 j 	 k 	 b � r � rGC � � i � j � k � � � f � r �

siendo GC
� � � i � j � k � � G : rG � i � j � k � � C � , G cualquiera de las rejillas de expan-

sión habituales expuestas en las sección 2.2.1 y b � r � el blob tal y como se define
en la sección 2.2.2. Nuestro objetivo es la determinación de los coeficientes x � i 	 j 	 k 	
pero para ello necesitamos que los diferentes rayos de proyección puedan ser cal-
culados únicamente a partir de dichos coeficientes sin interpolación, tal y como se
muestra en la figura 4.2(a). Este tipo de proyecciones sin interpolación únicamente
se pueden conseguir en el caso ideal de que los vectores de red tridimensionales

�
a

y
�
b puedan ser expresados en el espacio definido por la rejilla GC como un par de

vectores de componentes enteras. En caso contrario, habrá que realizar interpola-
ciones tal y como se muestra en la figura 4.2(b).

Este hecho sugiere un remuestreo del volumen en puntos tales que los vectores
de red tridimensionales sean vectores enteros en la rejilla de reconstrucción. Un
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(a) Cálculo de la proyección de un cristal con interpolación
debido a que los vectores de red no se pueden expresar como
enteros en el espacio definido por la rejilla de reconstrucción.

(b) Cálculo de la proyección de un cristal sin interpolación
debido a que los vectores de red se expresan en la rejilla de
reconstrucción como un vector de números enteros.

Figura 4.2: Proyección de un cristal en el caso de vectores de red enteros y reales
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cambio de rejilla tal y como se muestra en la figura 4.3

Figura 4.3: Vectores de red tridimensionales en una rejilla en la que no pertenecen
a � 2 � 0 (izq.) y en la que sı́ (der.)

Los vectores de red de componentes enteras que menos distorsionan el muestreo

inicial es aquel con nuevos vectores �

�
ai
� � � �ax

�
g � � � �ay

�
g � � 0 � t y

�

�
bi
� � � �

bx
�
g � � � �

by
�
g � � 0 � t

siendo � � � la operación redondeo al entero más cercano. Se define unı́vocamente la
matriz D � M3x3 como aquella que cumple�

a
�
g � D �

�
ai�

b
�
g � D

�

�
bi

� 0 � 0 � 1 � t � D � 0 � 0 � 1 � t (4.2)

De este modo, la expansión en serie del volumen f � r � se realiza en una nue-
va rejilla GD 	 C � � � i � j � k � � G : DrG � i � j � k � � C � . Esta deformación del espacio de
muestreo sugiere a su vez una deformación conforme de la función base para
evitar la falta de cobertura en alguna región del espacio. En este sentido se pro-
pone que la base de la expansión sea una versión deformada del propio blob
bD � r � � b � Dr � . Por lo que finalmente la expansión del volumen solución queda
como

f̂ � r � � ∑�
i 	 j 	 k 	�
 GD �C

x
� �
i 	 j 	 k 	 bD � r � rGD �C � � i � j � k � � � f � r � (4.3)

En resumen, se muestrea la celda unidad f � r � en unos puntos tales que los
vectores de red tridimensionales se expresan como vectores enteros en el espacio
de la rejilla de expansión y con una función base que es una versión deformada
del blob clásico. Esta versión deformada hace que el blob deje de tener simetrı́a
esférica para tenerla elipsoidal. Por este motivo, debemos replantearnos la relación
entre las imágenes de proyección arrojadas por el blob esférico a lo largo de la
dirección

�
ω � ψ y las obtenidas del blob elipsoidal.

Se define la proyección del blob b � r � a lo largo de la recta que pasa por el
punto s del plano de proyección y lleva la dirección determinada por el vector
unitario definido por

�
ω � ψ como
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p �ω 	 ψ � s � � � ∞
 ∞
b � E 
 1�

ω 	 ψHts � l
�
ω � dl

Para el blob elipsoidal deberemos calcular su proyección en función de la
proyección ya conocida del blob esférico

p
� �
ω 	 ψ � s � � � ∞
 ∞ bD � E 
 1�

ω 	 ψHts � l
�
ω � dl� � ∞
 ∞ b � DE


 1�
ω 	 ψHts � lD

�
ω � dl� �

l
� � � D �ω � l � �

�
ω

� � D
�
ω�

D
�
ω

� � s � � � D � s �� � ∞
 ∞ b � 1�
D

� DE

 1�
ω 	 ψHts

� � l
� �

�
ω

� � 1�
D
�
ω

� dl
�

� � ∞
 ∞ b � � � D � E �ω 	 ψD

 1 � 
 1

Hts
� � l

� �

�
ω

� � 1�
D
�
ω

� dl
�

� �
E 
�

ω
� 	 ψ �
� � D � E �ω 	 ψD


 1 �� � ∞
 ∞ b � E 
 1
�
ω

� 	 ψ � Hts
� � l

� �

�
ω

� � 1�
D
�
ω

� dl
�

� 1�
D
�
ω

� p 
�
ω

� 	 ψ �

�
s

� �� 1�
D
�
ω

� p 
�
ω

� 	 ψ � � � D � s �

(4.4)

donde se ha hecho uso de los cambios
�

�
ω

� � D
�
ω�

D
�
ω

� y l
� � � D �ω � l. Es decir, la

proyección del blob elipsoidal es proporcional a la del blob esférico en un punto
y dirección modificados por la matriz D.

4.3. Muestreo del espacio de proyecciones

Después de la etapa de procesamiento 2D aplicada a cada una de las imágenes
de proyección del cristal (véase la sección 4.1), la salida de los programas del
MRC consiste en una lista indexada con el valor complejo, bK 	 L, de la transforma-

da de Fourier del objeto a una frecuencia SK 	 L � K
� �

�
a � �ω 	 ψ � L

� �

�
b � �ω 	 ψ correspondientes

a cada uno de los spots.
� �

�
a � �ω 	 ψ y

� �

�
b � �ω 	 ψ son los vectores de red en el espacio de Fourier

asociados a la proyección en la dirección
�
ω � ψ. De esta suerte, la transformada de

Fourier de la proyección queda como
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P�ω 	 ψ � S � � ∑K 	 L bK 	 Lδ � S � SK 	 L �� ∑K 	 L bK 	 Lδ � S � ∆ � �ω 	 ψ � K � L � t �
donde ∆ � �ω 	 ψ � � � �

�
a � �ω 	 ψ � � �

�
b � �ω 	 ψ �

Antes de pasar adelante, debe notarse que los vectores de red en el espacio
real y en el de Fourier mantienen una relación de dualidad tanto en el espacio de
las proyecciones como en el tridimensional.

� � �

�
a �ω 	 ψ � � �

�
a � �ω 	 ψ � � �� � �

�
a �ω 	 ψ �� ���

� �

�
a � �ω 	 ψ ��� � �

�
a � �

�
a � � � � �

�
a
� ���

�

�
a � ���� � �

�
b �ω 	 ψ � � �

�
b � �ω 	 ψ � � ��� � �

�
b �ω 	 ψ ��� ���

� �

�
b � �ω 	 ψ ��� � �

�
b � �

�
b � � � ��� �

�
b ���
���

�

�
b � ���� � �

�
a �ω 	 ψ � � �

�
b � �ω 	 ψ � � � � �

�
b �ω 	 ψ � � �

�
a � �ω 	 ψ � � 0 � �

�
a � �

�
b � � � � �

�
b � �

�
a � � � 0

Esto se traduce en que para un cristal de dimensiones Xcrist � Ycrist pı́xeles, y
construyendo ∆ �ω 	 ψ � � � �

�
a �ω 	 ψ � � �

�
b �ω 	 ψ � , se cumple que

∆t�
ω 	 ψ 
 ∆ � �ω 	 ψ � � Xcrist 0

0 Ycrist � (4.5)

ecuación que se usa para conocer los vectores de red en un espacio conociendo
los del espacio dual.

En este punto podemos calcular la proyección de la celda unidad del cristal
filtrado, refinado, y puesto en un mismo marco de amplitudes y fases por medio
de la transformada de Fourier inversa y un enventanado, WC �ω � ψ � s � por el soporte
de la celda unidad bidimensional correspondiente a cada una de las proyecciones,
C �ω 	 ψ

p �ω 	 ψ � s � � WC �ω �ψ � s � F T 
 1 � P�ω 	 ψ � S � �
� WC �ω � ψ � s � ∑K 	 L bK 	 L � � 2 δ � S � SK 	 L � e2πi

�
s 	 S � dS� WC �ω � ψ � s � ∑K 	 L bK 	 Le2πi � s 	 SK � L �

� WC �ω �ψ � s � ∑K 	 L bK 	 Le
2πi � s 	 ∆ � �ω �ψ � K 	 L 	 t �

La expresión anterior nos deja la celda unidad enventanada con una máscara

romboide de vértices

 
 �a �ω �ψ �


 
 �
b �ω �ψ

2 ,

 
 �a �ω � ψ 
 
 
 �

b �ω � ψ
2 ,


 
 
 �a �ω �ψ �

 
 �
b �ω �ψ

2 y

 
 
 �a �ω �ψ 
 
 
 �

b �ω �ψ
2 y los coeficien-
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tes bKL distribuidos en una red de vectores
� �

�
a � �ω 	 ψ,

� �

�
b � �ω 	 ψ la cual no es muy apropiada

para el uso de algoritmos de FFT. Si deseamos ortogonalizar dichos coeficien-
tes, deberemos seleccionar un nuevo tamaño de celda unidad en el espacio real,
Xo

celda � Y o
celda y calcular la proyección obtenida como po�

ω 	 ψ � so � � p �ω 	 ψ � A � tso �
siendo

A � �ω 	 ψ ��� Xcrist
Xo

celda
0

0 Ycrist
Y o

celda � 
 ∆ � �ω 	 ψ 
 1 � O � 
 ∆ � �ω 	 ψ 
 1

Por una parte es obvio que A � �ω 	 ψ � �

�
a � �ω 	 ψ � � Xcrist

Xo
celda
� 0 � t � �

�
a �o y A � �ω 	 ψ � �

�
b � �ω 	 ψ � � Ycrist

Y o
celda
� 0 � t �

�

�
b �o . Por otra, si definimos A �ω 	 ψ � � A � �ω 	 ψt � 
 1 � � O � t � 
 1 
 � ∆ �ω 	 ψ � 
 1 � O 
 � ∆ �ω 	 ψ � 
 1

y usando 4.5 es fácil demostrar que

O � � Xo
celda 0
0 Y o

celda �
y, por tanto, A �ω 	 ψ � �

�
a �ω 	 ψ � � Xo

celda � 0 � t � �

�
ao y A �ω 	 ψ � �

�
b �ω 	 ψ � � 0 � Y o

celda � t � �

�
bo . Es

decir, A �ω 	 ψ y A � �ω 	 ψ son dos matrices de ortogonalización duales, cada una usada
en el espacio correspondiente.

po�
ω 	 ψ � so � � p �ω 	 ψ � A � �ω 	 ψtso �� p �ω 	 ψ � A 
 1�

ω 	 ψso �� WC �ω �ψ � A � �ω 	 ψtso � ∑K 	 L bK 	 Le
2πi � A � �ω �ψtso 	 ∆ � �ω � ψ � K 	 L 	 t �

� WC �ω �ψ � A 
 1�
ω 	 ψso � ∑K 	 L bK 	 Le

2πi � so 	 A � �ω �ψ∆ � �ω � ψ � K 	 L 	 t �
� WC �ω �ψ � A 
 1�

ω 	 ψso � ∑K 	 L bK 	 Le
2πi � so 	 O � ∆ � �ω �ψ � 1∆ � �ω �ψt � K 	 L 	 t �� WC �ω �ψ � A 
 1�

ω 	 ψso � ∑K 	 L bK 	 Le2πi
�
so 	 O � � K 	 L 	 t �� WCo � so � ∑K 	 L bK 	 Le2πi

�
so 	 O � � K 	 L 	 t �

donde WCo � so � es una ventana rectangular de vértices

�ao �

�
bo

2 ,

�ao 
 
�bo

2 ,

 
�ao �


�
bo

2 y
 
�ao 
 
�bo
2
Para resumir este apartado se puede decir que existe un mecanismo de orto-

gonalización de las proyecciones de tal forma que los coeficientes de la transfor-
mada de Fourier hallados en la etapa de procesamiento bidimensional pueden ser
llevados al espacio real sin ningún tipo de interpolación. Sin embargo, habrá que
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cuidarse de que el operador de proyección del algoritmo de reconstrucción tridi-
mensional genere proyecciones en este nuevo espacio ortogonalizado, lo cual
será objeto de estudio en la siguiente sección.

4.4. Algoritmos

Esta sección especifica la secuencia de pasos a realizar para implementar efec-
tivamente los operadores de generación de proyección a partir de los coeficientes
de la transformada de Fourier, proyección del volumen de reconstrucción y paso
a vóxeles, cruciales en el algoritmo de reconstrucción ART, de tal forma que re-
flejen fielmente la derivación teórica expuesta hasta este momento. Me remito a la
sección 2.3.3 para una comparación con los mismos algoritmos en su versión de
partı́culas individuales.

Generación de las proyecciones ortogonalizadas

La etapa de procesamiento bidimensional produce como salida el conjunto
de coeficientes de la transformada de Fourier de la proyección, bKL, ası́ como
los vectores de red en dicho espacio

� �

�
a � �ω 	 ψ y

� �

�
b � �ω 	 ψ. Para obtener las proyecciones

po�
ω 	 ψ � so � se debe aplicar una transformada discreta de Fourier inversa de acuerdo

a la siguiente fórmula

po�
ω 	 ψ � so � � ∑

K 	 L bKLe
�
K
�
1 	 0 	 � L

�
0 	 1 	 	 
 so � ∑

K 	 L bKLeK
�
so 	 x � L

�
so 	 y (4.6)

cuya implementación como algoritmo es trivial.

Operador proyección del volumen de reconstrucción

Dado un volumen, f̂ � r � , definido por el muestreo con blobs elipsoidales, bD � r � ,
sobre una rejilla GD 	 C (ver sección 4.2) y dada la dirección de proyección � �ω � ψ � ,
la proyección de dicho volumen po�

ω 	 ψ � so � se calcula del siguiente modo:

1. Calcular la matriz de Euler, E �ω 	 ψ asociada a la dirección de proyección (ver
sección 2.1.2)

2. Calcular el factor de escala de la proyección de los blobs k � �� H 
 E �ω 	 ψ 
 � 0 � 0 � 1 � t ��donde H es una matriz de proyección ortogonal ya presentada en 4.1
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3. Calcular la matriz de ortogonalización A �ω 	 ψ de proyecciones (ver sección
4.3)

4. Calcular los extremos, X0, XF , Y0, YF de la celda unidad como aquella que
tiene de lados Xo

celda � Y o
celda (ver sección 2.3.3).

5. Para todos los puntos de muestreo � i � j � k � � GD 	 C hacer

a) Calcular la posición en el espacio del punto � i � j � k � . Dicha posición
recibe el nombre de rD 	 C 	 � i 	 j 	 k 	 y representa al centro del blob elip-
soidal.

b) Proyectar el centro del blob elipsoidal, sD 	 � i 	 j 	 k 	 � H 
 E �ω 	 ψ 
 rD 	 C 	 � i 	 j 	 k 	
c) Calcular el rectángulo definido por s1

o � s2
o que inscribe a la proyección

del blob en la proyección ortogonalizada

1) sb
� r � 1 � 1 � t donde r es el radio del blob esférico

2) sD 	 b � Dsb

3) smax
D 	 b � máx

�
� sD 	 b � x � � sD 	 b � y � � 1 � 1 � t

4) so 	 b � Asmax
D 	 b

5) smax
o 	 b � máx

�
� so 	 b � x � � so 	 b � y � � 1 � 1 � t

6) s1
o
� AsD 	 � i 	 j 	 k 	 � smax

o 	 b
7) s2

o
� AsD 	 � i 	 j 	 k 	 � smax

o 	 b
d) Para todo punto del plano de proyección ortogonalizado en el rectángu-

lo ( � so
� � m � n � � � 2 : s1

o � so � s2
o
� ) hacer

1) Desortogonalizar la posición, sD
� A

 1so

2) Calcular la distancia a la proyección del centro del blob elipsoidal,
dD
� sD � sD 	 � i 	 j 	 k 	

3) Descomprimir dicha distancia, d � DdD

4) Calcular la proyección de un blob esférico a esa distancia, p (ver
sección 2.2.2).

5) Calcular la proyección de un blob elipsoidal a esa distancia, pD
�

k 
 p

6) Si so está fuera de la celda unidad ortogonalizada (ver sección
4.3) se debe introducir por el lado contrario al que se ha salido.
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s
�
o
� � wrap � � so � x � X0 � XF ��� wrap � � so � y � Y0 � YF � � donde

wrap � x � x0 � xF � � ����
���

x �

�
x 
 x0 � 1�

xF 
 x0 � 1 	 
 1 � � xF � x0 � 1 � x � x0

x x0 � x � xF

x �

�
x 
 xF 
 1�

xF 
 x0 � 1 	 � 1 � � xF � x0 � 1 � xF � x

7) Sumar pD ponderado por el coeficiente del blob correspondiente,
x

� �
i 	 j 	 k 	 , a la proyección en el lugar indicado por s

�
o.

Operador de paso a vóxeles

La última operación que debe ser modificada es el paso a vóxeles de un volu-
men, f̂ � r � definido tal y como en 4.2. Dicho volumen se encuentra inicialmente
definido como una suma ponderada de blobs elipsoidales, bD � r � , sobre una rejilla
GD 	 C. Se asume que los vóxeles tienen un tamaño 1 � 1 � 1 y se encuentran dis-
tribuidos sobre una rejilla cúbica de lado 1, GV . Los vectores de red que definen
la celda unidad están expresados en la rejilla GV como

�
a y
�
b. El cambio de la base

y rejilla de muestreo se realiza como sigue:

1. Para todos los puntos de muestreo � i � j � k � � GD 	 C hacer

a) Calcular la posición en el espacio del punto � i � j � k � . Dicha posición
recibe el nombre de rD 	 C 	 � i 	 j 	 k 	 y representa al centro del blob elip-
soidal.

b) Calcular el paralelepı́pedo definido por r1
D � r2

D que inscribe al blob elip-
soidal

1) rb
� r � 1 � 1 � 1 � t donde r es el radio del blob esférico

2) rD 	 b � Drb

3) rmax
D 	 b � máx

�
� rD 	 b � x � � rD 	 b � y � � rD 	 b � z � � � 1 � 1 � 1 � t

4) r1
D
� rD 	 � i 	 j 	 k 	 � rmax

D 	 b
5) r2

D
� rD 	 � i 	 j 	 k 	 � rmax

D 	 b
c) Para todo punto en el paralelepı́pedo ( � rD

� � m � n � o � � GV : r1
D � rD � r2

D
� )

hacer

1) Calcular la distancia al centro del blob elipsoidal, dD
� rD �

rD 	 � i 	 j 	 k 	
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2) Descomprimir dicha distancia, d � DdD

3) Calcular el valor de un blob esférico a esa distancia, p (ver sección
2.2.2).

4) Si rD está fuera de la celda unidad (ver sección 4.3) se debe intro-
ducir por el lado contrario al que se ha salido.
a

�
Expresar las componentes (x,y) de rD en el sistema definido

por
�
a

�
2 y
�
b

�
2: sD

� 2 � �a � �b � 
 1
HrD

b
�

Devolver dicha posición a la celda unidad,
s

�
D
� � wrap � � sD � x � � 1 � 1 � � wrap � � sD � y � � 1 � 1 � � donde

wrap � x � x0 � xF � � ����
���

x �

�
x 
 x0�

xF

 x0 	 
 1 � � xF � x0 � x � x0

x x0 � x � xF

x �

�
x 
 xF�

xF

 x0 	 � 1 � � xF � x0 � xF � x

c
�

Expresar la nueva posición en el sistema de coordenadas de

GV , s
� �
D
� 1

2 � �a � �b � s
�
D.

d
�

Construir la nueva posición tridimensional
r

�
D
� � � s � �

D � x � � s � �
D � y � � rD � z � t

5) Sumar p ponderado por x
� �
i 	 j 	 k 	 en el volumen de salida en el lugar

indicado por r
�
D.

4.5. Protocolo de reconstrucción

En esta sección se proporciona una guı́a de los pasos a seguir para la recons-
trucción tridimensional de cristales utilizando la etapa bidimensional anterior jun-
to con la tridimensional propuesta para una serie de inclinación, es decir, en la
distribución angular de las micrografı́as tan sólo se supone que varı́a el ángulo
de inclinación. Cada micrografı́a tiene una dirección de proyección determinada
por los tres ángulos de Euler � 0 � θ � 0 � (ver sección 2.1.2). La secuencia de pasos a
realizar serı́a la siguiente:

1. Seleccionar una micrografı́a con 0 grados de inclinación

2. Determinar los vectores de red en el espacio de Fourier por medio del pro-
grama SPECTRA [130]. Al no estar inclinada la micrografı́a estos vectores
de red coinciden con los del espacio tridimensional,

�

�
a � y

�

�
b � .
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3. Calcular los vectores de red en el espacio real correspondientes por medio
del programa LATTICE VECTORS de XMIPP [97].

4. Para cada micrografı́a hacer:

a) Seleccionar los vectores de red en el espacio de Fourier coherentes
con

�

�
a � ,

�

�
b � y los ángulos � 0 � θ � 0 � por medio del programa LATTICE

VECTORS de XMIPP. De este modo obtenemos
� �

�
a � �ω 	 ψ y

� �

�
b � �ω 	 ψ.

b) Utilizar el programa SPECTRA junto con los vectores obtenidos en el
paso anterior para marcar los spots del cristal.

c) Realizar el filtrado y refinado del cristal con los programas de proce-
samiento de cristales del MRC [158, 30].

5. Calcular el origen de fases y factor de escala adecuados para todas las mi-
crografı́as por medio del programa ORIGMERG del MRC

6. Generar las proyecciones ortogonalizadas correspondiente a cada micro-
grafı́a utilizando el origen de fases, factor de escala y coeficientes bKL

proporcionados por el MRC. La dirección de proyección correspondiente
será la especificada por � 0 � θ � 0 � . Este paso se realiza con el programa
SPOTS2REALSPACE de XMIPP

7. Aplicar el algoritmo de reconstrucción tridimensional para cristales imple-
mentado por el programa ART de XMIPP.
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Capı́tulo 5

Aplicación

En este capı́tulo se realiza la optimización de diversos factores relacionados
con el protocolo de reconstrucción: el factor de relajación de ART (sección 5.1)
demostrando su importancia en la supresión de artefactos en la reconstrucción
de la hemoglobina gigante de la lombriz terrestre bajo condiciones de distribu-
ción no uniforme de proyecciones, el orden de presentación de las proyecciones
al algoritmo de reconstrucción iterativo (sección 5.2), la región de soporte para
la estimación espectral de potencia de la micrografı́a analizada (sección 5.3), el
ajuste de información superficial obtenidas por sombreado metálico o microscopı́a
de fuerzas atómicas a la reconstrucción de microscopı́a electrónica (sección 5.4),
y el factor de relajación del algoritmo IDR para la restauración de la función de
transferencia del microscopio (sección 5.5). Posteriormente se muestra un ejem-
plo (sección 5.6) de determinación de la CTF en una micrografı́a real tomada
sin pelı́cula de carbón como soporte ya que es éste el caso considerado como
más complejo. A continuación se exponen los resultados obtenidos empleando el
algoritmo y protocolo de reconstrucción propuesto en la tesis aplicados a la re-
construcción de partı́culas aisladas. Concretamente se muestran los resultados de
la reconstrucción de un phantom sencillo similar a la policabeza del bacteriófa-
go T4 (sección 5.7.1), la reconstrucción de un phantom más realista obtenido de
la información atómica disponible para la bacteriorodopsina (sección 5.7.2) y la
reconstrucción del antı́geno de tumoricidad del virus SV40 a partir de datos expe-
rimentales de criomicroscopı́a (sección 5.7.3). La reconstrucción de un adenovirus
también a partir de datos experimentales en la sección 5.8 muestra la posibilidad
de introducir un alto número de elementos de simetrı́a aumentando con ello la ca-
lidad de la reconstrucción. En cuanto a la reconstrucción de cristales, se demuestra
la superioridad del algoritmo de reconstrucción propuesto en la tesis frente a los

131



132
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5.1. OPTIMIZACIÓN DEL FACTOR DE RELAJACIÓN

clásicos en la reconstrucción de un phantom formado por impulsos cuando se
dispone de un limitado número de vistas (sección 5.9.1). Por último, se realiza la
reconstrucción de la policabeza del bacteriófago T4 a partir de datos experimen-
tales de criomicroscopı́a (sección 5.9.2).

5.1. Optimización del factor de relajación

En esta sección haremos uso de toda la metodologı́a de optimización expuesta
en la sección 3.1.3. El objetivo es el de determinar el rango óptimo para el factor de
relajación, λ, de ART para una distribución uniforme de proyecciones ocupando
toda la esfera de proyección (ver sección 2.1.2). La metodologı́a anterior nos per-
mite realizar medidas independientes de la realización exacta del ruido, geometrı́a
de proyección y phantom. Sin embargo, deberemos estudiar la variación de dicho
parámetro con variables como el tamaño del volumen a reconstruir, número de
imágenes y su naturaleza (criomicroscopı́a o tinción negativa). Es posible que λ
tenga una pequeña dependencia con el desenfoque empleado, sin embargo esta
variable no ha sido considerada como tal sino que se ha aproximado por un par de
filtros paso bajo a diferentes frecuencias.

La tabla 5.1 recoge los parámetros de reconstrucción empleados tanto en tin-
ción negativa como criomicroscopı́a. Las combinaciones de tamaño y número de
proyecciones se han elegido de tal forma que el número de ecuaciones por incógni-
ta según el apartado 3.1.1 sea constante e igual a 50, 130 y 210 respectivamente.

Los phantoms han sido elegidos como los presentados en la figura 3.6 cuyos
parámetros de definición de la familia vienen dados por

Radio Altura Separación Posición (X,Y,Z) Densidad

Doble Cilindro 1 [5,10] [3,5] [3,6] ([9,11],[9,11],[-3,3]) 1
Doble Cilindro 2 [5,10] [3,5] [3,6] ([9,11],[-9,-11],[-3,3]) 1
Doble Cilindro 3 [5,10] [3,5] [3,6] ([-9,-11],[-9,-11],[-3,3]) 1
Doble Cilindro 4 [5,10] [3,5] [3,6] ([-9,-11],[9,11],[-3,3]) 1

En cuanto a la relación señal a ruido se han simulado condiciones de ruido
similares a las obtenidas experimentalmente por ambas técnicas. Sin embargo,
hay que tener en cuenta que la relación señal a ruido (SNR) varı́a con el phantom
elegido puesto que varı́a su masa y por tanto la potencia de señal en la proyección,
en particular encontramos una gran fuente de variación en el tamaño y realización
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Geometrı́a de proyección Uniforme en la esfera

Blob y rejilla

orden=2
radio=2
α=10.4
g � � 2

Número de iteraciones 1

Tamaño y número de proyecciones

( 64, 773)
( 64,2010)
( 64,3246)
( 96,1153)
( 96,2999)
( 96,4844)
(128,1533)
(128,3988)
(128,6443)

Filtrado paso bajo
40 % del espectro

100 % del espectro

Cuadro 5.1: Parámetros de reconstrucción empleados en el proceso de opti-
mización del factor de relajación del algoritmo ART
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concreta del phantom. El nivel de ruido adecuado a cada caso ha sido validado por
experimentalistas encontrándose los siguientes valores como apropiados

Tamaño Sin filtrar Filtradas al 40 %
σ2

ruido Frec. digital corte σ2
ruido Frec. digital corte

64 81 0.5 225 0.2
96 256 0.5 784 0.2

128 625 0.5 1008 0.2

Analizando a posteriori las relaciones señal a ruido resultantes debemos des-
tacar los siguientes puntos:

Si se efectúa un muestreo aleatorio de la familia de phantoms y se calcula la
potencia asociada a imágenes de proyección de las diferentes realizaciones
se obtiene que la potencia de dichas imágenes sigue una distribución normal
logarı́tmica. En la siguiente tabla se recogen los niveles SNR asociados a
cada una de los tamaños para el valor medio de dicha potencia y los dos
percentiles 2.5 % y 97.5 %.

Sin filtrar
Tamaño SNR(2.5 %) SNR(media) SNR(97.5 %)

64 0.061 0.123 0.300
96 0.052 0.103 0.250

128 0.040 0.089 0.251
Filtradas al 40 %

Tamaño SNR(2.5 %) SNR(media) SNR(97.5 %)
64 0.055 0.110 0.270
96 0.043 0.085 0.203

128 0.035 0.078 0.222

No existen diferencias significativas entre los valores de SNR de una y otra
técnica por lo que aparentemente la principal diferencia entre las dos re-
side no tanto a nivel de relación señal a ruido sino a nivel de estructura de
correlación del propio ruido.
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Paso Variables supervivientes

Inicial scL2 � V � , scL1 � V � , scL2w, scL1w, scµ � V � , sc∆ � V � ,
scρ, scin f , FSC,
scL2 � B � , scL1 � B � , scµ � B � , scσ � B � , sc∆ � B � ,
scL2 � F � , scL1 � F � , scµ � F � , scσ � F � , sc∆ � F � ,
hsvr, hsbr, hsµ, hsdt, drrt, dsbl, dsad

Exactitud � 5% scL2 � V � , scL1 � V � , scL2w, scL1w, scµ � V � , sc∆ � V � ,
scL2 � B � , scL1 � B � , scµ � B � , scσ � B � , sc∆ � B � ,
scL2 � F � , scL1 � F � , scµ � F � , scσ � F � , sc∆ � F � ,
hsdt, dsbl, dsad

Correlación λ � 0 � 15 scL2 � V � , scL1 � V � , scL2w, scL1w, sc∆ � V � ,
scL1 � B � , scµ � B � , scσ � B � , sc∆ � B � ,
scL2 � F � , scL1 � F � , scµ � F � , scσ � F � , sc∆ � F � ,
dsad

Correlación entre variables � 0 � 95 scL2 � V � , scL1 � V � ,
scL1 � B � , scµ � B � , scσ � B � , sc∆ � B � ,
scL1 � F � , scσ � F � , sc∆ � F � ,
dsad

Cuadro 5.2: Selección de FOMs

5.1.1. Optimización bajo unas condiciones concretas

A modo de ejemplo del proceso de optimización descrito en el apartado 3.1.6
optimizaremos λ � � 0 � 2 � para el caso de una geometrı́a de recolección de 2000
proyecciones pseudo-equidistribuidas, trabajando con phantoms de tamaño 643 e
imágenes no filtradas, es decir, una de las condiciones concretas de simulación
expuestas en el apartado anterior.

Eliminamos aquellas variables que no alcancen una precisión mayor que r �
5% con un nivel de confianza superior a α � 0 � 95 y estén correladas con λ menos
de cthλ

� 0 � 15. Las clases de equivalencia estarán determinadas por un nivel de
correlación superior a cthgr

� 0 � 95. La tabla 5.2 recoge el filtro correspondiente a
los pasos 3.b, 3.c y 3.d.

Ahora podemos dividir las FOMs aún restantes en dos tendencias según la
tabla 5.3, mientras que su descomposición en componentes principales se muestra
en la tabla 5.4. Los parámetros de clasificación en tendencias han sido cthtendencia

�
0 � 4, a � 5, λ � 10 y de selección de componentes principales thgr

� 0 � 85. Con
estos datos, podemos construir FOMs combinadas como sigue
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FOMs crecientes FOMs decrecientes

scL2 � V � ,scL1 � V � ,scµ � B � ,scL1 � F � ,sc∆ � F � scL1 � B � ,scσ � B � ,sc∆ � B � ,scσ � F � ,dsad

Cuadro 5.3: Tendencia de las FOMs

FOMs crecientes FOMs decrecientes

Factor 1 76 % 20 %
Factor 2 75 % 18 %

Cuadro 5.4: Peso de cada una de las componentes principales de cada grupo

crecienteFOM
� 0 � 76creciente1 � 0 � 20creciente2

decrecienteFOM
� 0 � 75decreciente1 � 0 � 18decreciente2

condensedFOM
� 0 � 96crecienteFOM � 0 � 93decrecienteFOM

cuyas gráficas se muestran en la figura 5.1. Analizando las diferencias entre
las medias de crecienteFOM y decrecienteFOM , ya sea por medio de contrastes
paramétricos cuando sean aplicables (t-Student) o no paramétricos (Kolmogorov-
Smirnov), se puede determinar que la región óptima en este caso se encuentra
entre λ � 0 � 06 y λ � 0 � 12.

5.1.2. Variabilidad

Las regiones óptimas para cada una de las combinaciones de tamaño de ima-
gen, número de imágenes y frecuencia de filtrado son representadas en la tabla
5.5. El método de optimización para un caso aislado es el propuesto en la sección
3.1.3 y ejemplificado en el apartado 5.1.1. Un estudio ANOVA sobre la misma
revela que el filtrado aplicado al ruido aditivo a las imágenes es irrelevante para la
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Figura 5.1: FOMs creciente, decreciente y condensada en el rango de interés

optimalidad del parámetro y una representación de isocurvas en el plano Tamaño
de las imágenes x Número de proyecciones, ver figura 5.2, indica que en su mayor
parte el factor de relajación es casi independiente del tamaño de la imagen.

Se han llevado a cabo estudios de regresión no lineal sobre los datos encon-
trados con el objetivo de proporcionar una guı́a de uso para el factor de relajación
encontrándose los siguientes modelos para el lı́mite superior del rango óptimo de
dicho parámetro (N representa al número de proyecciones y S al tamaño en pı́xeles
de las mismas)

Modelo Formulación
Constante 0.74

f � N � � 2 � 5224 � 2 � 7473N

 0 	 00793

f � N � S � 0 � 08780S

 0 	 0095

� 0 � 0001N1 	 0033

Modelo R2 SC � error � gl � error � SC � regresion � gl � regresion �
Constante 0 0.004716 18 0 0

f � N � 0.74 0.00115 16 0.003566 2
f � N � S � 0.82 0.000785 15 0.003931 3
Recuérdese (sección 3.1.7) que la estimación ası́ calculada para la cota supe-

rior del intervalo óptimo para λ tiene un intervalo de confianza al nivel α de radio
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Tamaño (pı́xeles) Número proyecciones Filtrado paso bajo λmin λmax

65 773 100 % 0.06 0.08
65 2010 100 % 0.05 0.07
65 3246 100 % 0.03 0.05
97 1153 100 % 0.06 0.08
97 2999 100 % 0.05 0.07
97 4844 100 % 0.035 0.055

129 1533 100 % 0.04 0.02
129 3988 100 % 0.025 0.045
129 6443 100 % 0.015 0.03
65 773 40 % 0.05 0.07
65 2010 40 % 0.055 0.075
65 3246 40 % 0.03 0.05
97 1153 40 % 0.055 0.075
97 2999 40 % 0.05 0.07
97 4844 40 % 0.025 0.045

129 1533 40 % 0.05 0.07
129 3988 40 % 0.02 0.04
129 6443 40 % 0.015 0.035

Cuadro 5.5: Intervalos óptimos de λ en cada una de las combinaciones de tamaño
de la imagen, número de imágenes y nivel de filtrado paso bajo
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Figura 5.2: Isocurvas para el valor óptimo superior del factor de relajación de ART
frente al número de proyecciones y tamaño de las mismas. La alta correlación
existente (en torno a 0.99) entre el valor mı́nimo y máximo del rango óptimo de
dicho factor permite trabajar con un único parámetro.

z1 
 α � SC
�
Error 	

gl
�
Error 	 � SC

�
Regresion 	

gl
�
Regresion 	 donde z1 
 α es el valor de una distribución normal

tal que Pr
�  z  � z1 
 α � � 1 � α.

5.1.3. Importancia de la optimización

La relevancia del paso anterior no queda en el ámbito puramente académi-
co, se han publicado situaciones [13] en las que debido a una distribución no
homogénea de las proyecciones (ver figura 5.3 y la sección 2.1.2) se pensaba
que algunos algoritmos de reconstrucción, en concreto SIRT y WBP, elongaban
el volumen reconstruido a lo largo del eje sobrecargado. La figura 5.4(a) mues-
tra un ejemplo de dichas reconstrucciones, corresponde a la reconstrucción de la
hemoglobina gigante de Lombricus terrestris. Es más, en [13] se proporciona una
demostración matemática del motivo de dicha elongación y se propone descartar
aquellas imágenes que se encuentran en una zona sobrecargada hasta conseguir
una distribución angular uniforme.

No obstante, utilizando una técnica de determinación de parámetros simplifi-
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cada de la propuesta en esta tesis (en vez de optimizar sobre una FOM combinada
se elige scL2 � F � como FOM de entrenamiento, ver sección 3.1.3) se demuestra
que tal efecto de elongación es un puro artefacto por no haber seleccionado los
parámetros libres de los algoritmos de reconstrucción de forma adecuada. Esco-
giendo los parámetros libres de SIRT en la región señalada en la figura 5.5 se
puede ejecutar una reconstrucción satisfactoria en la que se ha hecho uso de toda
la información disponible. Es decir, la elección correcta de los parámetros libres
del algoritmo de reconstrucción puede ser determinante en la consecución de un
resultado correcto [137].

Figura 5.3: Distribución no homogénea de proyecciones. El 66 % de las proyec-
ciones muestran una preferencia por el eje z
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(a)

(b)

Figura 5.4: Reconstrucción tridimensional elongada (a) y no elongada (b) de la
hemoglobina gigante de Lombricus terrestris.
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Figura 5.5: En SIRT los parámetros libres son el número de iteraciones y el factor
de relajación. En esta gráfica se representa las isocurvas correspondientes a la
figura de mérito de entrenamiento, y se remarca la región (de la lı́nea verde a la
derecha) de comportamiento estadı́sticamente no diferente del máximo.
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5.2. Optimización de la ordenación de las proyec-
ciones

Como en todo algoritmo iterativo, el resultado de ART es dependiente del
orden de presentación de las distintas proyecciones. En el apartado 3.2 se define
el criterio de ordenación seleccionado en esta tesis y en esta sección se estudia
la influencia del parámetro L, longitud de la secuencia de ordenación, sobre las
reconstrucciones obtenidas.

Para una elección apropiada de L se utiliza la metodologı́a de optimización
desarrollada en la sección 3.1 con unos parámetros de phantom idénticos a los
empleados en la sección 5.1. La geometrı́a de proyección corresponde a la de una
distribución cuasi-uniforme con 2010 proyecciones para la que se habı́a determi-
nado una región de λ óptima entre 0.135 y 0.150. La variable dependiente pasa
de ser el factor de relajación a la longitud de ventana L que ha sido variada entre
los valores

�
0 � 1 � 2 � 3 � 4 � 5 � N � (L � 0 implica un ordenamiento aleatorio y L � N

representa la ortogonalidad con todas las proyecciones ya elegidas). De nuevo se
detectan dos tendencias contrapuestas: una que favorece longitudes de ventana
grandes y otra que muestra preferencia por las pequeñas. Entre las primeras se en-
cuentran aquellas figuras de mérito asociadas a medidas globales y sobre el fondo,
mientras que el segundo grupo está fundamentalmente representado por figuras de
mérito relacionadas con la caracterı́stica. Después de un análisis de componentes
principales y una combinación adecuada se llega a la conclusión de que L � 2
maximiza el comportamiento global del algoritmo de reconstrucción tal y como
se muestra en la figura 5.6

Este resultado era previsible puesto que en un espacio tridimensional no puede
haber más de tres vectores ortogonales entre sı́. Además, la cantidad de informa-
ción proporcionada por cada proyección respecto a las dos últimas (ortogonales
entre sı́) es máxima si a su vez la tercera proyección es ortogonal a las otras dos.
Es un proceso similar al utilizado en dibujo técnico al trabajar con planta, alzado
y perfil.

5.3. Optimización de los parámetros de estimación
ARMA

En la sección 3.6 se expone detalladamente el proceso para determinar la
función de transferencia de contraste del microscopio electrónico a partir de las
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Figura 5.6: Figura de mérito combinada para el análisis de la longitud de ven-
tana utilizada en el criterio de ortogonalidad. A efectos de representación se ha
colocado L � N en L � 10 aunque en realidad N � 2010

imágenes experimentales. Dicho cálculo se basaba básicamente en dos pasos:
primero, estimar por métodos paramétricos, ARMA, la función densidad espectral
de potencia, y segundo, ajustar un modelo teórico con base fı́sica a la menciona-
da función. En este proceso los grados de libertad disponibles básicamente se
reducen a la elección de la región de soporte para el modelo ARMA.

En identificación ciega de sistemas [73, 37, 89, 80, 79, 69, 23] se suelen uti-
lizar criterios para la selección de estas regiones que minimizan una función que
depende del propio modelo, estimando la capacidad predictiva del mismo más un
término que expresa nuestro deseo de que el modelo tenga una longitud mı́nima.
En este sentido se suelen seguir criterios de selección del orden de parámetros
tales como el de información de Akaike (AIC), el del error final de predicción
de Akaike (FPE) o el de la longitud mı́nima de descripción de Rissanen (MDL).
Su utilidad reside precisamente en la posibilidad de seleccionar la mejor estruc-
tura paramétrica cuando se desconoce la forma del espectro a parametrizar. Sin
embargo, no es éste el caso, en este estudio se conoce perfectamente el tipo de
funciones a estimar por lo que por medio de simulaciones y una simple función
de distancia puede seleccionarse la mejor región de soporte para cada una de las
partes del modelo.
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Para la elección de las regiones de soporte óptimas se ha seguido una metodo-
logı́a estadı́stica similar a la empleada en la selección de los parámetros libres de
un algoritmo de reconstrucción (ver sección 3.1.4). Se han elegido el tamaño de
las imágenes de entrada y el parámetro de desenfoque de la CTF como aquellas
variables de las que posiblemente dependan las regiones, supuestas cuadradas,
óptimas. Se han elegido 2 niveles de desenfoque, ∆ f , -10000Å y -20000Å e
imágenes de tamaños, N, 512 y 1024 pı́xeles. Para cada combinación de niveles
de estas dos variables se han analizado la combinación óptima de p (tamaño de
la región cuadrada de soporte para AR) y q (tamaño de la región cuadrada de
soporte para MA) por medio de una serie de 5 simulaciones. En cada simulación se
genera aleatoriamente una imagen cuyo espectro coincide con el espectro objetivo
y por medio de una función distancia se evalúa la bondad del ajuste entre ambos
espectros. La referida función distancia pondera por una parte la norma L1 del
error cometido en la región comprendida entre el primer y tercer cero (R1 	 3) entre
la densidad espectral de potencia estimada por el modelo ARMA y la densidad
espectral de potencia objetivo, y por otra la norma L1 del error entre estas dos
funciones en el espacio de Fourier.

dist � ŜARMA � S � � 1
2 � distL1 � ŜARMA � S � � distL1 	 TF � ŜARMA � S � �

distL1 � ŜARMA � S � � ∑R 
 R1 � 3 �� ŜARMA � R � � S � R � ��
distL1 	 TF � ŜARMA � S � � ∑r �� �� T F � ŜARMA � � r � �� � T F

�
S � � r �  �� (5.1)

Aplicando la metodologı́a de optimización bidimensional de parámetros pro-
puesta en la sección 3.1.6 se pueden determinar las mejores combinaciones � p � q �
para cada selección concreta de niveles de las variables independientes. Por últi-
mo, un análisis ANOVA y de regresión sobre los resultados similar al realizado en
la sección 3.1.7 nos lleva a las siguientes conclusiones:

El error cometido en cada imagen es dependiente del tamaño de la imagen,
el desenfoque, el soporte ARMA e interacciones de primer orden entre estas
variables.

Cuando se estudian las regiones máximas, los valores pertenecientes a estas
regiones son bastante independientes del desenfoque y el tamaño de imagen
como demuestran los bajos coeficientes de regresión de los órdenes de los
modelos AR y MA con las variables desenfoque y tamaño de la imagen,
ası́ como el análisis ANOVA realizado.
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Figura 5.7: De izquierda a derecha y de arriba a abajo: representación de contornos
del error cometido con el soporte determinado por los ejes AR y MA, colores más
claros representan menor error; representación de contornos de la densidad de
modelos óptimos, colores más oscuros indican una mayor presencia de modelos
óptimos; dependencia de la anchura de la región de soporte AR y MA con el
tamaño de la imagen; y con el desenfoque.

De lo anterior se colige que el orden óptimo del modelo ARMA es más de-
pendiente de otros factores que de aquellos que habitualmente más suelen variar
en microscopı́a electrónica. A modo de regla para elegir dicho soporte podemos
emplear las regresiones con las dos variables estudiadas, el valor entre paréntesis
representa el coeficiente de correlación de Pearson:

p̂ � 20 � 00 � 0 � 26N � 0 � 00∆ f � R � 0 � 295 �
q̂ � 21 � 60 � 0 � 19N � 0 � 00∆ f � R � 0 � 186 � (5.2)

La figura 5.7 muestra la distribución de errores, la densidad de modelos óp-
timos, y la variación del soporte de los modelos AR y MA con las dos variables
estudiadas.
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5.4. Optimización de las restricciones de superficie

En la sección 3.5.4 se planteó la posibilidad de que debido a la discretización
del volumen a reconstruir pudiera darse el caso de que la mejor restricción de su-
perficie no fuese la que se ajusta perfectamente al volumen reconstruido sino que
hiciera falta dilatarla ligeramente para permitir que los blobs, funciones bases de
la expansión en serie del volumen reconstruido, tuviesen una transición más suave
entre el interior y el exterior de la macromolécula. En este apartado se estudia el
grado de dilatación que debe tener la superficie conocida para la obtención de unos
resultados óptimos. Se tomaron 1114 proyecciones sin ruido equidistribuidas en
el espacio de proyección de un phantom a nivel atómico de la bacteriorodopsina
[63, 22, 58]. Se calculó la superficie al 100 % de la masa y se fue dilatando por
morfologı́a matemática progresivamente.

Los resultados se muestran en la figura 5.8, e indican que la mejor posición
para la superficie es aquella que se ajusta perfectamente al volumen.

Figura 5.8: Determinación de la distancia óptima de la superficie al volumen

En el caso de disponer de superficies obtenidas por microscopı́a de fuerzas
atómicas debemos estudiar la altura relativa de dicha superficie ası́ como su posi-
ción exacta dentro del volumen ya que esta técnica no proporciona esta informa-
ción. En la sección 3.5.4 se plantearon tres métodos de ajuste de superficies a



148
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volúmenes: correlación de proyecciones parciales, correlación volumétrica y ali-
neación de normales.

El primero y el segundo de los métodos asumen que el volumen a reconstruir
comprendido entre las dos superficies tiene una densidad constante. Sin embargo,
aunque ambos métodos detectan bien el momento en que la superficie se introduce
dentro del volumen, el primero de ellos no es capaz de ajustar perfectamente la
superficie al volumen puesto que su funcional se basa en la correlación con una
proyección de dicho volumen y asumiendo que fuera del volumen encontremos
valores bajos, como suele ser habitual, estarı́amos sumando números pequeños y
por tanto su correlación no varı́a significativamente. Este hecho se ha mostrado
en la figura 5.9 en la que se marcan aquellos valores que se encuentran dentro de
un 3 % del máximo de correlación (en esta figura ya se han ajustado el resto de
los parámetros de θ). Se puede verificar que el primero de los métodos es mucho
menos preciso que el segundo.

Respecto al ajuste de gradientes, se ha comprobado que es válida para volú-
menes no ruidosos y relativamente bien definidos en contraposición a volúmenes
con alto nivel de ruido o que bordes suaves como suele ser el caso de una re-
construcción tridimensional con cono perdido. La figura 5.10 muestra esta última
situación.

5.5. Optimización del factor de relajación de IDR

En la sección 3.6.3 se expone el método de corrección de CTF conocido como
IDR. En dicho método nos encontramos con un factor de relajación de valor alta-
mente dependiente de la aplicación [67] por lo que en este apartado optimizamos
su valor. El procedimiento de optimización es el descrito en la sección 3.1.3 y los
parámetros de simulación son muy similares a los empleados en la optimización
del factor de relajación de ART (ver tabla 5.1 en la sección 5.1) salvo que no se
ha sometido el algoritmo a un estudio de variabilidad frente al número de proyec-
ciones ni tamaño de las mismas sino que se han fijado estos parámetros en 2010
proyecciones de 64x64 pı́xeles. En la simulación de la CTF se han usado parámet-
ros con significado real en microscopı́a electrónica utilizando el algoritmo de esti-
mación de parámetros de CTF desarrollado a lo largo de la sección 3.6.1. Dichos
parámetros han sido: una tensión de 100kV, 5.5 mm. de aberración esférica, 6.1
mm. de aberración cromática, 9.9 eV de coherencia temporal, 0.2 mrad. de apertu-
ra angular de la lente, 80Å de desplazamiento longitudinal, Q0

� 0 � 36 y -10000Å
de desenfoque.
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Figura 5.9: Comparativa de las distribuciones de la correlación bidimensional
frente a la tridimensional. Se ha recuadrado el área en el que los valores han per-
dido menos de un 3 % del valor máximo encontrado.
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Figura 5.10: Corte de una reconstrucción del cristal de la policabeza del bac-
teriófago T4 en el que hay un cono perdido cuyo eje es paralelo al plano de corte.

En este caso se han hallado cuatro tendencias para µ independientes del filtrado
paso bajo aplicado al ruido aditivo. Las mencionadas tendencias se encuentran
representadas en la figura 5.11 y muestran que el comportamiento óptimo de IDR
se obtiene en el contexto de la microscopı́a electrónica para un valor del factor de
relajación entre 1.8 y 2.0.

5.6. Determinación de la CTF

La determinación de la función de transferencia de contraste sigue siendo un
tema abierto en el campo, no tanto por la falta de un modelo teórico -lo cual es
cierto para las bajas frecuencias- sino por el bajo contraste y alto nivel de ruido
presente en las imágenes. Dentro de este marco las imágenes en las que no se uti-
liza ninguna pelı́cula de carbón (ver figura 1.4) [14, 31] están consideradas como
las que más dificultad presentan a la hora de determinar la función de transferen-
cia del microscopio. Es por este motivo que en la presente sección se ejemplifica
la aplicación de los contenidos desarrollados en el capı́tulo 3 con este tipo de
imágenes, aunque dichos algoritmos han sido aplicados con éxito en el cálculo de
funciones de transferencia en criomicroscopı́a y tinción negativa.

La aproximación más extendida actualmente en el campo es la de estimar la
función de transferencia por medio de un promediado de periodogramas. En [43]
se comprueba experimentalmente que la longitud óptima de los periodogramas es
de 128 muestras con un solapamiento de longitud 64. Por otra parte, en la sección
5.3 se ha demostrado que una longitud de ventana de 20x24 es aproximadamente
óptima para un amplio rango de imágenes. La figura 5.12 muestra los espectros de
amplitud de un promediado de periodogramas con los parámetros mencionados y
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Figura 5.11: Diferentes tendencias de las FOMs frente al parámetro de relajación
de IDR. Dichas tendencias son combinadas en una única figura de mérito que es
optimizada siguiendo un criterio estadı́stico. No se muestran en esta gráfica los
valores especı́ficos de cada muestra.

de la estimación ARMA propuesta en esta tesis (secciones 3.6.1 y 5.3). La figura
5.13 representa un perfil a lo largo del eje Y y un promediado radial de dichos
espectros -aunque en este caso hay que ser especialmente cuidadoso en la inter-
pretación de este promediado puesto que la imagen es ligeramente astigmática-,
junto a ellos aparecen los perfiles correspondientes al ajuste teórico al modelo
ARMA. Por último, la figura 5.14 muestra el espectro de amplitud del modelo
teórico calculado para la micrografı́a sin pelı́cula de carbón. Como se puede com-
probar se ha conseguido un buen ajuste de la función de transferencia incluso en
las condiciones consideradas como más desfavorables.
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Figura 5.12: Arriba: Espectro de amplitud de la estimación por promediado de
periodogramas. Abajo: Espectro de amplitud de la estimación por modelado
paramétrico ARMA.
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Figura 5.13: Arriba: Perfil en el eje Y de la estimación por promediado de perio-
dogramas, modelo ARMA y ajuste teórico al modelo ARMA. Abajo: Promediado
radial de los tres espectros.
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Figura 5.14: Espectro de amplitud del modelo teórico calculado para la micro-
grafı́a sin pelı́cula de carbón a partir del modelo ARMA.
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5.7. Reconstrucción de partı́culas individuales

En esta sección se incluyen tres ejemplos de reconstrucción en los que se ha
hecho uso de las técnicas para reconstrucción de partı́culas individuales desarro-
lladas en esta tesis. Las dos primeras reconstrucciones corresponden a datos simu-
lados utilizando dos phantoms con grados de complejidad distintos. El primero es
un volumen binario similar a la policabeza del bacteriófago T4 [34], este volumen
se ha descrito a nivel de elementos geométricos sencillos tales como elipsoides
y esferas. El segundo de los phantoms se ha tomado de la base de datos PQS y
representa un trı́mero de una proteı́na denominada bacteriorodopsina [63, 22, 58].
Para esta proteı́na se conoce con exactitud la posición de cada uno de sus átomos
integrantes. En cuanto a la tercera reconstrucción se han tomado datos reales de
microscopı́a electrónica del doble hexámero del antı́geno T de SV40 [100, 148].

5.7.1. Reconstrucción de un phantom sencillo

Éste es el caso aplicado más sencillo de los tres de partı́culas aisladas pro-
puesto. En él se ha utilizado un phantom binario parecido a la policabeza del
bacteriófago T4 [34] creado a partir de esferas y elipsoides orientados en el es-
pacio. La figura 5.16(a) nos muestra la galerı́a de secciones a lo largo del eje rz

mientras que la figura 5.16(a) representa algunas renderizaciones del mismo.
Para realizar esta simulación se han tomado 500 proyecciones con una geo-

metrı́a cónica aleatoria de ángulo de inclinación 60 � (ver sección 2.1.2). El ruido
de desplazamiento angular se distribuye como una variable normal de media 0 y
desviación 5 � , y el traslacional lo hace como otra variable normal de media 0 y
desviación 2 pı́xeles. La relación señal a ruido simulada es de 0.33. La función de
transferencia de contraste simulada ha sido la siguiente: perı́odo de muestreo 3.5
Å/pı́xel, 100 kV de diferencia de potencial en el microscopio, imagen ligeramente
astigmática con desenfoque en uno de los ejes -19807 Å, en el otro -20919 Å, y el
primero de los ejes forma un ángulo de 5.70 � con el eje rx de la imagen, 5.5 mm de
aberración esférica, 4.86 mm de aberración cromática, una coherencia temporal de
13.65 eV, estabilidad de la lente 0 ppm, desplazamiento longitudinal 93.72 Å y
un desplazamiento transversal de 0.0035 Å. Estos valores han sido estimados a
partir de una criomicrografı́a real ya que es en estas condiciones cuando existe una
mayor dificultad en la reconstrucción. Sin embargo, no debe entenderse que éstos
son los parámetros caracterı́sticos del microscopio sino que esta combinación de
parámetros produce una función de transferencia similar a la producida por el
microscopio con sus propios parámetros. La figura 5.17 muestra el espectro de
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amplitud de la CTF y la 5.15 representa una galerı́a de imágenes de proyección
empleada para este experimento.

Durante esta reconstrucción se han empleado todas las técnicas descritas a lo
largo de la tesis, en concreto se ha seguido el protocolo especificado en la sec-
ción 3.7 en el que se han incluido restricciones de simetrı́a, superficie (calculada
sobre la información reconstruida por técnicas de procesamiento de imagen no
lineales y no haciendo uso del phantom original), volumen (calculada sobre el
phantom original como serı́a el caso de un experimento bioquı́mico), y positivi-
dad además de las correcciones de amplitud y fase de la función de transferencia
descritos en el capı́tulo 3. Al final de cada iteración de refinamiento angular y re-
construcción el volumen es limpiado aplicando nuevamente simetrı́a, filtros paso
bajo sintonizados a la frecuencia de corte proporcionada por el segundo cero de la
CTF y máscaras binarias obtenidas por morfologı́a matemática. Adicionalmente y
dado el carácter binario del phantom, análogo al obtenido por tinción negativa en
microscopı́a electrónica real, en cada iteración de la reconstrucción, el volumen
además de ser limpiado por las técnicas ya mencionadas ha sido promediado en
su interior de manera que la solución inicial al siguiente paso de reconstrucción
vuelve a ser binaria. El algoritmo de reconstrucción empleado ha sido ART+blobs,
los parámetros del blob y el grid se han calculado conforme a la sección 3.1.2 y el
factor de relajación del algoritmo de acuerdo con la sección 5.1. Las proyecciones
son introducidas de forma que se maximice la ortogonalidad con respecto a las
dos últimas proyecciones introducidas según se demuestra en la sección 5.2.

Figura 5.15: Galerı́a de imágenes de proyección simuladas para el phantom de la
policabeza del bacteriófago T4.

Como experimento de control de la mejora de la calidad se ha realizado una
reconstrucción con el standard de facto en el campo, Weighted Backprojection, en
este caso al no corregir la CTF se suele filtrar el resultado paso bajo a la frecuencia
del primer cero de la CTF.

La figura 5.18 muestra los cortes verticales de ambas reconstrucciones y la
figura 5.19 muestra diferentes renderizaciones al 100 % de la masa en las que no se
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ha postprocesado el resultado con el objetivo de mostrar los diferentes artefactos
producidos por uno y otro algoritmo.

En cuanto a una comparación numérica de los resultados obtenidos calcula-
mos todas las figuras de mérito definidas para phantoms en niveles de densidad.
La tabla a continuación muestra tal comparativa mientras que la figura 5.20 repre-
senta la resolución alcanzada por ambos algoritmos siendo ésta la medida stan-
dard en el campo de la calidad de una reconstrucción. En esta gráfica se observa
que el punto de corte detectado por el algoritmo, 0.178242, es una medida conser-
vadora y que si tenemos en cuenta el rebote que se produce después, la resolución
subirı́a hasta 0.205. Las anteriores frecuencias están expresadas en frecuencias
digitales pero teniendo en cuenta el periodo de muestreo utilizado en esta simu-
lación tendrı́amos que WBP alcanza una resolución en torno a 32Å mientras que
el algoritmo propuesto en la presente tesis llegarı́a hasta 19.6Å ó 17Å, lo que
supone una mejora entre 12.5Å y 15Å.

Figura de Mérito WBP Algoritmo propuesto

scL2 � V � 0.974053 0.974627
scL1 � V � 0.897361 0.900430
sc∆ � V � -0.193474 0.440523

scρ 0.657371 0.713479
scin f 1.643107 1.624149
scrt 0.941362 0.933824
ωcrit 0.109252 0.178242

Comparación a nivel de figuras de mérito de ambas reconstrucciones
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Figura 5.16: 5.16(a) Secciones verticales del phantom binario de la policabeza del
bacteriófago T4. 5.16(b) Renderizados del mismo phantom en distintas orienta-
ciones.
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Figura 5.17: Arriba: Amplitud de la CTF utilizada en la simulación, las condi-
ciones empleadas son similares a las de criomicroscopı́a. Abajo: Corte transversal
por el eje X de la CTF, nótese que el nivel de fondo es mucho mayor que la CTF
teórica determinada en la sección 3.6
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Figura 5.18: Cortes a lo largo del eje Z de las reconstrucciones obtenidas por WBP
(arriba) y el algoritmo propuesto en la tesis (abajo)
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Figura 5.19: Renderizaciones de las reconstrucciones del phantom de la poli-
cabeza del bacteriófago T4 obtenidas por WBP (arriba) y el algoritmo propuesto
en la tesis (abajo)
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Figura 5.20: Medida de la resolución alcanzada por ambas reconstrucciones
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5.7.2. Reconstrucción de un phantom realista

El segundo ejemplo de reconstrucción de esta memoria está constituido por
un trı́mero de bacteriorodopsina, una proteı́na de membrana fotoreceptora proce-
dente de Halobacterium Halobium [63, 22, 58]. Esta proteı́na ha sido resuelta a
nivel atómico por cristalografı́a y se conoce con exactitud la posición de sus áto-
mos en el espacio. Esta información se encuentra en la base de datos PDB para
el monómero y en PQS para el trı́mero. Este phantom posee información de ma-
yor frecuencia que el ejemplo anterior y representa una situación más cercana a
criomicroscopı́a ya que proporciona información sobre el interior de la partı́cula.

Las condiciones de simulación son idénticas a las expuestas en el apartado
anterior. Las figuras 5.21, 5.22, 5.23 muestran el conjunto de secciones a lo largo
del eje vertical junto con una representación de isosuperficie que engloba al 100 %
de la masa para el phantom, la reconstrucción proporcionada por WBP y la recons-
trucción proporcionada por el algoritmo propuesto en la tesis.

Las diferencias entre ambas reconstrucciones son importantes como se puede
apreciar por inspección sobre las figuras. Es de notar que las hélices α presentes en
el phantom de bacteriorodopsina se empiezan a intuir en la reconstrucción realiza-
da con el algoritmo propuesto mientras que son inapreciables en la reconstrucción
de WBP.
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Figura 5.21: Secciones verticales del phantom de bacteriorodopsina (arriba), y
renderizados de la isosuperficie del mismo phantom en diversas orientaciones
(abajo).
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Figura 5.22: Secciones verticales de la reconstrucción realizada con el algoritmo
propuesto en la tesis de la bacteriorodopsina (arriba), y renderizados de la isosu-
perficie de la misma reconstrucción en diversas orientaciones (abajo).
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Figura 5.23: Secciones verticales de la reconstrucción realizada con el algoritmo
propuesto en la tesis de la bacteriorodopsina (arriba), y renderizados de la isosu-
perficie de la misma reconstrucción en diversas orientaciones (abajo).
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5.7.3. Reconstrucción de una macromolécula real

En esta sección se estudia la aplicación de los algoritmos y mejoras propuestos
en esta tesis a la reconstrucción de los complejos dodecaméricos que el antı́geno
de tumoricidad (T-Ag) del virus SV40 (Simian Vacuolating agent de la familia de
los poliomavirus) [100, 148] forma en el origen de replicación viral. El mecanismo
de replicación de este virus puede servir como modelo para la comprensión de
los procesos de replicación de otros virus que afectan a simios y de las bases
moleculares de patologı́as cancerosas. El complejo bajo estudio está formado por
12 subunidades peptı́dicas dispuestas en dos hexámeros enfrentados (ver figura
5.24).

Figura 5.24: Proyección media del complejo formado por dos hexámeros de
antı́geno T de SV40.

La presente reconstrucción se ha realizado a partir de 1400 proyecciones proce-
dentes de criomicrografı́as. En este caso se ha corregido la CTF y se han aplicado
todas las mejoras introducidas en la tesis: uso de simetrı́a rotacional de orden 3 a
lo largo del eje longitudinal al complejo, reducción del volumen a 40000 vóxeles,
imposición de la positividad en el volumen reconstruido, restricciones de superfi-
cie en las que la superficie se ha calculado por medio de operaciones no lineales
(umbralización, morfologı́a matemática y selección de regiones de interés), em-
pleo de soluciones iniciales en el algoritmo de reconstrucción, selección óptima
de los parámetros implicados ası́ como del orden en que las proyecciones son
introducidas, y utilización de un blob óptimo.

Se compara la reconstrucciones proporcionadas por el algoritmo actualmente
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utilizado en el campo, retroproyección ponderada (WBP), y el algoritmo desa-
rrollado en la tesis. Las figuras 5.25, 5.26 y 5.27 muestran representaciones de
isosuperficie y cortes transversales de las reconstrucciones realizadas con ambos
algoritmos. Es de apreciar el aumento de la resolución alcanzada que permite ver
en la reconstrucción realizada con el algoritmo propuesto en la tesis pequeños
puntos brillantes que en la reconstrucción con el phantom de bacteriorodopsina
(sección 5.7.2) se correspondı́an con la presencia de hélices α [2]. Es de notar que
de confirmarse dicha hipótesis supone un importante avance en microscopı́a elec-
trónica tridimensional dado el bajo número de imágenes de proyección con el que
se ha realizado el estudio. La interpretación biológica de dicho volumen está fuera
del ámbito de esta tesis.
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Figura 5.25: Representación de isosuperficie de la reconstrucción del doble
hexámero de antı́geno T realizada con WBP
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Figura 5.26: Representación de isosuperficie de la reconstrucción del doble
hexámero de antı́geno T realizada con el algoritmo propuesto en esta tesis
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Figura 5.27: Secciones transversales de la reconstrucción del doble hexámero de
antı́geno T realizada con WBP (arriba) y el algoritmo propuesto en esta tesis (aba-
jo)
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5.8. Reconstrucción de virus icosaédricos

En principio no existe ningún motivo por el que los virus icosaédricos no
puedan ser reconstruidos como si fuesen partı́culas individuales. Sin embargo, da-
da su extremadamente alta simetrı́a, hasta 60 elementos de simetrı́a, se puede ha-
cer uso de dicha simetrı́a en el propio proceso de reconstrucción como se expone
en el apartado 3.4. En dicha sección se muestra el procedimiento para generar to-
dos los elementos de simetrı́a icosaédrica a partir de tres únicos ejes de rotación.

En el presente estudio se realiza una reconstrucción de adenovirus humano.
Los adenovirus provocan un rango muy amplio de enfermedades en humanos,
desde infecciones respiratorias a gastrointestinales, pasando por conjuntivitis [56].
Además, en la actualidad se les intenta utilizar como vectores de terapia génica.
La reconstrucción mostrada en esta tesis se ha realizado a partir de imágenes de
criomicroscopı́a con 1118 proyecciones procedentes de 34 micrografı́as, las cuales
fueron tomadas en un microscopio equipado con un cañón de emisión por campo
(Field Emission Gun). Para encontrar las orientaciones angulares se utilizó el soft-
ware de procesamiento de partı́culas icosaédricas descrito en [51, 25]. La figura
5.28 muestra una representación de isosuperficie y dos secciones del adenovirus
reconstruido para el caso de utilizar la inversión directa del espacio de Fourier
como técnica de reconstrucción y el caso de utilizar el algoritmo propuesto en
esta tesis en el que no se ha realizado corrección de CTF ni se han incluido res-
tricciones relacionadas con ecuaciones volumétricas (sección 3.5). Se aprecia que
apenas existen diferencias entre ambos métodos aunque debemos recordar que en
este caso no se han aplicado la inmensa mayorı́a de las restricciones propuestas.
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Figura 5.28: Arriba: Dos secciones de la reconstrucción de adenovirus hechas con
ART+blobs (izq.) e inversión directa de la transformada de Fourier (der.) Abajo:
Representación de isosuperficie de la reconstrucción de adenovirus. Debido a su
tamaño este volumen ha debido ser interpolado para su representación por lo que
una comparación entre métodos carece de sentido.
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Figura 5.29: Secciones centrales de un phantom cristalino cuya celda unidad se
compone de tres esferas

5.9. Reconstrucción de cristales

En esta tesis se ha extendido el método de reconstrucción tridimensional ART
con blobs a su aplicación a partı́culas cristalizadas por medio de un cambio del
muestreo empleado tanto en el espacio de proyección como en el espacio de
proyecciones. En este apartado se presentan ejemplos de reconstrucción utilizan-
do datos simulados y datos reales. Los resultados con datos simulados se han
realizado reconstruyendo un phantom muy sencillo pero que pone de manifiesto
la potencialidad del uso de ART en este campo frente al método clásico. Por otro
lado, la reconstrucción con datos experimentales se ha realizado con la policabeza
del bacteriófago T4 [34].

5.9.1. Reconstrucción de cristales phantoms

En cristalografı́a electrónica es común emplear una serie tomográfica sobre
un mismo espécimen como geometrı́a de recolección de datos (ver sección 2.1.2).
En estas circunstancias el bajo contraste provocado por la baja dosis empleada y
el escaso número de imágenes se ve fuertemente compensadas por la distribución
regular de las proteı́nas ası́ como su alto número debido a la compactación sufrida.
En este ejemplo se muestra la reconstrucción de un phantom formado por una
celda unidad que contiene tres esferas pequeñas distribuidas como se muestra en
la figura 5.29.

Para el experimento se han tomado 13, 49 y 97 proyecciones de 1024x1024
pı́xeles, siendo los vectores de red expresados en pı́xeles �

�
a � � 64 � 0 � 0 � t y

�

�
b �

� 0 � 64 � 0 � t, es decir, en cada imagen se proyectan del orden de 256x256 celdas
unidad. La geometrı́a de recolección de datos es una serie tomográfica de eje
único y las proyecciones se encuentran equiespaciadas entre el ángulo de incli-
nación mı́nimo, -60 � , y máximo, +60 � . La relación señal a ruido de las imágenes
simuladas es de 0.24, y además se ha incorporado un tipo de ruido especı́fico a las
estructuras cristalinas como es la imperfección de la longitud de los vectores de
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red, al que se ha añadido un valor aleatorio con distribución normal de media 0
y desviación tı́pica 0.5 pı́xeles, y la imperfección de la celda unidad en la que se
omite cada una de las esferas con probabilidad 0.03.

El procesamiento bidimensional de los cristales se ha realizado por medio
de los programas del Medical Research Council según se describe en la sección
4.5 y para el procesamiento tridimensional se han hecho dos reconstrucciones en
paralelo, una con los programas del MRC basadas en inversión de una versión
interpolada de la transformada de Fourier del volumen, y otra con el método pro-
puesto en la presente tesis. Los resultados se muestran en la figura 5.30. En dichas
figuras se puede apreciar que los resultados de ART son superiores a los de MRC
en el caso de disponer de pocas proyecciones y comparables en caso contrario.
En general ésta ha sido la tónica general de los experimentos realizados con otros
phantoms, incluso con datos simulados a resolución atómica como es el clásico
cuello del bacteriófago φ29 [16, 145, 149, 112, 60] para los que no se muestran
los resultados.

5.9.2. Reconstrucción de un cristal real

En esta sección se verá la aplicación de la reconstrucción cristalográfica con
el algoritmo propuesto utilizando datos experimentales de criomicroscopı́a para
la policabeza del bacteriófago T4 [34]. La geometrı́a de recolección de datos es
una serie de eje único con 15 micrografı́as distribuidas entre un ángulo mı́nimo de
-60 � y máximo de 60 � . En este caso las reconstrucciones obtenidas no presentan
grandes diferencias aunque hay que tener en cuenta que no se han aplicado ni co-
rrección de CTF ni ninguna otra restricción sobre el proceso de reconstrucción. La
figura 5.31 muestra algunas secciones del volumen reconstruido por ambas técni-
cas mientras que la figura 5.32 proporciona una representación de isosuperficie
del motivo central.
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Figura 5.30: Secciones centrales de la reconstrucción realizada por inversión de
una versión interpolada de la transformada de Fourier (mitad superior) y con el al-
goritmo propuesto en esta tesis (mitad inferior). Cada fila de secciones de cada mi-
tad corresponde a una reconstrucción realizada con 13, 49 y 97 proyecciones. Las
secciones corresponden al mismo phantom y mismas secciones que las mostradas
en la figura 5.29.
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Figura 5.31: Secciones de la reconstrucción de la policabeza del bacteriófago T4
realizada por inversión de una versión interpolada de la transformada de Fourier
(arriba) y por el algoritmo propuesto en la tesis (abajo).
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CAPÍTULO 5. APLICACIÓN
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Figura 5.32: Representación de isosuperficie para la reconstrucción con ART de
la policabeza del bacteriófago T4
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Capı́tulo 6

Discusión

A lo largo de la presente tesis se han expuesto principios y algoritmos que per-
miten una mejora de la calidad objetiva de las reconstrucciones obtenidas. Dicho
aumento de calidad se comprueba con todos los datos simulados por medio de
figuras de mérito que cuantifican la mejora. Al mismo tiempo, para datos reales
tan sólo se puede calcular la resolución alcanzada, o mejor dicho la autoconsis-
tencia de las reconstrucciones. Sin embargo, también se produce un incremento
importante en esta variable que oscila entre 10Å y 15Å de mejora. Las claves de
dicha mejorı́a han sido tres:

Optimización de todos los factores implicados: para ello se ha pro-
puesto un método de selección de parámetros cuando los factores a opti-
mizar son múltiples y nos encontramos en un entorno fuertemente ruidoso.

Corrección de la función de transferencia del microscopio: este as-
pecto es crucial para poder aprovechar la información de más alta frecuencia
que de otro modo debe ser filtrada.

Introducción de conocimiento a priori sobre el volumen solución en
el propio proceso de reconstrucción: esta información complementa la in-
formación procedente de las imágenes de proyección obtenidas en el mi-
croscopio electrónico.

La combinación de las tres demuestran ser lo suficientemente poderosas como
para conseguir un aumento considerable de la resolución obtenida.

181
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Optimización

En cuanto a optimización se han estudiado los siguientes factores: factor de
relajación de ART, factor de aceleración de IDR, parámetros de la función base
ası́ como de la rejilla de expansión, orden de presentación de las proyecciones y
región de soporte para el modelado espectral paramétrico ARMA. Cada uno de
ellos juega un importante papel en su parcela y la contribución de una correcta
selección de parámetros en cada uno de ellos contribuye a una mejora final.

La importancia de la optimización ha quedado patente en la sección 5.1.3 en
la que el efecto de una selección inadecuada de parámetros conduce a resultados
evidentemente erróneos pero que, sin embargo, fueron tratados de justificar en
la literatura [13]. Al estar reconstruyendo partı́culas para las que habitualmente
se desconoce su estructura, resulta imposible detectar errores de la misma natu-
raleza pero mucho más sutiles. Es por este motivo que serı́a recomendable rea-
lizar una optimización de los parámetros de reconstrucción para cada geometrı́a
de recolección de datos concreta. No obstante, esta optimización supondrı́a una
carga computacional importante a cada proceso de reconstrucción por lo que se
ha intentado en esta tesis (sección 5.1) proporcionar una guı́a de uso del princi-
pal factor libre del algoritmo estudiado, ART. Sin embargo, hay que reconocer
las limitaciones de dicho estudio puesto que se refieren a una geometrı́a concre-
ta, con una relación señal a ruido concreta y con una determinada variación de
tamaños de imagen, número de imágenes, ... Tan sólo aquellos experimentos en
los que estos parámetros sean similares a los simulados podrán hacer uso de la
guı́a aquı́ proporcionada.

A la vista de los resultados obtenidos en la sección 5.1 parece que éstas son
las principales directivas para la selección del factor de relajación en ART:

Es independiente de la estructura de correlación del ruido aditivo: en prin-
cipio, parece ser insensible si se trata de un ruido con altas componentes
frecuenciales o no.

Es casi independiente del tamaño de las imágenes de proyección y, por tan-
to, del volumen reconstruido.

Es inversamente dependiente con el número de proyecciones: a menor nú-
mero de proyecciones mayor debe ser dicho factor.

Se han proporcionado modelos que permiten determinar un intervalo re-
comendado para este factor con un margen de confianza dado.
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Un aspecto importante de la optimización llevada a cabo en la presente tesis
es que se ha hecho uso de conceptos estadı́sticos los cuales permiten una opti-
mización frente a un conjunto de funciones objetivo con intereses contrapuestos
(los mı́nimos de una función no coinciden con los mı́nimos de otra) cuando es-
tas funciones objetivo presentan la caracterı́stica adicional de tener un carácter
aleatorio muy importante, es decir, son dependientes de variables con una fuerte
variación como puede ser la realización del ruido de las imágenes (tanto a nivel
de pı́xel como de alineamiento rotacional y traslacional), el phantom utilizado o
la geometrı́a de recolección de datos.

Con esta misma metodologı́a de optimización se han seleccionado los valores
del factor de aceleración de IDR y la región óptima de soporte para la estimación
espectral paramétrica ARMA. De nuevo, las guı́as de empleo descritas en esta
tesis se encuentran sujetas a las restricciones de las condiciones concretas de si-
mulación empleadas aunque éstas han sido diseñadas para cubrir el mayor número
de casos prácticos posible.

Durante la optimización realizada con el factor de relajación de IDR se ha
encontrado que el mismo parece ser independiente del nivel de filtrado paso bajo
aplicado al ruido aditivo de fondo, encontrándose este valor en el intervalo [1.8,2].

Para la apropiada elección de la región de soporte del modelado ARMA tene-
mos que:

No existe un único valor óptimo sino una región de combinaciones de longi-
tudes AR y MA indistinguibles estadı́sticamente en cuanto a su optimalidad.

La región de soporte óptima es relativamente independiente de factores co-
mo el tamaño de la imagen a modelar y desenfoque de la misma.

Por lo que se prevé que dicha región esté más relacionada con la estructura
de correlación de la imagen provocada por otros factores como puede ser la
naturaleza del ruido.

Modelos ARMA con órdenes muy altos en cualquiera de sus dos compo-
nentes (AR o MA) son susceptibles de presentar una textura rugosa artificial
en la función densidad espectral de potencia.

En cuanto a los modelos ARMA se deben hacer otras dos puntualizaciones.
Primera, la resolución del modelo se realiza en dos pasos: en primer lugar se
determina un modelo AR y posteriormente se modela como MA el error residual.
Es decir, el modelo AR del ARMA se calcula exactamente igual que el AR sólo
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y el modelo MA posterior debe ser entendido como una mejora sobre el AR.
Segunda, modelos con órdenes altos AR (p) o MA (q) implican que para la textura
estudiada el valor de pı́xeles que se encuentren a distancia

�
2p o

�
2q tienen una

influencia significativa sobre el valor del pı́xel considerado, lo cual para muchas
texturas y, en concreto la de microscopı́a electrónica, es más que cuestionable.
En este sentido cabe señalar que los órdenes óptimos obtenidos por la simulación
entran dentro de lo razonable.

En la optimización de la forma del blob y de su distanciamiento para una re-
jilla BCC (sección 3.1.2) se ha seguido un camino completamente distinto. La
optimización ha sido realizada en función de dos criterios de optimalidad rela-
cionados con la homogeneidad de la representación de una función constante en
el espacio y la homogeneidad de la normal cuando una esfera es representada
utilizando blobs como función base. Estos dos criterios definen una región donde
cualquier blob escogido en esa zona es óptimo respecto a ellos. Adicionalmente se
han seleccionado restricciones de máxima atenuación permitida para una frecuen-
cia dada y optimalidad del tiempo de cómputo del algoritmo de reconstrucción
con los parámetros elegidos. Es éste, como se ve, un proceso mucho más analı́tico
de optimización que el desarrollado anteriormente. El resultado del mismo nos
proporciona una función base que está diseñada para no atenuar la señal a re-
construir en las frecuencias de interés y que al mismo tiempo reduce la cantidad
de artefactos producidos por una mala interacción entre blobs adyacentes tanto a
nivel de homogeneidad de la reconstrucción como de sus normales.

En todo algoritmo iterativo el orden en que los datos son presentados al al-
goritmo pueden influir e incluso sesgar el resultado del mismo. En este sentido
nos hemos planteado la optimización del orden de presentación de proyecciones
entendiendo que un criterio basado en la ortogonalidad de proyecciones puede
aportar más información en cada paso ([66, 59]). Es por ello que hemos tratado
de responder a la pregunta obvia de cuál es el criterio de ortogonalidad óptimo,
o expresado de otra manera, a cuántas proyecciones anteriores debe la siguiente
proyección presentada ser lo más ortogonal posible. La respuesta después de la
conveniente simulación (sección 5.2) es que a las dos anteriores, lo cual, por otra
parte, es bastante intuitivo.

Corrección de la CTF

La corrección de la función de transferencia del microscopio electrónico se
convierte en una condición indispensable en el camino de la microscopı́a elec-
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trónica tridimensional hacia la obtención de datos de alta resolución y datos cuan-
titativos. El principal efecto de la función de transferencia del microscopio elec-
trónico es la inversión de fase producida a determinadas frecuencias medias la
cual proyecta la masa de la partı́cula a esas frecuencias con un contraste invertido
a como se proyecta el resto. Por este motivo reconstrucciones en las que no se co-
rrige en absoluto dicha función de modulación deben filtrar sus resultados a una
frecuencia coincidente con el primer cero de la función de la CTF.

Una corrección de la fase bastarı́a para evitar esta mezcla de diferentes con-
trastes y ası́ poder filtrar el volumen resultante a la frecuencia a la que se considere
que efectivamente se deja de tener información. Es más, existen experimentos
[27, 26, 28] que nos demuestran que en una imagen convencional la mayor parte
de la información de la imagen se encuentra en la fase de la transformada de
Fourier, por lo que esta corrección simple serı́a suficiente para obtener una impor-
tante mejora en la resolución alcanzada.

La corrección de amplitud vendrı́a a completar el panorama en el que la dife-
rente modulación a la que cada una de las componentes espectrales del volumen
reconstruido ha sido sometida se corrige, para ası́ obtener reconstrucciones en las
que todas las componentes espectrales son recuperadas en su verdadera magnitud.
El modo tradicional de corrección de amplitud pasa por la división en frecuencia
por la función de transferencia o una división cuidadosa por esta misma función
(filtrado de Wiener). Sin embargo, la primera aproximación no puede utilizarse
en este caso puesto que la función de transferencia contiene valores nulos y en
esas frecuencias no se puede dividir. En cuanto al filtrado de Wiener no da buenos
resultados con imágenes muy ruidosas y si es aplicada al volumen no queda muy
claro cómo calcular un parámetro del que depende. En la presente tesis se ha pro-
puesto un método de corrección de la función de transferencia que evita dividir
por ella y al mismo tiempo se adapta fácilmente al trabajo con otros algoritmos
de reconstrucción que no sean el considerado en este trabajo. Adicionalmente el
modelo de formación de la imagen introducido en el método de corrección puede
ser tan flexible como se desee y puede ser extendido en un futuro para considerar
las diferencias de desenfoque experimentadas por una misma partı́cula cuando su
altura es relativamente grande, tal es el caso de la reconstrucción tomográfica de
células completas o secciones de tejido.

Sin embargo, ninguna de las correcciones anteriores se podrı́an llevar a cabo
si no se cuenta de una estimación de la función de transferencia a corregir. En este
punto es donde entra en juego la estimación espectral paramétrica proporcionada
por los modelos ARMA y el posterior ajuste teórico a la densidad espectral calcu-
lada. Los modelos ARMA han demostrado ser superiores a la estimación clásica
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de promediado de periodogramas en un número de aplicaciones ([70, 94, 76]). En
este caso también se han aplicado con éxito y su principal caracterı́stica en nuestra
aplicación ha sido la de producir estimaciones de la densidad espectral de poten-
cia mucho menos ruidosas que las obtenidas por promediado de periodogramas, o
lo que es lo mismo, con una menor varianza puntual. Esta propiedad se conserva
incluso en la estimación espectral con imágenes sin pelı́cula de carbón en la que
la función de transferencia es mucho menos visible.

La correcta y limpia estimación de la densidad espectral de potencia ha posi-
bilitado el ajuste del modelo teórico completo de CTF que de otro modo hubiese
resultado impracticable. Con todo, el alto número de parámetros de dicho mo-
delo fuerza un algoritmo de búsqueda paso a paso que evite, en la medida de lo
posible, quedar atrapado en mı́nimos locales que no representen bien a la función
de transferencia subyacente. En esta tesis se ha desarrollado un complejo algorit-
mo de ajuste del modelo teórico de CTF a la estimación de la densidad espectral
de potencia en el que se presta especial atención al ajuste correcto de los ceros
espectrales puesto que juegan un papel primordial en la corrección de CTF.

Información a priori

La tercera pieza clave para la consecución de una mejora de la calidad de
las reconstrucciones obtenidas es la introducción en el proceso de información a
priori sobre el volumen a reconstruir. En la presente tesis se ha considerado el
conocimiento de la superficie de la proteı́na, del volumen ocupado y de posibles
simetrı́as puntuales. Además, se ha incorporado la restricción de que la masa a
reconstruir debe ser positiva puesto que no existen en la naturaleza masas nega-
tivas. Por último, se ha dotado al algoritmo de reconstrucción de un mecanismo
para comenzar las iteraciones desde un punto conocido al cuál debe parecerse el
volumen solución.

La superficie de la proteı́na es una pieza de información que se puede obte-
ner por microscopı́a de fuerzas atómicas o técnicas de sombreado metálico para
estructuras cristalinas. En este caso la información procedente de la microscopı́a
complementaria debe ser integrada y alineada con la información del microscopio
electrónico. Por ello se han desarrollado en esta tesis algoritmos de alineamiento
entre una superficie y un volumen. Una vez que se conoce la posición exacta de la
superficie en el volumen, esta información es utilizada para imponer restricciones
al proceso de reconstrucción de tal manera que se concentre la masa en el interior
de esta superficie.
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Microscopı́as complementarias no son la única fuente de información super-
ficial puesto que un análisis no lineal de un volumen reconstruido basado en fil-
trados morfológicos, umbralización o cualquier otra técnica de segmentación y
procesado no lineal de volúmenes también proporciona información útil sobre el
volumen solución final. Esta pieza de información puede ser utilizada del mismo
modo que las restricciones de superficie impuestas por otras microscopı́as.

La masa de una proteı́na es un dato conocido por técnicas bioquı́micas. Asu-
miendo una densidad constante en el interior proteı́na, aproximación comúnmente
utilizada en el campo para segmentar los volúmenes reconstruidos, se puede cono-
cer el volumen ocupado por la misma. En esta tesis se ha modelado un modo de
introducir esta información en el propio proceso de reconstrucción de manera que
en cada iteración de ART no se permita la reconstrucción de soluciones que ocu-
pen un volumen mayor que el permitido.

La positividad del nivel de densidad a reconstruir en cada punto es una restric-
ción habitualmente utilizada en otros campos de la tomografı́a y suele constituir
una pieza de información clave para la consecución de resultados aceptables en
campos donde se cuenta con muy poca información como SPECT (Single Positron
Emission Computed Tomography) [78]. En microscopı́a electrónica el valor de los
vóxeles reconstruidos están asociados a la densidad de masa existente en esa re-
gión del espacio, la cual no puede ser nunca negativa. Sin embargo, las imágenes
de proyección sufren demasiadas transformaciones en su camino hacia una re-
construcción por lo que pierden su significado numérico y es habitual tener que
normalizarlas antes de introducirlas en el algoritmo de reconstrucción. En esta
tesis se han estudiado diversos métodos de normalización (sección 3.3) y se ha
demostrado que bajo ciertas hipótesis es posible utilizar un tipo de normalización
que permite la inclusión de restricciones de positividad al volumen solución. De
este modo encontramos en esta restricción una nueva herramienta de lucha contra
el ruido presente en el volumen final.

El mecanismo desarrollado para imponer los tres tipos de restricciones men-
cionados (superficie, volumen y positividad) posibilitan la traducción de volúme-
nes expresados en vóxeles (espacio en el que trabajan la mayorı́a de los algorit-
mos y programas de procesamiento de imagen) a blobs (espacio en el que trabaja
la implementación del algoritmo de reconstrucción utilizado en esta tesis). Este
hecho permite suministrar a dicho algoritmo de reconstrucción una solución ini-
cial más cercana a la solución real. Dado que el algoritmo minimizará el error de
las proyecciones de la solución con las proyecciones experimentales ası́ como la
distancia euclı́dea entre la solución alcanzada y la solución inicial, encontramos
en este mecanismo una forma singular de condicionar la búsqueda en el espacio
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de soluciones. Este condicionamiento puede favorecer la consecución de determi-
nadas propiedades del volumen reconstruido.

La introducción de la simetrı́a supone un destacado mecanismo de lucha con-
tra el ruido puesto que estamos multiplicando por un factor (el cardinal del sub-
grupo de simetrı́a) el número de proyecciones conocidas sobre el espécimen. En
esta tesis se ha generalizado el uso de simetrı́as ası́ como el estudio de sus interac-
ciones de manera que la existencia de varios elementos de simetrı́a en un volumen
genera más información sobre la solución que la suma de las informaciones parti-
culares asociadas a cada uno de los elementos. Los virus icosaédricos son un claro
ejemplo de este caso. Especial cuidado debe aplicarse a las simetrı́as cristalinas
en las que la regular disposición que adoptan las macromoléculas en el espacio
induce nuevos elementos de simetrı́a no puntual que pueden ser explotados por el
algoritmo de reconstrucción.

Para finalizar tenemos que añadir el hecho de que la inclusión de información a
priori es tanto más valiosa cuanto mayor sea el desconocimiento por microscopı́a
electrónica de la partı́cula en estudio ya sea por motivos de escaso número de
proyecciones, por una cobertura angular insuficiente o por una relación señal a
ruido o contraste especialmente deteriorados.

Resultados

Todos los algoritmos e ideas desarrolladas en la tesis se han llevado a la prácti-
ca para el análisis de partı́culas reales por microscopı́a electrónica de transmisión.
Para ello se han desarrollado más de 250.000 lı́neas de código en C++ organizadas
en una serie de librerı́as y programas disponibles públicamente que se integran
en el paquete de procesamiento de imágenes de microscopı́a Xmipp [97]. Con
este paquete ya se han realizado estudios estructurales de macromoléculas como
[137, 8, 91, 101]

Se han realizado simulaciones con el objetivo de determinar el grado de mejo-
ra de la calidad obtenido en las reconstrucciones al aplicar toda la serie de técnicas
mencionadas. Al ser conocida la verdadera solución se pueden establecer criterios
objetivos que determinen la cuantı́a de la mejora. De hecho, son estos criterios ob-
jetivos los que han posibilitado la optimización y sintonización de los parámetros
libres de los distintos algoritmos al problema concreto a resolver. Los resultados
con dichas simulaciones confirman la hipótesis inicial de mejora de la calidad.
Los resultados con partı́culas reales muestran la misma tendencia y en aquellos
casos en los que es posible medir el aumento de resolución también se aprecia un
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sustancial aumento.
Este incremento de la calidad supone un paso importante en el camino de la

microscopı́a electrónica de transmisión hacia su establecimiento como una técni-
ca de alta resolución. Este hecho cada vez es más una realidad dados el amplio
espectro de partı́culas susceptibles de ser estudiadas con esta técnica, la automa-
tización de muchos procesos tales como la toma de micrografı́as y la selección de
partı́culas lo cual posibilita reconstrucciones con un número muy alto de proyec-
ciones, mejoras en la preparación de la muestra con lo que las proyecciones cada
vez arrojan información de mayor calidad, y por último, el avance de las técnicas
de procesamiento de imagen inevitablemente asociadas a este tipo de microscopı́a.

La consecución de estructuras tridimensionales de calidad en biologı́a está sir-
viendo para una mayor comprensión de los complicados mecanismos moleculares
que definen en último término la forma de vida de la célula. Del mismo modo
que la interacción del campo del procesamiento de imágenes -tradicionalmente
ocupado por matemáticos aplicados, fı́sicos, ingenieros de telecomunicación y
electrónicos e informáticos- con el mundo de la biologı́a estructural está pro-
duciendo importantes y fructı́feros avances cientı́ficos, la convergencia entre la
biologı́a estructural y otras ramas de la biologı́a como la proteómica, la genómi-
ca y la biologı́a celular nos llevarán a destacados avances médicos y a un mejor
entendimiento de nuestro entorno.
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Capı́tulo 7

Conclusiones

Las principales aportaciones de esta tesis han sido:

Haber puesto a punto en el laboratorio un paquete de software para la de-
terminación de la estructura tridimensional de macromoléculas mediante
métodos iterativos con la incorporación de diferentes tipos de funciones
base y rejillas. Este paquete de software ya ha sido empleado en análisis
estructurales de importante complejos macromoleculares.

Haber desarrollado un método de optimización basado en conceptos es-
tadı́sticos útil en entornos con una alta variabilidad, un amplio número de
variables independientes y múltiples funciones objetivo a optimizar.

Haber desarrollado un método de ajuste de un modelo teórico de función de
transferencia del microscopio a una estimación de la densidad espectral de
potencia. Dicha estimación se realiza por medio de modelos paramétricos
ARMA.

Haber desarrollado un mecanismo de corrección de la función de transfe-
rencia de contraste (CTF), tanto en fase como en amplitud. La corrección
en amplitud se realiza por medio del algoritmo iterativo IDR en el que se
elimina la necesidad de dividir por la CTF, evitando ası́ los problemas con
los que se enfrentan los métodos convencionales en el campo.

Haber optimizado una gran variedad de parámetros utilizados durante el
proceso de reconstrucción tales como el factor de relajación del algoritmo
de reconstrucción ART con blobs, el factor de aceleración del algoritmo
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de corrección de función de transferencia IDR, la región de soporte de los
modelos ARMA empleados en la correcta detección de la CTF, parámetros
de forma de la rejilla y función base en la expansión en serie del volumen
solución producida durante la reconstrucción, y el orden de presentación de
las proyecciones al algoritmo iterativo.

Haber incorporado mecanismos de introducción de información a priori en
el propio proceso de reconstrucción. Esta información hace referencia a la
existencia de simetrı́a, la superficie de la macromolécula, su volumen ocu-
pado y restricciones de positividad en los niveles de densidad. Para esta
última restricción se ha llevado a cabo un análisis exhaustivo de los méto-
dos existentes de normalización de proyecciones y se han propuesto dos
métodos adicionales.

Extensión de los métodos iterativos de reconstrucción tridimensional, y y
todas las mejoras presentadas en esta tesis, para la determinación de la
estructura tridimensional de especı́menes biológicos que forman cristales
bidimensionales.

Todas estas aportaciones han contribuido a una mejora de la calidad de los
volúmenes obtenidos redundando en una mejora apreciable de la resolución
alcanzada. Este punto es de vital importancia en la interpretación biológica
de los resultados y para su interacción con otros campos como pueden ser
imágenes procedentes de otras microscopı́as, integración con datos a res-
olución atómica o predicción de estructuras.
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Planes de futuro

El trabajo realizado en esta tesis deja abierto el camino a una serie de nuevos
estudios que aumenten aún más desde el apoyo del procesamiento de imagen la
potencia de la microscopı́a electrónica como técnica de resolución estructural:

Estudiar la influencia del número de iteraciones en la calidad de los resulta-
dos obtenidos.

Estudiar otros algoritmos iterativos como alternativa a ART. En concreto,
Component Averaging se perfila como un candidato de propiedades de con-
vergencia conocidas cuyo código es paralelizable.

Estudiar la influencia de parámetros tales como el número de imágenes,
tamaño de las mismas y variación en la CTF en la región de óptimo rendi-
miento en el factor de relajación de IDR.

Estudiar la incorporación de otros tipos de conocimientos a priori como son
la naturaleza discreta de las proteı́nas y la distribución estadı́stica a priori
del conjunto de volúmenes solución.

Estudiar la introducción durante el proceso de reconstrucción de operadores
no lineales que realcen el contenido de la imagen y eliminen el ruido.

Estudiar la posibilidad de describir una función objetivo tal que el proceso
de reconstrucción no se vea afectado por la presencia de un ruido perfecta-
mente caracterizado.
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Estudiar los efectos de técnicas estadı́sticas de muestreo como bootstrap
para combinar distintas reconstrucciones de una misma partı́cula con un
mismo conjunto de proyecciones y comprobar su capacidad de eliminación
de variabilidad de la reconstrucción final.

Estudiar la manera de informar sobre la variabilidad local de las reconstruc-
ciones, de manera que se puede asignar un grado de fiabilidad a los niveles
de densidad obtenidos.

Estudiar mecanismos de preprocesado de las imágenes con la intención de
eliminar ruido de ellas sin deteriorar la señal y de postprocesado del volu-
men de manera que se realce su contenido biológico frente al ruido exis-
tente.
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