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Estructuras algebraicas

Reticulo
(B,®,®,~) es Reticulo donde @, ® son operaciones binarias internas si se cumple Va, b, c € B
Conmutatividad a®b=0b0Da a®b=b0a
Asociatividad  a® (b®c)=(a®b)®dc a@(bOc)=(a®b) ¢
Absorcién a®(ad®b)=a a®(adb)=a
Teoremas:

Idempotencia a®a=a aGa=a

Reticulo distributivo=Reticulo+
Distributividad a® (boc)=(a®b) O (adec) a®(b®c)=(aOb) D (a®c)

Algebra de Boole=Reticulo distributivo+
tiene elemento minimo 0 (elemento neutro de @) y méximo 1 (elemento neutro de @) y cada ele-
mento a tiene un complementario ~ a tal que
Elemento neutro ad0=a a®l=a

Elemento complementario a®~a=1 a®~a=0 (sedeben cumplir las dos)
Por ser reticulo distributivo, el complementario de cada elemento es inico. Ademds, ~ 0 = 1.
Teoremas:

Ley de involucién ~(~a)=a

Dominacion adl=1 a®0=0
Ley de Morgan a®b=~ (~a® ~b) a®@b=~ (~ad ~Db)

Principio de dualidad:
Cualquier identidad es valida también tras intercambiar & <> ©, 0+ 1.

\

Teoria de conjuntos

Igualdlad: A=B< ACBABCA

Complementario: A°={x €U |x ¢ A}

Diferencia: A\ B={x € A|lz ¢ B} = AN B°

Diferencia simétrica: AAB = (A\ B)U(B\ A)

Producto cartesiano: A1 X As X ... X A, = {(z1, 22, ...,x,)|x1 € A1, 20 € Ag,...,x, € Ay}

Algebra de conjuntos. (P(U),U,N) es un &lgebra de Boole para cualquier conjunto U, donde
P(U) es el conjunto de partes de U (todos los subconjuntos posibles de U), el complemento es el

complemento de conjuntos, y los elementos neutros de la unién (U) y la interseccién (N) son & y
U, respectivamente.




A\ B =AnBe

(AU B)¢ = A°n B¢, (AN B)¢ = A°U B¢
AAB=(A\B)U(B\A)=(AUB)\ (AN B)
A\ B=AA(ANB)
(AUB)xC=(AxC)u(BxC
Ax(BUC)=(AxB)U(AxC
(ANB)xC=(AxC)Nn(BxC
Ax(BNC)=(AxB)Nn(AxC
(A\B)xC=(AxC)\(Bx()
Ax(B\C)=(AxB)\(Ax ()
(AUB)x (CUD)=(AxC)U(BxC)U(AxD)U(Bx D)
(A\B)\C'= A\ (BUC)

)
)
)
)




Ejercicio 1. (Reticulos algebraicos) Sea (B,®,®) un reticulo, es decir, ¢ y ©® son
internas, conmutativas y asociativas, y satisfacen las leyes de absorcion, para todo
z,y € B:

(Absl) z@®(xz0y) =z, (Abs2) zO(xdy) =x.

Demostrar la idempotencia de & y de ©:

VaoeB: a®a=a, a®a=a.

Solucién:
Idempotencia de @. Sea a € B. Aplicamos (Abs2) con x =a e y = a:

a® (a®a)=a. (1)
Aplicamos ahora (Absl) con x =aey = (a®a):
a®(a®(ada)) =a. (2)

Sustituyendo (1) en (2) obtenemos
a®a=a.

Idempotencia de ©. Sea a € B. Aplicamos (Absl) con x =a ey = a:
a®(a®a)=a. (3)
Aplicamos ahora (Abs2) con x =aey = (a®a):
a®(a®(a®a)) = a. (4)

Sustituyendo (3) en (4) obtenemos
a®a=a.

Ejercicio 2. (Reticulos algebraicos) Sea (B,®,®) un reticulo. Definir una relaciéon <
en B por
r<y < zxBy=y,

y probar que, para cualesquiera a,b € B, se cumple
a<add y b<adb.

Solucién:
Demostracién de a < a ® b. Por definiciéon de <, basta probar que

a®(a®b)=adb.



a®(a®b) = (a®a)db (asociatividad de B)
= adb (idempotencia de @)

Por tanto, a ® (a ®b) = a @ b, y se concluye que a < a B b.

Demostracion de b < a @ b.
Por definicion de <, basta probar que

bd(adb)=adb.

b®(adb) = (b@a)db (asociatividad de @)
= (a®b)®b (conmutatividad de @)

a® (bdb) (asociatividad de @)

= ad®b (idempotencia de @)

Por tanto, b® (a ®b) = a @ b, y se concluye que b < a @ b.

Ejercicio 3. (Reticulos algebraicos) Sea (B,®,®) un reticulo. Definimos < como en el
ejercicio anterior. Probar que, para cualesquiera a,b € B, se cumple

a®b<a y a®b<b.
Solucién: Por definicién de <, basta probar las igualdades

(a@b)®a=a y (a@b)@b="0.

Demostraciéon de a © b < a.

a® (a©®b) (conmutatividad de @)
= a (absorcién: a ® (a ©® b) = a)

(a®b)@a

Demostraciéon de a ©® b < b.

b® (a®b) (conmutatividad de @)
= b (absorcién: b @ (b ® a) = b y conmutatividad de ®)

(a®b) @b

Ejercicio 4. (Reticulos algebraicos) Sea (B, ®,®) un reticulo (algebraico). Definimos
dos relaciones en B:

T<gy <= TDY=1y, T<py <= zTOyY==w.



Demostrar que ambas relaciones coinciden, es decir, que para cualesquiera z,y € B
x S@ Yy < T S@ Y.

Solucién: Sean z,y € B.

(1) Si x <y y, entonces = <g y. Supongamos

rDy=y.
Queremos probar
rTOY=2x.
@y = zO(xdy) (sustitucion: x ®y=1y)
= =z (absorcién: @ (x @ y) = x)

Por tanto, x ©® y = z, es decir, z <g y.

(2) Si z <g y, entonces = <g y. Supongamos

TOY==x.
Queremos probar
TDY=y.
r®y = (zOy)®y (sustitucién: z Oy =x)

= y®(xOy) (conmutatividad de @)
=y (absorcién-)

Por tanto, x @ y = y, es decir, x <g y.

Como hemos probado ambas implicaciones, concluimos que

r<gy < z<pVY,

y por tanto las dos definiciones de orden son equivalentes.

Ejercicio 5. (Reticulos algebriicos) Demostrar que < define una relacién de orden y
que & y O coinciden con el supremo y el infimo.

Solucién: La relacién < en B estd definida por

a<b <= a®b=hb.

(1) La relacidn < es un orden parcial.

= Reflerividad. Por la idempotencia de &, se tiene a ® a = a, luego a < a.



» Antisimetria. Si a < by b < a, entonces
adb=b y bda=a.
Por conmutatividad de &, ambas igualdades implican a = b.
s Transitividad. Si a < by b < ¢, entonces
a®db=b y bbc=c
Usando asociatividad y conmutatividad,
a®c=adbBc)=(a®b)DdDc=bDdc=c,
luego a < c.
Por tanto, < es una relacién de orden parcial en B.

(2) @ es el supremo. Por ejercicios anteriores, sabemos que esta relacién es reflexiva y que a < a®b
y b < adb, es decir, a ® b es una cota superior de {a,b}. Resta probar que es la menor de todas
las cotas superiores.

Minimalidad. Sea ¢ € B una cota superior de a y b, es decir,
a<c y b<e.
Por definicién de <, esto equivale a
a®c=c y bdc=c.

Queremos demostrar que a @ b < ¢, esto es,

(a®b)dc=c.
(a®b)@c = a®(b®c) (asociatividad de @)
= adc (porque b @ ¢ = ¢)
= ¢ (porque a @ ¢ = c¢)

Por tanto, (a ® b) ® ¢ = ¢, y se concluye que
a®b<e.
En consecuencia, a @ b es la menor cota superior de {a, b}, es decir,
a® b= sup{a,b}.

(8) ® es el infimo.

Por ejercicios anteriores, sabemos que

a®b<a y a®b<b,



es decir, a ® b es una cota inferior de {a,b}. Resta probar que es la mayor de todas las cotas
inferiores.

Mazimalidad. Sea ¢ € B una cota inferior de a y b, es decir,
c<a y c<hb.
Usando la caracterizacion equivalente del orden,
<y <= Oy =uz,
estas desigualdades equivalen a
cOa=c y cOb=c

Queremos demostrar que ¢ < a ® b, lo que, de nuevo por la definicién del orden, equivale a probar
que

cO®(a®b) =c
c®(adb) = (c®a)®b (asociatividad de ®)
= cOb (porque c®a = c¢)
= ¢ (porque c® b =c¢)

Por tanto, ¢ ® (a ® b) = ¢, y se concluye que
c<a@®b.
En consecuencia, a ® b es la mayor cota inferior de {a, b}, es decir,

a ®b=inf{a,b}.

Ejercicio 6. (Reticulos algebraicos) Demostrar la idempotencia para cualquier reticu-
lo.

Solucién: Sea (B,®,®) un reticulo. Por definicién, para cualesquiera a,b € B existen el supremo
a® b =sup{a,b} y el infimo a ® b = inf{a, b}.
En particular, para todo a € B se tiene

a® a =sup{a,a}.
Como el supremo de un conjunto con un unico elemento es ese mismo elemento, se sigue que
a®a=a.

De manera analoga,
a® a = inf{a,a} = a.



Concluimos que en cualquier reticulo ambas operaciones son idempotentes.

Ejercicio 7. (Algebra de Boole) Sea (B,®,®,~) un algebra de Boole. Demostrar que,
para todo a € B, se cumple la ley de tnvolucion:

~ (N a) = Q.
Solucidén: Sea a € B. Por definicién, ~ a es el complemento de a, es decir,
ab~a=1 y a® ~a=0.

Queremos demostrar que a es el complemento de ~ a. Para ello, comprobamos que a satisface las
dos propiedades que definen al complemento de ~ a.

(1) Primera condicién: ~a®a = 1.

~a®a = ad~a (conmutatividad de @)

=1 (definicién de complemento)

(2) Segunda condicién: ~a® a = 0.
~a®a = a® ~a (conmutatividad de ®)

=0 (definicién de complemento)

Como a verifica ambas propiedades, es un complemento de ~ a. Pero en un algebra de Boole el
complemento es tnico, luego
~ (N a) = Q.

Concluimos que el operador complemento es involutivo.

Ejercicio 8. (Algebra de Boole) Sea (B,®,®,~) un dlgebra de Boole. Demostrar que, para
todo a € B, se cumplen las leyes de dominacién:

adpl=1 y a®0=0.

Solucion:

Demostracion de a &1 = 1.
Como 1 es el complemento de 0 y a® ~ a = 1, se tiene:



adl = a®(a® ~a) (porquead ~a=1)
(a®a)® ~a (asociatividad de &)
= ad~a (idempotencia de @)

(

=1 definicién de complemento)
Por tanto, a1 = 1.

Demostracién de a © 0 = 0.
Como 0 es el complemento de a respecto a ®, es decir, a® ~ a = 0, se tiene:

a®0 = a®(ad®~a) (porquea® ~ a=0)
(a®a)® ~a (asociatividad de ®)
a® ~a (idempotencia de ®)

=0 (definicién de complemento)

Por tanto, a ® 0 = 0.

Concluimos que en cualquier algebra de Boole se verifican las leyes de dominacién.

Ejercicio 9. (Algebra de Boole) Sea (B,®,®,~) un algebra de Boole (reticulo distri-
butivo con 0,1 y complementos). Demostrar que, para cualesquiera a,b € B, se cumplen
las leyes de De Morgan:

~ (a®b) =~ a® ~ b, ~(a®b)=~ad ~b.

Solucion:

(1) Demostracién de ~ (a @ b) =~ a® ~ b. Basta probar que ~ a® ~ b es el complemento de
a @b, es decir, que

(a®b)®(~ad ~b)=1 y (a®b)©(~a® ~b) =0.

(i) Primera condicion: (a ®b) @ (~a® ~b) = 1.

(adb)®(~a®~b) = ((a®b)®~a)® ((a®b)d~b) (distributividad: 2@ (y©2) = (zDy) © (z® z))
= ((a®~a)®b)® (a® (b ~b)) (asociatividad y conmutatividad de @)
= lebd)oe(edl) (complemento: a® ~a=1,bd ~b=1)
= 101 (dominacién: 1b=1,ad1=1)
= 1 (neutro de ®)
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(1) Sequnda condicion: (a ®b) ® (~ a® ~ b) = 0.
(a®b)®(~a® ~b) = ((a®b)O~a)®~b
= ((@a®~a)® (o ~a)®~b
= (0@ (o ~a)o~b

asociatividad de ®)
distributividad: (z®y) ©z=(x©2)® (y ® 2))

complemento: a® ~ a = 0)

~~ Y~ o~ o~~~ o~ o~

= (bO~a)o~Db neutro de @: 0 @z = x)

= bO(~bO ~a) conmutatividad y asociatividad de ©)
= (b®~bo~a asociatividad de ®)

= 0©~a complemento: b® ~ b = 0)

=0 dominacién: 0 ® z = 0)

Como ~ a® ~ b cumple ambas condiciones, es el complemento de a @ b, y por unicidad del
complemento en un reticulo distributivo concluimos

~ (a®b) =~a® ~b.

(2) Demostraciéon de ~ (a ® b) =~ a® ~ b. De nuevo, basta probar que ~ a® ~ b es el
complemento de a ® b, es decir, que

(a@b)®(~ad ~b)=1 y (@a®b)®(~ad ~b)=0.

(i) Primera condicion: (a ©® b) ® (~ a® ~ b) = 1.

(a®b)®(~ad~b) = ((a®b)d~a)d~b (asociatividad de @)
= ((a®~a)o (b®~a))®~b (distributividad: (z0y)®2z=(z®2) 0 (y & 2))
= (1o(®®~a)d~Db (complemento: a® ~ a = 1)
= bPp~a)®~Db (neutro de @: 1 ® z = x)
= ~a® (bd~D) (conmutatividad y asociatividad de @)
= ~ad®l (complemento: b® ~ b = 1)
=1 (dominacién: x ¢ 1 =1)

(ii) Segunda condicion: (a ® b) ® (~ a® ~ b) = 0.

(a®b)O(~ad~b) = ((a0b)o~a)® ((a®@b)®~b) (distributividad: z® (y® 2) = (O y) & (z © 2))
= ((a®~a)®b)® (a® (b® ~b)) (asociatividad y conmutatividad de ©)
= 00b)@(ae0) (complemento: a® ~ a =0, b® ~ b = 0)
= 040 (dominacién: 0 ® = = 0)
=0 (idempotencia / neutro de @)
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Como ~ a® ~ b cumple ambas condiciones, es el complemento de a ® b, y por unicidad del
complemento concluimos

~ (a®b) =~ ad ~b.

Ejercicio 10. (Algebra de Boole) Sea (B, ®,®,~,0,1) un dlgebra de Boole. Recordamos
el principio de dualidad:

Cualquier identidad valida en un algebra de Boole sigue siendo valida al
intercambiar simultaneamente

SR AON 0« 1.

(a) Partiendo de la ley de dominacién
adl=1,

escribir su identidad dual y comprobar que también es valida.
(b) Partiendo de la ley de absorcién

a® (a®b) =a,

escribir su identidad dual y comprobar que también es valida.
Solucién:

(a) Dual de la ley de dominacién.

La identidad original es
a®l=1.

Aplicando el principio de dualidad, intercambiamos @ por ® y 1 por 0, obteniendo la identidad
dual:
a®0=0.

Esta igualdad es precisamente la segunda ley de dominacion, ya demostrada. Por tanto, la identidad
dual también es valida.

(b) Dual de la ley de absorcién.

La identidad original es
a®(a®b) =a.

Aplicando el principio de dualidad, intercambiamos @ por ® y viceversa, obteniendo:
a® (a®b) =a.

Esta igualdad corresponde a la segunda ley de absorcién, valida en todo reticulo, y por tanto
también en un algebra de Boole.
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Concluimos que, una vez demostrada una identidad, su identidad dual es automéaticamente valida,
sin necesidad de una nueva demostraciéon independiente.

Ejercicio 11. Demostrar que (P(U),U,N) es un reticulo.

Solucién: En un reticulo (B,®,®) las operaciones @ y ® deben ser internas en B y satisfacer
conmutatividad, asociatividad y absorcién.

En nuestro caso, B =P (U), ® = Uy ® = N. Las operaciones son internas porque, dados A, B C U,
también AUBCUy ANBCU.

Probamos ahora las propiedades por razonamiento con elementos. Sean A, B,C C Uy x € U.

Propiedad Unién U Interseccién N
reAUB & reANB &
. (xreAdozxeB)& (reAyreB)&
Conmutatividad
(reBozxel) e (reByzxel) s
xr € BUA. x € BNA.
r€e AU(BUC) & reAN(BNC) &

re€Ao(xeBorzel)& reAy(xeByrel)s
Asociatividad | (r€AoxeBoze(l) & (reAyrxeByzxel)s

(re AUB)oze(C & (reANB)yrzeC<&

re(AUuB)UC. ze(ANB)NC.

r€ AU(ANB) & r€AN(AUB)

B re€Ao(reAyrxeB)s re€Ay(xr€eAozxeB)e
Absorcién

reEAs reEAs

x € A x € A

Como ambas operaciones son internas y satisfacen conmutatividad, asociatividad y absorcion,
(P(U),U,N) es un reticulo.

Ejercicio 12. (Algebra de conjuntos) Demostrar que (P(U),U,N) es un reticulo distri-
butivo.

Solucién: Ya sabemos que (P(U),U,N) es un reticulo, donde la unién juega el papel de supremo
y la interseccion el de infimo. Para que sea distributivo debemos comprobar que, para cualesquiera
A, B,CCU,

AN(BUC)=(ANB)U(ANC) y AU(BNC)=(AUB)N(AUQ).

Probamos la primera igualdad por doble inclusién. Sea z € U. Siz € AN (B UC), entonces x € A
yx e BUC, esdecir,z € Boxe(C.
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= Six € B, entonces x € AN B.

» SixzeC, entonces z € ANC.

En cualquier caso, x € (AN B)U(ANC).

Reciprocamente, si z € (AN B)U (ANC), entonces x € ANB oz € AN C. En cualquier caso,
x €Ay ademds x € Box € C, es decir, z € BUC. Por tanto z € AN (BUC).

Hemos probado
AN(BUC)=(ANB)U(ANCQC).

Probamos ahora la segunda ley distributiva, también por doble inclusién. Sea z € U.

(1) Demostrar AU(BNC)C (AUB)N(AUCQC).
Supongamos = € AU (B N (). Entonces se cumple:

reA o xzeBNC.

= Siz € A, entonces claramente x € AUBy x € AUC, por lo que

ze(AUB)N(AUC).

= Siz e BNC, entonces © € By x € C. En particular, v € AUB (porque x € B) yx € AUC
(porque z € C), luego
ze(AUB)N(AUC).

En cualquiera de los dos casos, x € (AU B) N (AUC), y por tanto
AU(BNC)C(AUB)N(AUC).

(2) Demostrar (AUB)N(AUC)C AU (BNCQC).

Supongamos ahora z € (AU B) N (AU C). Entonces

r€AUB y ze€ AUC.

Esto significa que:
(reAozxzeB) y (z€Aozxzel).

Si x € A, entonces claramente x € AU (B N C) y hemos terminado. Supongamos por tanto que
x ¢ A. Bajo esta suposicién, de las condiciones anteriores se deduce:

= Dex € AUBYyx ¢ A, se sigue que = € B.
» Dexe AUC y x ¢ A, se sigue que z € C.

Por tanto x € By x € C, es decir,
re BNC.

En consecuencia, x € AU (BN C).
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Hemos probado que en todos los casos x € AU (BN (), luego

(AUB)N(AUC)C AU(BNO).

De (1) y (2) concluimos la igualdad
AUu(BNC)=(AuB)N(AUC),

es decir, la interseccion distribuye sobre la union.

Como en (P(U),U,N) se verifican ambas leyes distributivas, concluimos que es un reticulo distri-
butivo.

Ejercicio 13. (Algebra de Conjuntos) Sea U un conjunto y P(U) su conjunto de partes.
Sabemos que (P(U),U,N) es un reticulo distributivo. Definimos, para cada A C U, su
complementario como

A={zxeU|x¢ A}

Demostrar que (P(U),U,N, <) es un Algebra de Boole.
Solucién:
Para probar que (P(U),U,N) es un Algebra de Boole debemos verificar:

= la existencia de un elemento minimo 0 y uno méaximo 1,
= y que todo elemento A C U admite un complemento.
(1) Elementos minimo y méximo.
El conjunto vacio @ es el elemento minimo, pues para todo A C U:

FUA=A, PNA=o.

El conjunto total U es el elemento méximo, pues para todo A C U:
AuU =1, ANU = A.

Por tanto, @ es el neutro de U y U es el neutro de N.

(2) Existencia de complemento.
Sea A C U. Demostramos que A€ es un complemento de A.

(a) Primera condicion: AU A =1U.
Sea x € U. Entonces:

r€AUA <= (z€AdorxcA°) < (zx€Aox¢A),
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lo cual es siempre cierto. Por tanto,
AUA°=U.

(b) Sequnda condicion: AN A° = @.
Sea x € U. Entonces:
rE€EANA® <= (x€AyrcA°) <= (x€Ayx¢A),

lo cual es imposible. Por tanto,
ANA°=go.

Hemos probado que, para todo A C U,
AUA=U y ANA° =g,
es decir, que todo elemento de P(U) tiene complemento.

Como (P(U),U,N) es un reticulo distributivo, con elemento minimo &, elemento méximo U y
complemento para todo elemento, concluimos que

(P(U),U,N,°)

es un Algebra de Boole.

Ejercicio 14. (Algebra de conjuntos) Demostrar que, para cualesquiera conjuntos
A, B, D, se cumple
A\BC(A\D)U(D\ B).
Solucién: Sea x € A\ B. Por definicién,
r€eA y x ¢ B.
Consideramos dos casos:
Caso 1: © ¢ D. Entonces, como z € Ay x ¢ D, se cumple

x € A\ D.

Por tanto,
x € (A\D)U(D\ B).

Caso 2: x € D. Entonces, como x € D y x ¢ B, se cumple
x € D\ B.

Por tanto,
x € (A\D)U(D\ B).
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En ambos casos, z € (A\ D) U (D \ B). Como z era arbitrario en A\ B, concluimos que

A\BC (A\D)U(D\ B).

Ejercicio 15. Sea
A={zeR|-1<z <1}, B={zreR|0<z <2}
Definir y calcular los siguientes conjuntos:
AUB, AnB, A\B, B\A, AAB.

Solucion:

1) Unién AU B.
Por definicién,
AUB={zeR|ze€ Aozxe B}

Como A =(—1,1) y B =10,2], se obtiene

AUB=(-1,2].

2) Interseccién AN B.

Por definicién,
AnNB={reR|ze€ Ayzc B}

Los valores comunes a ambos conjuntos son los que cumplen 0 < z < 1, luego

ANB=[0,1).

3) Diferencia A\ B.

Por definicién,
A\B={zeR|xze€Ayuz¢ B}.

Esto equivale a —1 < x < 0, por tanto

A\ B = (~1,0).

4) Diferencia B\ A.

Por definicién,
B\A={zeR|zeByx¢A}

Esto ocurre cuando 1 < z < 2, luego
B\ A=11,2].
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5) Diferencia simétrica AAB.

Por definicién,
AAB = (A\ B)U(B\ A).

Sustituyendo los resultados anteriores,

AAB = (~1,0)U[L,2].

Ejercicio 16. (Algebra de conjuntos) Sea
A={zecR|2*-2r<0}, B={recR|z?-3z+2>0}.
Definir y calcular los siguientes conjuntos:
AUB, AnB, A\B, B\A, AAB.

Solucion:

1) Determinacién de los conjuntos A y B.
Conjunto A. Resolvemos la desigualdad:

=20 <0 <= z(r—2)<0.
El producto es negativo cuando 0 < z < 2, luego

A=(0,2).

Conjunto B. Resolvemos la desigualdad:

22 =3r+2>0 < (z—1)(x—2)>0.
El producto es no negativo cuando z < 1 o x > 2, luego

B = (—00,1]U[2,00).

2) Unién AU B.

AUB = (0,2) U ((—00,1]U[2,00)) =R.
3) Interseccién AN B.

ANB=(0,2)N((—o00,1]U[2,00)) = (0,1].

4) Diferencia A\ B.
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A\ B =(0,2)\ ((—o0,1]U[2,00)) = (1,2).
5) Diferencia B\ A.
B\ A= ((-00,1]U[2,00)) \ (0,2) = (—00,0] U [2,0).
6) Diferencia simétrica AAB.

AAB = (A\B)U(B\ 4) = (1,2) U ((—o0,0] U [2,00)) = (—00, 0] U (1,00).

Ejercicio 17. (Algebra de conjuntos) Sea
A={z eR||z| <2}, B={zeR||z -1+ |z —2| <2}
Definir y calcular los siguientes conjuntos:
AUB, AnB, A\B, B\A, AAB.

Solucion:

1) Determinacién de A y B.

Conjunto A.
2] <2 <= —2<2<2, = A=(-2,2).

Conjunto B. Estudiamos por casos:

z—1+]z—2 =S (-1 +@2-2)=1, 1<z<2,

Imponiendo |z — 1| + |z — 2| < 2:

r<1: 3-22<2 <= x> 3,
1<x<2: 1<2 <= (siempre cierto),
r>2: 20-3<2 <= z<3i

p-(32)
22

Por tanto,
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2) Unién AU B.

AUB = (-2,2)U (;2) - (-2,;).
ANB=(-2,2)N (;,2) = (;,2>.
ws=caan (42)= (1]

B\ A= (;,2)\(—2,2)= {22)

6) Diferencia simétrica AAB.

3) Interseccién AN B.
4) Diferencia A\ B.

5) Diferencia B\ A.

AAB = (A\ B)U(B\ A) = (2,1} U {2,5>.

Ejercicio 18. (Algebra de conjuntos) Sea § > 0 y consideremos en R? los conjuntos

A={(z,y) eR?||z| + |yl <8},  B={(z,y) eR?| a2 +y? <4},
C ={(z,y) € R* | max{Jz[, |y|} < d}.

Demostrar que
AcCBcCC.

La Fig. 1 muestra estos 3 conjuntos para ¢ = 1.
Solucién:

(1) Demostracién de A C B. Sea (z,y) € A. Entonces
|z| + |y| < d.

Como |z[, |y| > 0, se cumple
(e + [y)? = 2® + 3

porque
(= + ly)? = 2® + y* + 2laly| > 2® + *.

Tomando raices (todas las cantidades son no negativas),
Va2 +y? <]+ Jy|.
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Conjuntos AcB cC en g? (con 6=1)

1.5+ — A: x| +|y| <6
——- B: VX2 +y? <6
----- C: max{|x|, |y|} <6
1.0+

0.51

-0.51

-1.01

-1.54

-15 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5

Figura 1: Conjuntos A, B,y C para § = 1 del Ejercicio 18.

Por tanto,
Va2 +y? <z + [y| <6,

lo que implica (z,y) € B. Concluimos que A C B.
(2) Demostracién de B C C. Sea (z,y) € B. Entonces
Va4 y? <6
Como 2% < 22 + 2% y y? < 2% + 92, se tiene
o] = Va2 < Va2 + 2 <6 yl= ViR < Vel +y? <

En particular,
max{|z], [y} <4,

luego (z,y) € C. Concluimos que B C C.

Juntando (1) y (2), obtenemos

Ejercicio 19. (Algebra de conjuntos) Sea

A=(0,2], B=I[-1,1].
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(a) Calcular y describir los productos cartesianos A x By B x A.
(b) Demostrar que A x B # B x A.
Solucién:

(a) Célculo de los productos cartesianos.

Por definicién,
AxB={(z,y) eR* |z € A, y € B}.

Sustituyendo los conjuntos dados:
AxB={(z,y) eR?|0<z <2, —1<y<1}.
Analogamente,

BXA:{(:E,y)GR2|m€B, yeA}:{(m,y)€R2|—1§x§1, 0<y<2}.

(b) Demostracién de que A x B # B x A.
Basta encontrar un punto que pertenezca a uno de los conjuntos pero no al otro.
Por ejemplo, consideremos el punto (2,0).

(2,00 € Ax B porque 2€ Ay0e€B.

Sin embargo,
(2,0) ¢ Bx A porque 2¢ B.

Por tanto,
A X B +# B x A.

Geométricamente, A X B es un rectangulo horizontal, mientras que B x A es un rectangulo vertical,
obteniéndose uno a partir del otro por simetria respecto de la recta y = x.

Ejercicio 20. (Algebra de conjuntos) Demostrar que, para cualesquiera conjuntos A
y B, se cumple
AAB =(AUB)\ (AN B).

Solucién: Recordamos que la diferencia simétrica se define como
AAB = (A\ B)U(B\ A).
Demostraremos la igualdad razonando elemento a elemento.

(1) Demostracién de AAB C (AU B)\ (AN B).

Sea x € AAB. Entonces
x€(A\B)U(B\A).
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25 Comparacionde AXBy B xA

AXB
BxA
2.0 1 y=x

151

1.01

004 fmmmmmmmme

-0.57

e

-1.01

-1.5 T T T T T T T
-15 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 15 2.0 25

Figura 2: Producto cartesiano del Ejercicio 19. Los lados continuos pertenecen al conjunto, mientras
que el lado discontinuo, no.

Por tanto, se cumple al menos una de las dos posibilidades:

(i) x € A\ B. Entonces ¢ € Ay « ¢ B. En particular, z € AU B. Ademés, como x ¢ B, no puede
ocurrir que z € AN B. Luego z € (AUB) \ (AN B).

(i) v € B\ A. Entonces ¢ € By x ¢ A. En particular, v € AU B. Ademés, como = ¢ A, no puede
ocurrir que z € AN B. Luego x € (AU B) \ (AN B).

En ambos casos, x € (AU B) \ (AN B), asi que
AAB C (AUB)\ (AN B).

(2) Demostracién de (AU B)\ (AN B) C AAB.
Sea x € (AU B) \ (AN B). Entonces

re€AUB y x ¢ AN B.

La primera condicién dice que =z € A o x € B. La segunda condicién dice que mo se cumple que
r € Ayx e B alavez.

Por tanto, ocurren exactamente una de las dos posibilidades:
(i) x € Ayx¢ B. Entonces x € A\ B, luego z € (A\ B)U(B\ A) = AAB.
(ii)) x € Byx ¢ A. Entonces x € B\ A, luego z € (A\ B)U(B\ A) = AAB.
En ambos casos, x € AAB, y por tanto

(AUB)\ (AN B) C AAB.
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Como se cumplen ambas inclusiones, concluimos que

AAB = (AUB)\ (AN B).

Ejercicio 21. (Algebra de conjuntos) Demostrar que, para cualesquiera conjuntos A
y B, se cumple
A\ B = AA(ANB).

Solucién: Recordamos que la diferencia simétrica se define como
XAY =(X\Y)U(Y\X).
Tomamos X =AeY =ANBAB:

AN(ANB) = (A\(ANB))U((ANnB)\ 4).

(1) Simplificacién de (AN B)\ A.
Sea z € (AN B)\ A. Entonces x € ANByx ¢ A. Pero x € AN B implica en particular x € A,

contradiccién. Por tanto,
(ANB)\A=2.

(2) Simplificacién de A\ (AN B).
Seax € A\ (AN B). Entonces x € Ay x ¢ AN B. Como x € A, la condicién = ¢ AN B equivale a
x ¢ B. Por tanto,

re€Ayuxé¢ B,

es decir,
x € A\ B.

Esto demuestra que
A\ (ANB)C A\ B.

Reciprocamente, sea * € A\ B. Entonces x € Ay x ¢ B. En particular, x ¢ AN B, luego
x € A\ (AN B). Por tanto,
A\BC A\ (ANB).

Concluimos que
A\ (ANB)=A\B.

(3) Conclusién.
Sustituyendo (1) y (2) en la expresién de AA(AN B):

ANANB)=(A\(ANB))Ug =A\(ANB)=A\B.
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Por tanto,

Ejercicio 22. (Algebra de conjuntos) Demostrar que, para cualesquiera conjuntos
A, B,C,D, se cumple
(ANB)x (CND)=(AxC)n (B x D).

Solucién: Demostraremos la igualdad probando ambas inclusiones.

(1) Demostracién de (ANB) x (CND)C (AxC)N(B x D).
Sea (z,y) € (AN B) x (C'N D). Por definicién de producto cartesiano,

re€eANB y yeCnD.
Por definicién de interseccion,
re€Ayxe€B, yeCyyeD.

Por tanto,
(z,y) e AxC y (z,y) € Bx D,

lo que implica
(z,y) € (Ax CYN (B x D).

Concluimos que
(ANB)x (CND)C(AxC)n(Bx D).
(2) Demostracién de (A x C)N(B x D) C (AN B) x (CND).
Sea (z,y) € (A x C)N (B x D). Entonces,
(x,y) e AxC y (x,y) € Bx D.
Por definicién de producto cartesiano,
reAyyeC, reByyeD.

De nuevo, agrupando,
r€ANB y yeCnD.

Por tanto,
(x,y) € (AN B) x (CN D).

Concluimos que
(AxC)N(BxD)C(ANB) x (CND).

Como se cumplen ambas inclusiones, obtenemos la igualdad

(ANB) x (CND)=(AxC)N (B x D).
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Ejercicio 23. (Algebra de conjuntos) Sean A, B,C conjuntos. Demostrar que:
(AUB)x C=(AxC)u(BxC(C), AXx(BUC)=(AxB)U(AxC().

Es decir, el producto cartesiano es distributivo con respecto a la unién.
Solucién:

(1) Demostracién de (AUB) x C = (A x C)U (B x C).

Demostramos ambas inclusiones.

(i) (AUB) x C C(Ax C)U (B x C). Sea (z,y) € (AU B) x C. Entonces
r€e AUB y yeC.

De z € AU B se sigue que x € Ao z € B.

m Size Ayy e C, entonces (z,y) € A x C.

= Size ByyeC, entonces (z,y) € Bx C.

En ambos casos,
(z,y) € (Ax CYU(B x O).

Luego
(AUB)x C C(AxC)U(BxC).

(ii) (Ax C)U(BxC)C(AUB) xC. Sea (x,y) € (Ax C)U (B x C). Entonces
(x,y) e AxC o (z,y)eBxC.

Si(x,y) € AxC, entoncesx € Ayy € C,luegoz € AUBy (z,y) € (AUB)xC. Si (z,y) € BxC,
entonces x € By y € C, luegox € AUB y (z,y) € (AU B) x C. Por tanto,

(AxCYU(BxC)C(AUB) xC.

Como se cumplen ambas inclusiones, queda probada la igualdad.

(2) Demostraciéon de A x (BUC) = (A x B)U (A x C).
De nuevo probamos ambas inclusiones.

(i) Ax (BUC)C (Ax B)U(AxC). Sea (z,y) € A x (BUC). Entonces
reA y ye BUC.
Deye BUC sesiguequey € BoyeC.

= Siye Byx€ A, entonces (z,y) € A x B.
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» Siye Cyaxe A, entonces (z,y) € AxC.

En ambos casos,
(z,y) € (Ax B)U (A x(O),

luego
Ax(BUC)C (AxB)U(AxC).

(1)) (Ax B)U(AxC)C Ax (BUC). Sea (z,y) € (A x B)U (A x C). Entonces
(x,y) EAXxB o (z,y) € AxC.

Si (z,y) € Ax B, entoncesx € Ay y € B, luegoy € BUC' y (z,y) € Ax (BUC). Si (z,y) € AxC,
entonces x € Ay y € C,luegoy € BUC y (z,y) € A x (BUC). Por tanto,

(AxB)UAXC)CAx(BUCQO).

Como se cumplen ambas inclusiones, queda probada la igualdad.

Ejercicio 24. (Algebra de conjuntos) Sean A, B,C conjuntos. Demostrar que:
(ANB)xC=(AxC)N(BxC), Ax (BNC)=(AxB)N(AxC(C).

Es decir, el producto cartesiano es distributivo con respecto a la intersecciéon.
Solucién:

(1) Demostracién de (ANB)x C = (Ax C)N (B x ().
Demostramos ambas inclusiones.

(i) (ANB) x C C(AxC)N (B x C). Sea (z,y) € (AN B) x C. Entonces
re€ANB y yeC.
De z € AN B se sigue que x € Ay « € B. Por tanto,
(x,y) e AxC y (x,y) € BxC,

lo que implica
(x,y) € (AxC)N(B x C).

Luego
(ANB)xCC(AxC)n(BxC).

(ii) (Ax C)N(BxC)C(ANB) xC. Sea (x,y) € (Ax C)N (B x C). Entonces

(x,y) e AxC y (x,y) € BxC.
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Por definicién de producto cartesiano,
reA yeC y r€eB, yeC.
En particular, € Ay x € B, es decir, t € AN B, y ademés y € C. Por tanto,
(z,y) € (ANB) x C.

Luego
(AxC)N(BxC)C(ANnB) xC.

Como se cumplen ambas inclusiones, queda probada la igualdad.

(2) Demostraciéon de A x (BNC) = (Ax B)N(AxC).
De nuevo, probamos ambas inclusiones.

(i) Ax (BNC)C (Ax B)N(AxC). Sea (z,y) € A x (BNC). Entonces
reA y ye BNC.
Dey e BNC sesigue que y € By y € C. Por tanto,
(z,y) € Ax B y (z,y) € AxC,

luego
(z,y) € (Ax B)n (A xC).

Asi,
Ax(BNC)C(AxB)Nn(AxC).

(1)) (Ax B)N(AxC)C Ax (BNC). Sea (z,y) € (A x B)N (A x C). Entonces
(r,y) e Ax B y (x,y) e AxC.
Por definicién de producto cartesiano,
re€A yeB y reA yeC.
En particular, z € Ay y € BN C. Por tanto,
(z,y) € Ax(BNCQO).

Luego
(AxB)N(AxC)CAx(BNnQO).

Como se cumplen ambas inclusiones, queda probada la igualdad.
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Ejercicio 25. (Algebra de conjuntos) Sean A, B,C conjuntos. Demostrar que:
(A\B)xC=(AxC)\ (B x(), Ax (B\C)=(AxB)\ (AxCQC).

Es decir, el producto cartesiano es distributivo con respecto a la diferencia.
Solucién:

(1) Demostracién de (A\ B) x C=(AxC)\ (B x C).
Demostramos ambas inclusiones.

(i) (A\B)xC C (AxC)\ (B xC). Sea (z,y) € (A\ B) x C. Entonces
x€ A\ B y yeC.

Por definicién de diferencia,
reA 'y xz¢B.

Luego (z,y) € A x C. Ademds, como x ¢ B (y y € C), se tiene
(2,9) ¢ BxC.

Por tanto,
(z,y) € (AxC)\ (B x ().
Asi,
(A\B)xCC(AxC)\(BxQO).

(i) (Ax C)\(BxC)C(A\B)xC.Sea (z,y) € (Ax C)\ (B x C). Entonces
(r,y) e AxC y (z,y) ¢ BxC.

La primera condiciéon implica
reA y yeC.

La segunda condiciéon significa que no se cumple z € By y € C a la vez. Pero ya sabemos que
y € C, asi que necesariamente
x ¢ B.

Por tanto, z € A\ By y € C, luego
(z,y) € (A\ B) x C.

Asi,
(AxCY\(BxC)C(A\B) xC.

Como se cumplen ambas inclusiones, queda probada la igualdad.

(2) Demostraciéon de A x (B\C) = (Ax B)\ (A x C).
De nuevo, probamos ambas inclusiones.

(i) Ax (B\C)C (Ax B)\ (AxC(C).Sea (z,y) € Ax (B\ C). Entonces

reA y ye€ B\C.
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Por definicién de diferencia,
yeB y y¢C.
Luego (z,y) € A x B. Ademds, como y ¢ C (y z € A), se tiene

(x,y) ¢ AxC.

Por tanto,

(z,y) € (Ax B)\ (Ax ().

Asi,
Ax (B\C)C(AxB)\(AxC(C).

(ii) (Ax B)\ (AxC)C Ax (B\C).Sea (z,y) € (Ax B)\ (A x C). Entonces
(z,y) € Ax B y (z,y) ¢ AxC.

La primera condicién implica
xeA y y € B.

La segunda condicion significa que no se cumple z € Ay y € C a la vez. Pero ya sabemos que
x € A, asi que necesariamente

y¢cC.
Por tanto, y € B\ C'y = € A, luego

(z,y) € Ax (B\C).

Asi,
(AxB)\(AxC)CAx (B\C).

Como se cumplen ambas inclusiones, queda probada la igualdad.

Ejercicio 26. (Algebra de conjuntos) Sean A, B,C, D conjuntos, desarrollar
(AUB) x (CUD)

como uniéon de productos cartesianos.
Solucién: Aplicamos X x (YU Z)= (X xY)U(X xZ)con X =(AUB),Y=Cy Z=D:

(AUB) x (CUD) = ((AUB) x C) U ((AUB) x D).
Ahora aplicamos (X UY) x Z = (X x Z) U (Y x Z) a cada término:
(AUB)xC=(AxC)u(BxCC), (AUB)x D= (AxD)U (B x D).
Sustituyendo, obtenemos:

(AUB)x (CUD)=(AxCYU(BxC)U(Ax D)U (B x D).
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Ejercicio 27. (Algebra de conjuntos)
(a) Demostrar que una de las dos férmulas siguientes es siempre correcta y la otra
algunas veces es falsa:

(i) A\(B\C)=(A\B)UC, (i) (A\B)\C=A\(BUCQO).

(b) Establecer una condicién necesaria y suficiente adicional para que la férmula inco-
rrecta sea siempre valida.

Solucidn:
(a) Analisis de (i). Mostramos que

A\ (B\C)=(A\B)UC
no es valida en general. Por ejemplo, si

A=0, B=g, C = {0},

entonces

A\(B\C) =2\ o =2,
mientras que

(A\B)UC =g U{0} ={0}.

Luego la igualdad no se cumple, y (i) es a veces falsa.
(a) Analisis de (ii). Demostramos que

A\ (BUC)=(A\B)\C
es siempre correcta.

Sea = un elemento arbitrario. Entonces:
xr€A\(BUC) <= zcAyx¢ (BUQ) (def. de diferencia)
<— zxz€Ay(x¢Byx¢gC) (def. de unién)
<— (re€eAyax¢B) yxg¢C
< x€A\Byz¢C (def. de diferencia)
<— =ze€(A\B)\C. (def. de diferencia)
Por tanto, (ii) es vélida para cualesquiera conjuntos A4, B, C'.
(b) Condicién necesaria y suficiente para que (i) sea vélida.
Simplificamos el lado izquierdo:
A\ (B\C) = An(B\CO) (def. de diferencia)
AN (BNCe)e (def. de diferencia)
AN(B°UC) (leyes de De Morgan)
(ANB)U(ANC) (distributividad)
= (A\B)U(ANC). (def. de diferencia)
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Por tanto, la igualdad (i) equivale a
(A\B)U(ANC)=(A\B)UC.

Esta igualdad se cumple si y solo si
C CA.
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