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Prodlogo

El Célculo es una de las primeras asignaturas que obligan al estudiante de ingenieria o ciencias a
cambiar su forma de pensar. No se trata solo de aprender técnicas matematicas, sino de adquirir un
lenguaje para describir sistemas que cambian: velocidades, flujos, tensiones, crecimiento, decaimien-
to, estabilidad. El Célculo permite entender cémo pequenas variaciones en una magnitud afectan
al conjunto del sistema, y por ello constituye una base intelectual imprescindible para la formacion
técnica.

En la practica profesional, raramente se resolveran integrales o derivadas a mano. Sin embargo, los
modelos, formulas y programas que se utilizan a diario se apoyan en ideas de Célculo. Comprender
qué hipétesis hay detras de un modelo, cuando una aproximacién deja de ser vélida o por qué un
resultado es fisicamente absurdo exige una comprension real de estos conceptos. Sin ella, el ingeniero
se limita a aplicar recetas; con ella, adquiere criterio.

El Célculo no se aprende leyendo pasivamente ni observando cémo otros resuelven problemas. Se
aprende haciendo. Resolver ejercicios obliga a traducir una situacién a lenguaje matematico, a elegir
una estrategia, a encadenar ideas y a controlar los errores. Es en ese proceso donde se consolidan
los conceptos fundamentales. Este libro estda concebido como un espacio de entrenamiento para
desarrollar esa competencia.

Aprender Célculo se parece mucho a ir al gimnasio. El progreso no es inmediato ni espectacular,
pero si acumulativo. No sirve entrenar de forma intensiva dos semanas antes del examen, del mismo
modo que no se adquiere fuerza fisica con un esfuerzo puntual. Tampoco sirve ver a otros entrenar:
cada uno tiene que hacer su trabajo. La constancia, incluso con sesiones breves, es mucho mas eficaz
que acumular horas al final.

Los ejercicios de este libro no estdn pensados para impresionar por su dificultad, sino para forzar
la comprensién. Algunos seran directos; otros exigiran combinar conceptos o replantear el enfoque
inicial. Todos persiguen el mismo objetivo: que el lector adquiera una forma de razonar propia del
Célculo, que le permita afrontar con solvencia tanto el examen como los cursos posteriores y la
préactica profesional.

Aprobar la asignatura es una consecuencia natural de este proceso, no su finalidad ultima. El
verdadero valor del Célculo reside en que proporciona una manera estructurada y rigurosa de
pensar sobre el mundo continuo y el cambio. Este libro no ofrece atajos. Ofrece trabajo, reflexién
y repeticién. Quien los asuma con regularidad encontrard en el Calculo no un obstéculo, sino una
herramienta duradera.
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Capitulo 1

Bases de Algebra

1.1. Teoria de conjuntos

Motivacién

Aunque el Célculo suele asociarse de manera inmediata con derivadas, integrales y limites, su
préactica rigurosa descansa sobre una base previa que a menudo se da por supuesta: el algebra de
conjuntos. Los conceptos que se trabajan en este capitulo no son un mero formalismo introductorio,
sino el lenguaje estructural que permite definir con precisiéon los objetos sobre los que opera el
Célculo.

Intervalos, dominios y recorridos de funciones, conjuntos de definicién, vecindades, regiones del plano
o del espacio, todos ellos se describen y se manipulan mediante operaciones de unién, interseccion,
complemento y producto cartesiano. Comprender estas operaciones y sus propiedades es esencial
para razonar correctamente sobre la continuidad, los limites, la derivabilidad o la integrabilidad.
Sin esta base, muchas afirmaciones habituales del Calculo se convierten en reglas que se aplican
mecanicamente, sin entender por qué funcionan ni en qué situaciones dejan de hacerlo.

Los ejercicios de nivel 1 estan orientados a consolidar esta competencia béasica. Su objetivo es que
el estudiante aprenda a operar con conjuntos e intervalos con soltura y precisién, ya que estas
destrezas aparecen de forma constante en el Calculo elemental. Resolverlos correctamente es im-
prescindible para evitar errores conceptuales posteriores e interpretar adecuadamente los enunciados
matematicos.

Los ejercicios de nivel 2 o superior van un paso mas alld. En ellos se exploran las estructuras
algebraicas subyacentes —reticulos, dlgebras de Boole y sus propiedades— que justifican por qué
las operaciones con conjuntos se comportan como lo hacen. Estos ejercicios no son necesarios para
aplicar el Célculo de forma inmediata, pero si para comprender sus fundamentos tedricos. Aportan
una visién méas profunda y coherente del marco logico que sostiene muchas de las manipulaciones
habituales, y resultan especialmente valiosos para quienes deseen una comprension mas rigurosa o
continuar estudios matematicos posteriores.

Este capitulo no pretende adelantar contenidos de Caélculo, sino construir el suelo firme sobre el
que todo €l se apoya. Dominar estas ideas permite trabajar con mayor seguridad, detectar errores
conceptuales y comprender el alcance real de los resultados que se obtienen més adelante.
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En Célculo trabajamos de forma constante con conjuntos: intervalos de la recta real, dominios de
funciones, conjuntos de puntos donde se cumple una condicién, regiones del plano o del espacio, etc.
Para poder operar con todos estos objetos de manera rigurosa y sistematica es necesario comprender
las operaciones bésicas entre conjuntos y las propiedades algebraicas que las gobiernan. Esta seccién
introduce dichas ideas desde un punto de vista estructural, mostrando que el calculo con conjuntos
no es arbitrario, sino que responde a leyes precisas.

Desde un punto de vista abstracto, muchas de las operaciones que realizamos con conjuntos se
pueden modelizar mediante la nocién de reticulo. Un reticulo es un conjunto B provisto de dos
operaciones binarias internas, que denotaremos por & y ®, y que satisfacen propiedades de con-
mutatividad, asociatividad y absorcién. Estas propiedades garantizan que el orden en el que se
combinan los elementos no altera el resultado y que una operacién “absorbe” a la otra en cierto
sentido. Como consecuencia de estos axiomas se obtiene, ademads, la idempotencia: combinar un
elemento consigo mismo no lo modifica.

En el contexto de los conjuntos, estas operaciones abstractas se concretan de manera natural como
la unién y la interseccién. La unién actia como una operacién de “mdximo” (reine todos los
elementos posibles), mientras que la interseccién actiia como una operacién de “minimo” (conserva
unicamente los elementos comunes). Esta interpretaciéon es fundamental para entender por qué
muchas manipulaciones con intervalos y dominios funcionan de forma analoga a las operaciones
algebraicas habituales.

Un paso adicional lo constituyen los reticulos distributivos, en los que cada una de las operaciones
distribuye respecto de la otra. Esta propiedad permite desarrollar expresiones de manera sistemati-
ca, de forma andloga a como se distribuye el producto respecto de la suma en dlgebra elemental. En
términos practicos, la distributividad es la razén por la cual podemos transformar expresiones com-
plejas con uniones e intersecciones en combinaciones mas simples, algo que se utiliza constantemente
al describir dominios de funciones definidas por varias condiciones simultaneas.

Cuando, ademas, el reticulo posee un elemento minimo 0, un elemento maximo 1 y cada elemento
admite un complemento, se obtiene una dlgebra de Boole. En esta estructura, el complemento
de un elemento a es otro elemento que, combinado con a mediante la operacién correspondiente,
produce siempre el méaximo o el minimo. En el caso de los conjuntos, el complemento de A recoge
exactamente los elementos que no pertenecen a A, el conjunto vacio juega el papel de elemento
minimo y el conjunto universal actiia como elemento méximo.

La distributividad garantiza que el complemento es inico y permite demostrar propiedades funda-
mentales como la ley de involucién (el complemento del complemento devuelve el conjunto original),
las leyes de dominacién y las leyes de De Morgan. Estas ultimas son especialmente importantes en
Célculo, ya que explican por qué las condiciones definidas mediante negaciones y desigualdades
se transforman de manera sistemdtica al cambiar de perspectiva (por ejemplo, al pasar de una
condicién “no pertenece” a una condicién equivalente en forma positiva).

Todo este marco abstracto se concreta de manera natural en la dlgebra de conjuntos. Para cualquier
conjunto universal U, el conjunto de sus partes P(U), junto con las operaciones de unién, intersec-
cién y complemento, forma un algebra de Boole completa. En este contexto se definen operaciones
habituales como la diferencia de conjuntos, la diferencia simétrica y el producto cartesiano. La di-
ferencia puede interpretarse como una interseccién con el complemento, mientras que la diferencia
simétrica recoge los elementos que pertenecen a exactamente uno de los dos conjuntos considerados.

El producto cartesiano merece una atencién especial, ya que permite construir conjuntos de pares,
ternas o n-tuplas, fundamentales para describir funciones de varias variables, graficas, regiones del
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plano y del espacio. Las férmulas que relacionan el producto cartesiano con la unién, la interseccién
y la diferencia no son meras identidades técnicas: justifican por qué podemos descomponer regiones
complejas en bloques mas simples y trabajar con ellas de forma modular.

En resumen, las operaciones con conjuntos que aparecen de manera cotidiana en el Célculo no son
reglas aisladas, sino manifestaciones concretas de una estructura algebraica bien definida. Los ejer-
cicios de nivel basico se centran en adquirir soltura operativa con estas herramientas, mientras que
los de nivel superior permiten comprender las razones profundas por las que estas manipulaciones
son validas. Esta doble perspectiva —operativa y estructural— es clave para un aprendizaje sélido
y coherente del Célculo.

Breve introduccién tedrica

Trabajaremos a lo largo de este capitulo con conjuntos y con operaciones definidas entre ellos. An-
tes de entrar en aplicaciones concretas del Célculo, es conveniente formalizar estas operaciones y
estudiar las estructuras algebraicas que aparecen de manera natural al combinarlas. Esta formali-
zacién no solo aporta rigor, sino que permite entender por qué muchas manipulaciones habituales
con intervalos, dominios y regiones son correctas.

Desde un punto de vista abstracto, muchas de las propiedades que cumplen las operaciones de unién
e interseccion pueden describirse mediante la nocién de reticulo. Sea B un conjunto provisto de dos
operaciones binarias internas, que denotaremos por @ y ®. Decimos que (B, @, ®) es un reticulo si,
para todo a,b,c € B, se cumplen las propiedades de conmutatividad, asociatividad y absorcion:

a®b=b®Da, a®b=b®a,
a®(bdc)=(addb) De, a®(boc)=(addb) Oe,
a®(a®b) =aq, a® (a®b) =a.

Estas propiedades garantizan que las operaciones se pueden reordenar y reagrupar sin ambigiliedad,
y que cada una de ellas es, en cierto sentido, absorbente respecto de la otra. A partir de estos
axiomas se demuestra que ambas operaciones son idempotentes, es decir,

ada=a, a®a=a,

lo que refleja que combinar un elemento consigo mismo no produce ningin efecto adicional.
Un reticulo se dice distributivo si, ademas, cada operacién distribuye respecto de la otra:

a®boc)=(adb) O (a®c), a®b®dc)=(a®b) @ (a®c).

La distributividad es una propiedad clave, ya que permite transformar expresiones complejas en
combinaciones méas simples, de forma completamente analoga a la distributividad del producto
respecto de la suma en algebra elemental.

Si el reticulo distributivo posee ademés un elemento minimo 0 y un elemento maximo 1, tales que
a®0=a, a®1l=a,
y cada elemento a admite un complementario ~ a que satisface simultdneamente

ad ~a=1, a® ~a=0,
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entonces la estructura se denomina dlgebra de Boole. En este contexto, el complementario de cada
elemento es tnico y se verifican propiedades fundamentales como la ley de involucién,

~(~a)=a,
las leyes de dominacién,
a®l=1, a®0=0,
y las leyes de De Morgan,

a@b:N(Na@Nb), a@b:N(NCL@Nb)

Una caracteristica esencial de las dlgebras de Boole es el principio de dualidad: cualquier identidad
valida sigue siéndolo al intercambiar las operaciones @ y ©®, y los elementos 0 y 1.

Este marco abstracto se materializa de forma inmediata en la teoria de conjuntos. Dado un conjunto
universal U, el conjunto de partes P(U), formado por todos los subconjuntos de U, constituye un
algebra de Boole cuando se consideran como operaciones la unién y la interseccién. En este caso,
el elemento minimo es el conjunto vacio @, el elemento méximo es U, y el complementario de un
conjunto A es

A={xeU|xz ¢ A}

Dos conjuntos A y B son iguales si y solo si cada uno esté contenido en el otro,

A=B < ACB AN BCA.

A partir de la nocién de complemento se definen otras operaciones importantes. La diferencia de
conjuntos se define como

A\B={x € A|lz ¢ B} = AN B°,

y la diferencia simétrica como
AAB = (A\B)U(B\ A),

que recoge los elementos que pertenecen a exactamente uno de los dos conjuntos. Estas operaciones
satisfacen identidades ttiles que permiten reescribir expresiones de distintas maneras, por ejemplo

AAB = (AUB)\ (AN B), A\ B=AA(ANB).
Otra construccién fundamental es el producto cartesiano. Dados conjuntos Ay, As, ..., A,, se define
Ay x Ag x oo x Ay = {(@1,22,...,x0) | 7 € A}

Esta operacion permite describir conjuntos de pares, ternas o n-tuplas y es esencial para el estudio
de funciones de varias variables, graficas y regiones del plano y del espacio. El producto cartesiano
interactia de manera natural con la union, la interseccién y la diferencia, dando lugar a identidades
como
(AUB)xC=(AxC)U (B x (), (ANB)xC=(AxC)Nn(BxC),
(A\B)xC=(AxC)\(Bx(0),

asi como férmulas de expansion més generales, por ejemplo

(AUB)x (CUD)=(AxC)U(BxC)U(AxD)U (B x D).
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Todas estas identidades no son reglas aisladas, sino consecuencias directas de la estructura alge-
braica subyacente. Su dominio permite manipular conjuntos con seguridad, descomponer regiones
complejas en partes més simples y razonar con precisién sobre dominios, recorridos y condiciones
definidas mediante desigualdades. En los ejercicios se explotaran estas propiedades tanto desde un
punto de vista operativo como tedrico.

Estructuras algebraicas

Reticulo
(B, ®,®) es Reticulo donde @, ® son operaciones binarias internas si se cumple Va,b,c € B
Conmutatividad adb=>bDa a®b=0b0a
Asociatividad  a® (b®c)=(a®b)dc a®O(bOc)=(a0b)Oc
Absorcién a®(ad®b)=a a®(adb)=a
Teoremas:

Idempotencia a®a=a aGa=a

Reticulo distributivo=Reticulo+
Distributividad a@® (b©c¢)=(a®b) @ (a®c) a@bPc)=(a®b)d (a®c)

Algebra de Boole=Reticulo distributivo+
tiene elemento minimo 0 (elemento neutro de @) y maximo 1 (elemento neutro de ®) y cada ele-
mento a tiene un complementario ~ a tal que
Elemento neutro a®0=a a®l=a

Elemento complementario a®~a=1 a®~a=0 (sedeben cumplir las dos)
Por ser reticulo distributivo, el complementario de cada elemento es tinico. Ademads, ~ 0 = 1.
Teoremas:

Ley de involucién ~(~a)=a

Dominacién adl=1 a®0=0
Ley de Morgan a®b=~ (~a® ~b) a®b=~ (~ad ~b)

Principio de dualidad:
Cualquier identidad es valida también tras intercambiar & <> ©, 0« 1.
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Teoria de conjuntos

Tgualdlad: A=B< ACBABCA

Complementario: A°={zx € U|xz ¢ A}

Diferencia: A\ B={x € A|lx ¢ B} = AN DB°

Diferencia simétrica: AAB = (A\ B)U (B\ 4)

Producto cartesiano: Ay X Ag X ... X Ay, = {(x1, 72, ..., Tp)|v1 € A1,22 € Ag, ...,z € A}

Algebra de conjuntos. (P(U),U,N) es un &lgebra de Boole para cualquier conjunto U, donde
P(U) es el conjunto de partes de U (todos los subconjuntos posibles de U), el complemento es el
complemento de conjuntos, y los elementos neutros de la unién (U) y la interseccién (N) son & y
U, respectivamente.

\

Férmulas ttiles

A\B=ANB°

(AUB) = A°NB°, (ANB)° = A°UB*
AAB = (A\B)U(B\ A) = (AUB)\ (AN B)
A\ B =AA(AN B)

(AUB)xC=(AxC)U(BxC)
Ax(BUC) (AxB)U(AXxC)
(ANB)xC=(AxC)Nn(BxC)
Ax(BﬂC) (AxB)Nn(AxC)

(A\B)xC=(AxC)\(BxC(C)
Ax(B\C)=(AxB)\(Ax ()

(AUB)x (CUD)=(AxC)U(BxC)UAxD)U(BxD)
(A\B)\C = A\ (BUC)
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Ejercicio 1. %«

(Reticulos algebraicos) Sea (B, ®,®) un reticulo, es decir, @ y ©® son internas, conmu-
tativas y asociativas, y satisfacen las leyes de absorcién, para todo x,y € B:

(Absl) z@® (z0y) ==, (Abs2) z0O (z®y) ==.
Demostrar la idempotencia de ® y de ©:
YVaoe B: ada=na, a®a=a.

Solucién:
Idempotencia de @. Sea a € B. Aplicamos (Abs2) con x =a ey =a:

a® (a®a)=a. (1)
Aplicamos ahora (Absl) conz =aey = (a®a):
a® (a® (a®a)) = a. (2)

Sustituyendo (1) en (2) obtenemos
a®a=a.

Idempotencia de ©. Sea a € B. Aplicamos (Absl) conz =a ey =a:
a® (a®a)=a. (3)
Aplicamos ahora (Abs2) con zx =aey = (a®a):
a® (a®(a®a)) =a. (4)
Sustituyendo (3) en (4) obtenemos

a®a=a.

Ejercicio 2. *x*
(Reticulos algebraicos) Sea (B,®,®) un reticulo. Definir una relacién < en B por

r<y < zdy=y,
y probar que, para cualesquiera a,b € B, se cumple
a<a®d®b y b<a®b.

Solucion:
Demostracién de a < a @ b. Por definiciéon de <, basta probar que

a®(a®b)=a®b.
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a®(a®b) = (a®a)Pdb (asociatividad de @)
= ad®b (idempotencia de &)

Por tanto, a® (a ®b) = a® b, y se concluye que a < a ® b.

Demostracién de b < a @ b.
Por definiciéon de <, basta probar que

bd (a®b)=a®b.

bd(adb) = (bda)Pdb (asociatividad de ®)
= (a®b)®b (conmutatividad de @)

a® (bdb) (asociatividad de @)

= a®b (idempotencia de @)

Por tanto, b® (a ®b) = a @ b, y se concluye que b < a @ b.

Ejercicio 3. *x
(Reticulos algebraicos) Sea (B,®,®) un reticulo. Definimos < como en el ejercicio
anterior. Probar que, para cualesquiera a,b € B, se cumple

acOb<a y a®b<hb.
Solucién: Por definicién de <, basta probar las igualdades

(a0b)®a=a y (a®b)®b=0.

Demostracién de a © b < a.

(a@b)®a = a®(a®b) (conmutatividad de @)
= a (absorcién: a ® (a © b) = a)

Demostracién de a © b < b.

(a@b)db = bd(a®b) (conmutatividad de @)
= b (absorcién: b @ (b ® a) = b y conmutatividad de ®)

Ejercicio 4. *x*
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(Reticulos algebraicos) Sea (B,®,®) un reticulo (algebraico). Definimos dos relaciones
en B:
r<gy < rDY=y, r<py << TOYy=ux.

Demostrar que ambas relaciones coinciden, es decir, que para cualesquiera =,y € B
r<gy << zv<pUY.
Solucién: Sean z,y € B.

(1) Si z <g y, entonces z <g y. Supongamos

rTDYy=y.
Queremos probar
rOY=umx.
@y = zO(xdy) (sustitucién: zdy=y)
= x (absorcién: z ® (z ®y) = x)

Por tanto, x ©® y = z, es decir, z <g y.

(2) Si z <g y, entonces = <g y. Supongamos

rTOY=2x.
Queremos probar
TOY =y
z®dy = (zOy)Py (sustitucién: z Oy =)

= y®(rOy) (conmutatividad de @)
=y (absorcién-)
Por tanto, x & y =y, es decir, x <g y.
Como hemos probado ambas implicaciones, concluimos que
T<ey < TZ0Y,

y por tanto las dos definiciones de orden son equivalentes.

Ejercicio 5. x«x
(Reticulos algebriicos) Demostrar que < define una relacién de orden y que & y ©
coinciden con el supremo y el infimo.

Solucion: La relacién < en B estd definida por

a<b <= a®b=0b.

(1) La relacion < es un orden parcial.
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s Reflexividad. Por la idempotencia de &, se tiene a @ a = a, luego a < a.

s Antisimetria. Si a < by b < a, entonces
a®db=b y bda=a.
Por conmutatividad de @, ambas igualdades implican a = b.
s Transitividad. Si a < by b < ¢, entonces
a®b=b y bdc=c.
Usando asociatividad y conmutatividad,
a®dc=a®bPc)=(a®b)Dc=bDc=c,
luego a < c.

Por tanto, < es una relacién de orden parcial en B.

(2) @ es el supremo. Por ejercicios anteriores, sabemos que esta relacién es reflexiva y que a < a @b
y b < adb, es decir, a ® b es una cota superior de {a,b}. Resta probar que es la menor de todas
las cotas superiores.

Minimalidad. Sea ¢ € B una cota superior de a y b, es decir,
a<c y b<e.
Por definicién de <, esto equivale a
adc=c y bdc=c.

Queremos demostrar que a b < ¢, esto es,

(a@b)@c=c.
(a@b)®c = a®(bdc) (asociatividad de @)
= adc (porque b® ¢ = ¢)
= ¢ (porque a & ¢ = ¢)

Por tanto, (a @ b) @ ¢ = ¢, y se concluye que
adb<ec.
En consecuencia, a @ b es la menor cota superior de {a, b}, es decir,
a ® b = sup{a,b}.

(3) © es el infimo.
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Por ejercicios anteriores, sabemos que
a®Ob<a y a®b<b,

es decir, a ® b es una cota inferior de {a,b}. Resta probar que es la mayor de todas las cotas
inferiores.

Mazimalidad. Sea ¢ € B una cota inferior de a y b, es decir,
c<a y c<hb.
Usando la caracterizacién equivalente del orden,
<y <= 0Oy ==z,
estas desigualdades equivalen a
c@a=c y cOb=c.

Queremos demostrar que ¢ < a ® b, lo que, de nuevo por la definicién del orden, equivale a probar
que

c®(ad®b) =c.
cO(@db) = (c®a)®b (asociatividad de ®)
= ¢cOb (porque ¢ ® a = ¢)
= c (porque c® b = ¢)

Por tanto, ¢ ® (a ® b) = ¢, y se concluye que
c<a®hb.
En consecuencia, a ® b es la mayor cota inferior de {a,b}, es decir,

a ® b = inf{a,b}.

Ejercicio 6. %«

(Reticulos algebraicos) Demostrar la idempotencia para cualquier reticulo.

Solucidn: Sea (B, ®,®) un reticulo. Por definicién, para cualesquiera a,b € B existen el supremo
a®b=sup{a,b} y el infimo a ® b = inf{a, b}.

En particular, para todo a € B se tiene

a® a = sup{a,a}.
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Como el supremo de un conjunto con un unico elemento es ese mismo elemento, se sigue que
a®da=a.

De manera andloga,
a®a=inf{a,a} = a.

Concluimos que en cualquier reticulo ambas operaciones son idempotentes.

Ejercicio 7. %«

(Algebra de Boole) Sea (B,®,®,~) un algebra de Boole. Demostrar que, para todo
a € B, se cumple la ley de involucion:

~ (N a) = Q.
Solucién: Sea a € B. Por definicién, ~ a es el complemento de a, es decir,
ab~a=1 y a® ~a=0.

Queremos demostrar que a es el complemento de ~ a. Para ello, comprobamos que a satisface las
dos propiedades que definen al complemento de ~ a.

(1) Primera condicién: ~a®a = 1.

~a®a = ad~a (conmutatividad de &)

=1 (definicién de complemento)

(2) Segunda condicién: ~ a ® a = 0.

~a®a = a® ~a (conmutatividad de ®)
= 0 (definicién de complemento)
Como a verifica ambas propiedades, es un complemento de ~ a. Pero en un dlgebra de Boole el
complemento es Unico, luego

~ (~a)=a.

Concluimos que el operador complemento es involutivo.

Ejercicio 8. %«
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(Algebra de Boole) Sea (B, ®,®,~) un dlgebra de Boole. Demostrar que, para todo a € B, se
cumplen las leyes de dominacién:

a®l=1 y a®0=0.

Solucion:

Demostracion de a 1 = 1.
Como 1 es el complemento de 0 y a® ~ a = 1, se tiene:

a®l = a®(a® ~a) (porquead ~a=1)
(a®a)® ~a (asociatividad de @)
ad ~a (idempotencia de @)

(

=1 definicién de complemento)
Por tanto, a1 = 1.

Demostracion de a ©® 0 = 0.
Como 0 es el complemento de a respecto a ®, es decir, a® ~ a = 0, se tiene:

a®0 = a®(a® ~a) (porque a® ~a=0)
(a®a)® ~a (asociatividad de ®)
a® ~a (idempotencia de ®)

=0 (definicién de complemento)

Por tanto, a ®0 = 0.

Concluimos que en cualquier algebra de Boole se verifican las leyes de dominacién.

Ejercicio 9. xxx

(Algebra de Boole) Sea (B,®,®,~) un algebra de Boole (reticulo distributivo con 0,1
y complementos). Demostrar que, para cualesquiera a,b € B, se cumplen las leyes de
De Morgan:

~ (a®b) =~ a® ~ D, ~(a®b) =~ ad ~b.
Solucion:

(1) Demostracién de ~ (a @ b) =~ a® ~ b. Basta probar que ~ a® ~ b es el complemento de
a @® b, es decir, que

(a®b) @ (~a® ~b) =1 y (a®b) ®©(~ad® ~b) =0.
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(i) Primera condicion: (a @ b) ® (~ a® ~ b) = 1.

(a®b)®(~a® ~b) = ((a®b)d~a)® ((a®b)®~b) (distributividad: z® (y ©2) = (xDy) © (@ 2))
= ((a®~a)®b)® (a® (b ~b)) (asociatividad y conmutatividad de @)
= (1lab)o(adl) (complemento: a® ~a =1, bd ~b=1)
= 101 (dominacién: 1®b=1,a®1=1)
= 1 (neutro de ®)

(i) Segunda condicion: (a @ b) ® (~ a® ~ b) = 0.

(a®b)©(~a®~b) = ((a®b)o~a)®~b (asociatividad de ®)
= ((a®~a)® (b® ~a))® ~b (distributividad: (1B y) ©z= (2 2) D (y © 2))
= (00O ~a)o~b (complemento: a® ~ a = 0)
= (bO~a)o~Db (neutro de ®: 0@ = = x)
= bO(~bO~a) (conmutatividad y asociatividad de @)
= (bOo~bo~a (asociatividad de ®)
= 0©~a (complemento: b® ~ b = 0)
=0 (dominacién: 0 ® z = 0)

Como ~ a@® ~ b cumple ambas condiciones, es el complemento de a @ b, y por unicidad del
complemento en un reticulo distributivo concluimos

~(a®b)=~a® ~b.

(2) Demostracién de ~ (a ©® b) =~ a@® ~ b. De nuevo, basta probar que ~ a® ~ b es el
complemento de a ® b, es decir, que

(aOb)@(~ad~b) =1 y (a®b)©(~ad ~b) =0.

(i) Primera condicion: (a ®b) ® (~ a® ~ b) = 1.

(a®b) @ (~ a® ~ b)

(a®b)®d ~a)® ~b asociatividad de @)

(
= ((a® ~a)® (bd ~a))® ~b (distributividad: (1O y) Dz = (2D 2) O (y® 2))
= (1o0®~a)d~b (complemento: a® ~ a = 1)
= (bd~a)®~Db (neutro de @: 1 ® z = x)
= ~a® (bd~Db) (
(
(

= Na@l

conmutatividad y asociatividad de &)
complemento: b ~ b =1)

= 1 dominacién: x @ 1 = 1)
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(ii) Segunda condicién: (a ® b) ® (~ ad® ~ b) = 0.

(@@ O (~vad~b) = ((a0b)o~a)® ((a®bo ~b)
= ((a®~a)®b) @ (a® (b® ~ b))
= (00b)@(@®0)
= 060
= 0

distributividad: z© (y @ 2) = (z ©y) & (z © 2))
asociatividad y conmutatividad de ®)

(
(
(complemento: a® ~ a =0, b® ~ b =0)
(dominacién: 0 ® 2 = 0)

(

idempotencia / neutro de @)

Como ~ a® ~ b cumple ambas condiciones, es el complemento de a ® b, y por unicidad del
complemento concluimos
~ (a®b) =~ ad ~b.

Ejercicio 10. *x

(Algebra de Boole) Sea (B,®,®,~,0,1) un dlgebra de Boole. Recordamos el principio
de dualidad:

Cualquier identidad valida en un algebra de Boole sigue siendo valida al
intercambiar simultaneamente

O O, 0+ 1.

(a) Partiendo de la ley de dominacién
adl=1,

escribir su identidad dual y comprobar que también es valida.
(b) Partiendo de la ley de absorcién

a® (a®b) =a,

escribir su identidad dual y comprobar que también es valida.
Solucién:

(a) Dual de la ley de dominacién.

La identidad original es
a®1=1.

Aplicando el principio de dualidad, intercambiamos & por ® y 1 por 0, obteniendo la identidad
dual:
a®0=0.

Esta igualdad es precisamente la segunda ley de dominacion, ya demostrada. Por tanto, la identidad
dual también es vélida.
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(b) Dual de la ley de absorcién.
La identidad original es
a® (a®b) =a.

Aplicando el principio de dualidad, intercambiamos & por ® y viceversa, obteniendo:
a® (adb) =a.

Esta igualdad corresponde a la segunda ley de absorcion, vélida en todo reticulo, y por tanto
también en un algebra de Boole.

Concluimos que, una vez demostrada una identidad, su identidad dual es automéaticamente valida,
sin necesidad de una nueva demostracion independiente.

Ejercicio 11. *x
Demostrar que (P(U),U,N) es un reticulo.

Solucién: En un reticulo (B, ®,®) las operaciones @ y ® deben ser internas en B y satisfacer
conmutatividad, asociatividad y absorcion.

En nuestro caso, B =P(U), ® = Uy ® = N. Las operaciones son internas porque, dados A, B C U,
también AUBC Uy ANBCU.

Probamos ahora las propiedades por razonamiento con elementos. Sean A, B,C CU y x € U.

Propiedad Unién U Interseccion N
r€ AUB & reANB &
Conmutatividad (xreAozx€eB)s (reAyzreB)&
(reBore A& (xeByxeAd) e
x € BUA. r € BNA.
re AU(BUC) & reAN(BNC) <

r€Ao(xeBozel)e re€Ay(xeByzxel)&
Asociatividad | (r€ Aox€eBozxel)& (reAdyzrzeByzel)e

(reAUB)oze(C & (xeANB)yzrzelC &

x€(AUB)UC. re(ANB)NC.

re AU(ANDB) & reAN(AUB) &

) r€Ao(xeAyxreB)e r€Ay(x€eAoxeB)e
Absorcién

reAs reAs

x € A x € A

Como ambas operaciones son internas y satisfacen conmutatividad, asociatividad y absorcion,
(P(U),U,N) es un reticulo.
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Ejercicio 12. *x
(Algebra de conjuntos) Demostrar que (P(U),U,N) es un reticulo distributivo.

Solucidén: Ya sabemos que (P(U),U,N) es un reticulo, donde la unién juega el papel de supremo
y la interseccion el de infimo. Para que sea distributivo debemos comprobar que, para cualesquiera
A,B,CCU,

AN(BUC)=(ANBYU(ANC) y AU(BNC)=(AUB)N(AUQ).

Probamos la primera igualdad por doble inclusién. Sea z € U. Si x € AN (BUC), entonces z € A
yx e BUC, esdecir,r€ BoxeC.

= Siz € B, entonces x € AN B.
= Siz e, entonces x € ANC.

En cualquier caso, x € (AN B)U(ANC).

Reciprocamente, si z € (AN B)U (ANC), entonces © € ANB ox € ANC. En cualquier caso,
x € Ayademéds x € Box € C, es decir, x € BUC. Por tanto x € AN (BUC).

Hemos probado
AN(BUC)=(ANnB)U(ANCQC).

Probamos ahora la segunda ley distributiva, también por doble inclusion. Sea z € U.

(1) Demostrar AU(BNC)C (AUB)N(AUC).
Supongamos z € AU (BN C). Entonces se cumple:

reA o zeBNC.

s Siz € A, entonces claramente x € AUB y xz € AUC, por lo que
x€(AUB)N(AUC).

» Siz € BNC, entonces x € By xz € C. En particular, x € AUB (porque z € B) y x € AUC

(porque z € C), luego
ze(AUB)N(AUC).

En cualquiera de los dos casos, z € (AU B)N(AUC), y por tanto
AU(BNC)C(AUB)N(AUC).

(2) Demostrar (AUB)N(AUC)C AU (BNCO).

Supongamos ahora € (AU B) N (AU C). Entonces

r€eAUB y xze€ AuC.

Esto significa que:
(reAoxzeB) vy (z€Aoxel).

Si z € A, entonces claramente z € AU (BN C) y hemos terminado. Supongamos por tanto que
x ¢ A. Bajo esta suposicién, de las condiciones anteriores se deduce:
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" Dex € AUByx ¢ A, sesigue que z € B.

" Dex e AUC yx ¢ A, se sigue que z € C.

Por tanto x € By x € C, es decir,
re BNC.

En consecuencia, x € AU (BNC).
Hemos probado que en todos los casos x € AU (B NC), luego

(AUB)N(AUC) CAU(BNCO).

De (1) v (2) concluimos la igualdad
AU(BNC)=(AUB)N(AUQ),

es decir, la interseccion distribuye sobre la union.

Como en (P(U),U,N) se verifican ambas leyes distributivas, concluimos que es un reticulo distri-
butivo.

Ejercicio 13. xx

(Algebra de Conjuntos) Sea U un conjunto y P(U) su conjunto de partes. Sabemos que
(P(U),U,N) es un reticulo distributivo. Definimos, para cada A C U, su complementario
como

A={xeU |z ¢ A}

Demostrar que (P(U),U,N,¢) es un Algebra de Boole.
Solucién:
Para probar que (P(U),U,N) es un Algebra de Boole debemos verificar:

= la existencia de un elemento minimo 0 y uno maximo 1,

= vy que todo elemento A C U admite un complemento.

(1) Elementos minimo y méximo.
El conjunto vacio @ es el elemento minimo, pues para todo A C U:

TGUA=A, TNA=0.
El conjunto total U es el elemento maximo, pues para todo A C U:
AuU =T, ANU = A.

Por tanto, @ es el neutro de U y U es el neutro de N.
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(2) Existencia de complemento.
Sea A C U. Demostramos que A€ es un complemento de A.

(a) Primera condicion: AU A°="U.
Sea z € U. Entonces:

r€AUA® <= (z€AdozecA’) < (zcAox¢A),

lo cual es siempre cierto. Por tanto,
AUA°=U.

(b) Segqunda condicién: AN A = @.
Sea z € U. Entonces:

r€EANA® <= (r€cAyrcA°) <= (z€Ayx¢A),

lo cual es imposible. Por tanto,
ANAc=ga.

Hemos probado que, para todo A C U,
AUA=U y ANA° =g,
es decir, que todo elemento de P(U) tiene complemento.

Como (P(U),U,N) es un reticulo distributivo, con elemento minimo @&, elemento méximo U y
complemento para todo elemento, concluimos que

(P(U),u,N,)

es un Algebra de Boole.

Ejercicio 14. «*
(Algebra de conjuntos) Demostrar que, para cualesquiera conjuntos A, B, D, se cumple

A\BC(A\D)U(D\ B).
Solucién: Sea z € A\ B. Por definicién,
reA y x ¢ B.
Consideramos dos casos:
Caso 1: © ¢ D. Entonces, como z € Ay x ¢ D, se cumple

x € A\ D.
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Por tanto,
x € (A\D)U(D\ B).

Caso 2: x € D. Entonces, como z € D y x ¢ B, se cumple
x €D\ B.

Por tanto,
z € (A\D)U(D\ B).

En ambos casos, € (A\ D) U (D \ B). Como z era arbitrario en A \ B, concluimos que

A\BC (A\D)U(D\ B).

Ejercicio 15. «

Sea
A={zeR|-1<z <1}, B={zcR|0<z <2}

Definir y calcular los siguientes conjuntos:

AUB, ANB, A\B, B\ A, AAB.

Solucion:

1) Unién AU B.
Por definicion,
AUB={zeR|z € Aoxe B}

Como A =(—1,1) y B =10,2], se obtiene

AUB=(-1,2].

2) Interseccién AN B.

Por definicion,
ANnB={zeR |z € Ayzx e B}.

Los valores comunes a ambos conjuntos son los que cumplen 0 < z < 1, luego
ANB=][0,1).

3) Diferencia A\ B.

Por definicién,
A\B={z€R|xe€Ayax¢ B}.
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Esto equivale a —1 < < 0, por tanto

A\ B = (~1,0).

4) Diferencia B\ A.
Por definicién,

B\A={zeR|xeByxz¢A}
Esto ocurre cuando 1 < z < 2, luego

B\ A=]1,2].

5) Diferencia simétrica AAB.

Por definicién,
AAB = (A\ B)U(B\ A).

Sustituyendo los resultados anteriores,

AAB = (~1,0)U[1,2].

Ejercicio 16. «
(Algebra de conjuntos) Sea

A={zcR|2*-22<0}, B={zecR|z?>-3zx+2>0}.

Definir y calcular los siguientes conjuntos:
AuUB, AnB, A\B, B\A, AAB.

Solucion:

1) Determinacién de los conjuntos A y B.
Conjunto A. Resolvemos la desigualdad:

2?2 —22 <0 <= z(z—-2)<0.
El producto es negativo cuando 0 < z < 2, luego

A= (0,2).

Conjunto B. Resolvemos la desigualdad:

2?2 —3x+2>0 < (z—1)(z—2)>0.

27
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El producto es no negativo cuando z < 1 o x > 2, luego
B = (—00,1]U[2,00).
2) Unién AU B.
AUB=(0,2)U ((—o0,1]U[2,00)) =R.

3) Interseccién AN B.

ANB=(0,2)N((—o00,1] U [2,00)) = (0,1].
4) Diferencia A\ B.

A\B = (0.2)\ ((~o0,1]U[2,00)) = (1,2).
5) Diferencia B\ A.

B\ A= ((~00,1]U[2,00)) \ (0,2) = (00,0 U [2,0).

6) Diferencia simétrica AAB.

Ejercicio 17. «
(Algebra de conjuntos) Sea

A={zeR||z| <2}, B={zeR||z—1|+ |z —2| <2}
Definir y calcular los siguientes conjuntos:
AUB, AnB, A\B, B\A, AAB.

Solucion:

1) Determinacién de A y B.
Conjunto A.
lz] <2 <= -2<z<2, = A=(-2,2).

Conjunto B. Estudiamos por casos:
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l1-2)+2—-2)=3-22, =<1,
=1+ |z-2/=¢(z—1)+(2—2) =1, 1<z<2,
-1+ (x—-2)=22—-3, x=>2.

Imponiendo |z — 1] + | — 2| < 2:

r<1: 3-20<2 < z>3,
1<z <2: 1<2 <= (siempre cierto),
r>2: 22-3<2 <= z<3

Por tanto,
2) Unién AU B.
3) Interseccién AN B.

4) Diferencia A\ B.
A\B=(-2,2)\ (;;) - (_2,;} |

pra- (L) 2= ),

6) Diferencia simétrica AAB.

5) Diferencia B\ A.

AAB = (A\B)U(B\ A) = (2} U [2,5).

Ejercicio 18. «
(Algebra de conjuntos) Sea § > 0 y consideremos en R? los conjuntos

A={(z,y) € R? | |z] + |y| < 6}, B ={(z,y) € R? | V22 + y? < 4},

C = {(z,y) € R? | max{Jz|,[y|} < d}.

29
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Demostrar que
Ac BcC.

La Fig. 1.1 muestra estos 3 conjuntos para § = 1.
Solucién:

(1) Demostracién de A C B. Sea (z,y) € A. Entonces
lz| + |y| < 0.

Como |z, |y] > 0, se cumple
(2l +1y)?* > 2* + 4

porque
(2] +[y)? = 2® + y* + 2[xly| > 2® + ¢

Tomando raices (todas las cantidades son no negativas),

Va?+y? <z +y|.

Por tanto,
Va2 +y? < x|+ Jy| <4,

lo que implica (z,y) € B. Concluimos que A C B.

(2) Demostracién de B C C. Sea (z,y) € B. Entonces
Va2 +y? <6
Como 22 < 2? + y? y y? < 2% + y?, se tiene
o] = Va2 < Va2 +y2 <6, fyl= VP < Vet g <

En particular,
max{|z], [y[} <4,

luego (z,y) € C. Concluimos que B C C.

Juntando (1) y (2), obtenemos

Ejercicio 19. «
(Algebra de conjuntos) Sea

A=(0,2], B=[-1,1].

(a) Calcular y describir los productos cartesianos A x B'y B x A.
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Conjuntos AcB cC en g? (con 6=1)

1.5 — A: x| +|y|<6
——- B: Vx2+y?<6
----- C: max{|x|, |y|} <6
1.0 1

0.5

—0.54

~1.01 Lo 3N T i

-1.54

-15 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 15

Figura 1.1: Conjuntos A, B,y C para § = 1 del Ejercicio 18.

(b) Demostrar que A x B # B x A.
Solucidn:

(a) Célculo de los productos cartesianos.

Por definicion,
AxB={(z,y) eR* |z € A, y € B}.

Sustituyendo los conjuntos dados:
AxB={(r,y) eR*|0<2<2, —1<y<1}.

Anilogamente,

BxA={(z,y) eR?*|zeB, yc Ay ={(z,y) eR* | -1 <z <1, 0<y<2}.

(b) Demostracién de que A x B # B x A.
Basta encontrar un punto que pertenezca a uno de los conjuntos pero no al otro.
Por ejemplo, consideremos el punto (2, 0).

(2,0) e Ax B porque 2€ Ay0e€ B.

Sin embargo,
(2,0) ¢ Bx A porque 2¢ B.

Por tanto,
AXx B# B x A.

31



32 CAPITULO 1. BASES DE ALGEBRA

- Comparaciénde AxByB xA

AxB
BxA
2.04 y=x
1.5
1.0 A T
i
1
1
> 05 1
i
1
1
004 beeemmee—- fmmmmm e
1
i
[}
~0.51 i
i
1
1
-1.0 L
-1.5

T T T T T T T
=15 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5

Figura 1.2: Producto cartesiano del Ejercicio 19. Los lados continuos pertenecen al conjunto, mien-
tras que el lado discontinuo, no.

Geométricamente, A X B es un rectangulo horizontal, mientras que B x A es un rectangulo vertical,
obteniéndose uno a partir del otro por simetria respecto de la recta y = x.

Ejercicio 20. xx
(Algebra de conjuntos) Demostrar que, para cualesquiera conjuntos A y B, se cumple

AAB = (AUB)\ (AN B).

Solucién: Recordamos que la diferencia simétrica se define como
AAB = (A\ B)U(B\ A).
Demostraremos la igualdad razonando elemento a elemento.

(1) Demostraciéon de AAB C (AU B)\ (AN B).

Sea x € AAB. Entonces
z € (A\B)U(B\A).

Por tanto, se cumple al menos una de las dos posibilidades:

(i) x € A\ B. Entonces x € Ay z ¢ B. En particular, € AU B. Ademds, como x ¢ B, no puede
ocurrir que z € AN B. Luego z € (AU B) \ (AN B).
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(i) x € B\ A. Entonces © € By z ¢ A. En particular, z € AU B. Ademds, como x ¢ A, no puede
ocurrir que € AN B. Luego x € (AUB) \ (AN B).
En ambos casos, € (AU B) \ (AN B), asi que
AANBC (AUB)\ (AN B).

(2) Demostracién de (AU B)\ (AN B) C AAB.
Sea z € (AU B) \ (AN B). Entonces

re€AUB y x ¢ ANB.

La primera condicién dice que € A o x € B. La segunda condicién dice que no se cumple que
r€Ayx € Balavez.

Por tanto, ocurren exactamente una de las dos posibilidades:

(i) v € Ayx¢ B. Entonces ¢ € A\ B, luego z € (A\ B)U (B\ A) = AAB.
(ii) x € B yx ¢ A Entonces x € B\ A, luego z € (A\ B)U(B\ A) = AAB.
En ambos casos, x € AAB, y por tanto

(AUB)\ (AN B) C AAB.

Como se cumplen ambas inclusiones, concluimos que

AAB = (AUB)\ (AN B).

Ejercicio 21. xx
(Algebra de conjuntos) Demostrar que, para cualesquiera conjuntos A y B, se cumple

A\ B = AA(ANB).
Solucién: Recordamos que la diferencia simétrica se define como
XAY =(X\Y)U(Y\X).
Tomamos X =AeY =ANB:
ANANB) = (A\(ANB))U((AnB)\ 4).
(1) Simplificacién de (AN B)\ A.
Sea z € (AN B)\ A. Entonces x € ANBy x ¢ A. Pero x € AN B implica en particular z € A,

contradiccién. Por tanto,

(ANB)\ A= 0.
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(2) Simplificacién de A\ (AN B).
Seax € A\ (AN B). Entonces x € Ay x ¢ AN B. Como z € A, la condicién z ¢ AN B equivale a
x ¢ B. Por tanto,

x€Ayuxé¢B,

es decir,
x € A\ B.

Esto demuestra que
A\ (ANB)C A\ B.

Reciprocamente, sea x € A\ B. Entonces © € Ay ¢ B. En particular, x ¢ AN B, luego
x € A\ (AN B). Por tanto,
A\BC A\ (AN B).

Concluimos que
A\ (ANB)=A\B.

(3) Conclusién.

Sustituyendo (1) y (2) en la expresién de AA(AN B):

AAN(ANB)=(A\(ANB))Ug=A\(ANB)=A\B.

Por tanto,
A\ B = AA(ANB).

Ejercicio 22. xx

(Algebra de conjuntos) Demostrar que, para cualesquiera conjuntos A, B,C, D, se cum-
ple
(ANB)x (CND)=(AxC)Nn(Bx D).

Solucién: Demostraremos la igualdad probando ambas inclusiones.

(1) Demostracién de (ANB) x (CND)C (AxC)Nn(B x D).
Sea (x,y) € (AN B) x (CN D). Por definicién de producto cartesiano,

re€ANB y yeCnD.
Por definicién de interseccion,
reAyzxe B, yeCyyeD.

Por tanto,
(x,y) e AxC y (z,y) € Bx D,
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lo que implica
(z,y) € (Ax C)N (B x D).

Concluimos que

(ANB) x (CND)C (AxC)N (B x D).

(2) Demostracién de (A x C)N(B x D) C (ANB) x (CND,).
Sea (x,y) € (A x C)N (B x D). Entonces,

(x,y) e AxC y (x,y) € BxD.
Por definicién de producto cartesiano,
re€AyyeC, r€ByyeD.

De nuevo, agrupando,
re€ANB y yeCnD.

Por tanto,
(x,y) € (AN B) x (CND,).

Concluimos que

(AxC)N(BxD)C(ANB) x (CND).

Como se cumplen ambas inclusiones, obtenemos la igualdad

(ANB)x (CND)=(AxC)N (B x D).

Ejercicio 23. xx

(Algebra de conjuntos) Sean A, B,C conjuntos. Demostrar que:
(AUB)xC=(AxC)U(Bx (), Ax(BUC)=(AxB)U(AxC).

Es decir, el producto cartesiano es distributivo con respecto a la unién.

Solucion:

(1) Demostracién de (AUB) x C = (Ax C)U (B x ().

Demostramos ambas inclusiones.

(i) (AUB)x C C(Ax C)U (B x (). Sea (x,y) € (AU B) x C. Entonces

r€AUB y yeC.

De z € AU B se sigue que x € Aoz € B.

» Size Ayy e C, entonces (z,y) € Ax C.

35
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» Siz e Byye(C, entonces (z,y) € BxC.

En ambos casos,
(z,y) € (Ax CYU (B x ().

Luego
(AUB)xCC(AxC)U(BxC).

(i) (Ax C)U(BxC)C(AUB) xC. Sea (z,y) € (A x C)U (B x C). Entonces
(z,y) e AxC o (z,y)€e BxC.

Si(z,y) € AxC, entoncesz € Ayy € C,luegox € AUBy (z,y) € (AUB)xC. Si (z,y) € BxC,
entonces x € Byy e C,luego x € AUB y (z,y) € (AU B) x C. Por tanto,

(AxC)U(BxC)C(AUB) xC.
Como se cumplen ambas inclusiones, queda probada la igualdad.

(2) Demostracién de A x (BUC) = (A x B)U(AxC).
De nuevo probamos ambas inclusiones.

(i) Ax (BUC) C (Ax B)U(AxC). Sea (z,y) € Ax (BUC). Entonces
zeA y y€e BUC.
Deye BUC sesigue quey € BoyeC.
» Siy€ By z € A, entonces (x,y) € A x B.

» Siye Cyaxe A, entonces (z,y) € Ax C.

En ambos casos,
(2,y) € (Ax B)U (A x C),

luego
AXx(BUC)C(AxB)U(AxC(C).

(ii) (Ax B)U(AxC)C Ax (BUC). Sea (z,y) € (A x B)U (A x C). Entonces
(r,y) e AxB o (x,y)e AxC.

Si(z,y) € Ax B,entoncesx € Ayy € B,luegoy € BUC y (z,y) € Ax (BUC). Si (z,y) € AxC,
entonces x € Ayy e C,luegoy € BUC y (z,y) € A x (BUC). Por tanto,

(AxBY)UAxC)CAx (BUCQ).

Como se cumplen ambas inclusiones, queda probada la igualdad.
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Ejercicio 24. *x
(Algebra de conjuntos) Sean A, B,C conjuntos. Demostrar que:

(ANB)xC=(AxC)Nn(B xC), Ax(BNC)=(AxB)N(AxC).

Es decir, el producto cartesiano es distributivo con respecto a la interseccién.
Solucién:

(1) Demostracién de (ANB) xC = (AxC)N(B x ().

Demostramos ambas inclusiones.
(i) (ANB)x C C(AxC)N (B x (). Sea (x,y) € (AN B) x C. Entonces
r€ANB y yeC.
De z € AN B se sigue que x € Ay x € B. Por tanto,
(x,y) e AxC y (x,y) € BxC,

lo que implica
(z,y) € (Ax CYN (B x ().

Luego
(ANB)xCC(AxC)N(BxC).

(i) (AxC)N(BxC)C(ANB)xC. Sea (z,y) € (A x C)N (B x C). Entonces
(z,y) e AxC y (z,y) € BxC.
Por definicién de producto cartesiano,
reA yeC y reB,yel.
En particular, x € Ay x € B, es decir, x € AN B, y ademés y € C. Por tanto,
(x,y) € (AN B) x C.

Luego
(AxC)N(BxC)C(ANB) xC.

Como se cumplen ambas inclusiones, queda probada la igualdad.

(2) Demostraciéon de A x (BNC)=(Ax B)N(AxC).
De nuevo, probamos ambas inclusiones.

(i) Ax (BNC)C(Ax B)N(AxC). Sea (z,y) € Ax (BNC). Entonces
zeA y ye BNC.
De y € BN C se sigue que y € By y € C. Por tanto,

(z.y) e AxB vy (2,9 €AxC,
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luego
(x,y) € (Ax B)N(AxC).

Asi,
Ax(BNC)C (AxB)N(AxC(C).

(i) (Ax B)N(AxC)C Ax (BNC). Sea (z,y) € (Ax B)N (A x C). Entonces
(x,y) e AxX B y (r,y) e AxC.
Por definicién de producto cartesiano,
r€A yeB y re A yeC.
En particular, z € Ay y € BN C. Por tanto,
(x,y) € Ax (BNCQC).

Luego
(AxB)N(AxC)CAx(BNCO).

Como se cumplen ambas inclusiones, queda probada la igualdad.

Ejercicio 25. xx
(Algebra de conjuntos) Sean A, B,C conjuntos. Demostrar que:

(A\B)xC=(AxC)\(BxC), Ax(B\C)=(AxB)\(AxC).

Es decir, el producto cartesiano es distributivo con respecto a la diferencia.
Solucion:

(1) Demostracién de (A\ B) x C = (Ax C)\ (B x O).

Demostramos ambas inclusiones.
(i) (A\B)xC C (Ax C)\ (B xC). Sea (z,y) € (A\ B) x C. Entonces
ze A\ B y yeC.

Por definicién de diferencia,
zeA y z ¢ B.

Luego (z,y) € A x C. Ademds, como = ¢ B (y y € C), se tiene

(x,y) ¢ B x C.

Por tanto,
(z,y) € (Ax C)\ (B xC).
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Asi,
(A\B)xCC(AxC)\(BxOQ).

(i) (Ax C)\ (B xC)C(A\B)xC. Sea (z,y) € (Ax C)\ (B x C). Entonces
(z,y) e AxC y (z,y) ¢ B x C.

La primera condicién implica
reA y yeC.

La segunda condicién significa que no se cumple x € By y € C a la vez. Pero ya sabemos que
y € C, asi que necesariamente
x ¢ B.

Por tanto, z € A\ By y € C, luego

(z,y) € (A\ B) x C.
Asi,

(AxC)\(BxC)C(A\B)xC.
Como se cumplen ambas inclusiones, queda probada la igualdad.
(2) Demostracién de A x (B\C)=(Ax B)\ (4 xC).
De nuevo, probamos ambas inclusiones.
(i) Ax (B\C)C (Ax B)\ (AxC().Sea (z,y) € Ax (B\C). Entonces
reA y y € B\ C.

Por definicién de diferencia,

yeB vy y¢C.
Luego (z,y) € A x B. Ademads, como y ¢ C' (y © € A), se tiene

(z,y) ¢ AxC.

Por tanto,
(z,y) € (Ax B)\ (A x ().
Asi,
Ax (B\C)C(AxB)\(AxC).

(ii) (Ax B)\ (AxC)C Ax (B\C).Sea (z,y) € (A x B)\ (4 x (). Entonces
(z.y) e AxB vy (v,y) ¢ AxC.
La primera condicién implica
reA y y € B.

La segunda condicién significa que no se cumple x € Ay y € C a la vez. Pero ya sabemos que
x € A, asi que necesariamente

y¢C.
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Por tanto, y € B\ C'y = € A, luego
(r,9) € A x (B\O).

Asi,
(AxB)\(AxC)CAx (B\O).

Como se cumplen ambas inclusiones, queda probada la igualdad.

Ejercicio 26. xx
(Algebra de conjuntos) Sean A, B,C, D conjuntos, desarrollar

(AUB) x (C'UD)

como unién de productos cartesianos.
Solucién: Aplicamos X x (YUZ)=(X xY)U(X xZ)con X =(AUB),Y=Cy Z=D:

(AUB)x (CUD) = ((AUB) x C) U ((AUB) x D).
Ahora aplicamos (X UY) x Z = (X x Z)U (Y x Z) a cada término:
(AUB)xC=(AxC)U (B x (), (AUB)x D= (AxD)U(BxD,).
Sustituyendo, obtenemos:

(AUB)x (CUD)=(AxC)U(BxC)U(AxD)U(Bx D).

Ejercicio 27. xx

(Algebra de conjuntos)
(a) Demostrar que una de las dos férmulas siguientes es siempre correcta y la otra
algunas veces es falsa:

() A\(B\C)=(4\B)UC, (i) (4\B)\C=A\(BUC).

(b) Establecer una condicién necesaria y suficiente adicional para que la fé6rmula inco-
rrecta sea siempre valida.

Solucién:
(a) Anaélisis de (i). Mostramos que

A\ (B\C)=(A\B)UC
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no es valida en general. Por ejemplo, si
AZQ, Big, C:{0}7
entonces
A\(B\C)=2\2 =2,

mientras que
(A\B)uC =gU{0} ={0}.

Luego la igualdad no se cumple, y (i) es a veces falsa.

(a) Analisis de (ii). Demostramos que
A\ (BUC)=(A\B)\C

es siempre correcta.
Sea x un elemento arbitrario. Entonces:
zr€A\(BUC) <= zcAyx¢(BUQC) (def. de diferencia)
— x€Ay(x¢Byx¢C) (def. de unién)
<— (rx€Ayax¢B)yxg¢C
< x€A\Byaxz¢C (def. de diferencia)
— xz€(A\B)\C. (def. de diferencia)

Por tanto, (ii) es vélida para cualesquiera conjuntos A, B, C.

(b) Condicién necesaria y suficiente para que (i) sea valida.
Simplificamos el lado izquierdo:
A\ (B\C) = An(B\CO)° (def. de diferencia)
= ANn(BNC9° (def. de diferencia)
AN(B°UC) (leyes de De Morgan)
(ANB)U(ANC) (distributividad)
= (A\B)U(ANC). (def. de diferencia)

Por tanto, la igualdad (i) equivale a
(A\B)U(ANC)=(A\B)UC.

Esta igualdad se cumple si y solo si

41
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1.2. Numeros reales

Motivacién

En muchos cursos introductorios de Célculo se asume implicitamente que los niimeros reales son un
objeto ya conocido y completamente dominado. Sin embargo, una parte sustancial de los conceptos
centrales del Célculo —en particular, los de limite, continuidad, convergencia y aproximacién—
descansa directamente en propiedades especificas de los nimeros reales. Por ello, para comprender
de verdad el Calculo, no basta con saber operar con numeros: es necesario entender qué tipo de
estructura matematica constituyen y qué propiedades los distinguen de otros conjuntos numéricos.
El paso de los ntimeros racionales a los nimeros reales no es solo una ampliacién cuantitativa,
sino también cualitativa. Muchas afirmaciones fundamentales del Calculo dejan de ser ciertas si
se trabaja tnicamente con racionales. La existencia de limites, la posibilidad de aproximar valores
“por arriba” y “por abajo”, o el hecho de que ciertas sucesiones converjan dependen de propiedades
profundas como el orden total, la compatibilidad del orden con las operaciones algebraicas y, de
manera crucial, la completitud del cuerpo de los nimeros reales.

En este capitulo se estudian los nimeros reales desde una perspectiva estructural. Se parte de las
nociones basicas de relaciones y operaciones binarias para formalizar las ideas de igualdad, orden y
operacion aritmética, e introducen progresivamente las estructuras algebraicas que culminan en la
definicién de los reales como un cuerpo ordenado completo. Esta caracterizacion no es un formalismo
innecesario: explica por qué en los reales las ecuaciones lineales tienen solucién tnica, por qué se
puede dividir por cualquier nimero no nulo, y por qué el orden se comporta de manera coherente
con la suma y el producto.

Un papel central lo desempena el axioma de completitud, formulado a partir de la existencia de
supremos e infimos. Esta propiedad distingue a los nuimeros reales de otros cuerpos ordenados y
constituye el fundamento logico de muchos razonamientos posteriores en Calculo. La definicién ri-
gurosa de limite, por ejemplo, se apoya en la posibilidad de controlar cotas superiores e inferiores y
en la existencia de valores extremos “6ptimos”, aunque no pertenezcan necesariamente al conjunto
considerado. Sin esta propiedad, nociones aparentemente intuitivas como “acercarse arbitrariamen-
te” o “no poder superar cierto valor” pierden su contenido matematico preciso.

Asimismo, se estudian herramientas basicas asociadas a los niimeros reales, como el valor absoluto y
las funciones derivadas de él, que permiten medir distancias y formular desigualdades fundamentales.
Estas ideas son esenciales para cuantificar errores, establecer estimaciones y formalizar el concepto
de proximidad, elementos imprescindibles en el estudio de limites y continuidad.

Los ejercicios de este capitulo cumplen una doble funciéon. Los de nivel bésico estan orientados a
consolidar la familiaridad con las propiedades elementales de los nimeros reales y a desarrollar
soltura en razonamientos algebraicos y de orden. Los ejercicios de nivel mds avanzado profundizan
en los fundamentos tedéricos, mostrando por qué estas propiedades son suficientes —y necesarias—
para sostener el edificio conceptual del Calculo. En conjunto, este capitulo no pretende retrasar el
estudio del Calculo, sino dotarlo de una base sélida que permita comprenderlo con rigor y evitar
razonamientos puramente formales o mecanicos en etapas posteriores.
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Breve introduccioén teédrica

El conjunto de los nimeros reales, denotado por R, constituye el marco mateméatico fundamental
sobre el que se desarrolla el Calculo. En él se definen las nociones de limite, continuidad, deri-
vabilidad e integrabilidad. Estas nociones no dependen tunicamente de la posibilidad de efectuar
operaciones aritméticas, sino de propiedades estructurales especificas de R, que conviene explicitar
de forma rigurosa.

Desde un punto de vista algebraico, (R, +, ) es un cuerpo conmutativo. Esto significa que la suma
y el producto son operaciones internas, asociativas y conmutativas, que existen elementos neutros
0y 1, ¥ que todo niimero real x admite un opuesto —z v, si « # 0, un inverso multiplicativo z~".

En particular, para todo a, b, c € R se verifican identidades como
a+(b+c)=(a+0d)+e, a(bc) = (ab)c,

a(b+ c¢) = ab+ ac, a+0=a, a-1=a.

Estas propiedades garantizan la coherencia algebraica de las manipulaciones formales que se realizan
en Célculo.

Ademas de su estructura de cuerpo, R estd provisto de una relacién de orden total <, compatible
con las operaciones algebraicas. En particular, para todo a,b,c € R se cumple

a<b = a+c<b+ec,

y, si 0 < ¢, entonces
a<b = ac<bec.

La existencia de un orden total permite comparar cualquier par de niimeros reales y definir intervalos
del tipo (a,b), [a,b], (a,+00), etc., que desempefian un papel central en la formulacién de limites y
en la definicién de continuidad.

La propiedad distintiva de los nimeros reales es su completitud. Sea A C R un conjunto no vacio
y acotado superiormente. Entonces existe un niimero real s tal que

Ya € A, a <s,

Ve>0, daceA: s—e<a.

Este nimero s se denomina el supremo de A y se denota por sup A. De forma andloga, todo
conjunto no vacio y acotado inferiormente admite un infimo. Estas propiedades no son consecuencias
del algebra ni del orden, sino axiomas propios de R, y fallan, por ejemplo, en el conjunto de los
nimeros racionales.

La completitud es el fundamento légico de numerosos resultados del Célculo. La existencia de limites
de sucesiones monoétonas y acotadas, la convergencia de sucesiones definidas por aproximacion y la
formulacion rigurosa del concepto de limite se apoyan esencialmente en la existencia de supremos e
infimos. Sin esta propiedad, expresiones del tipo

lim a, =L
n—oo

carecerian de una base matematica sélida.
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Junto a la completitud, la propiedad arquimediana de R afirma que
Va,b >0, Ine€N: na >b.

Esta propiedad garantiza que los niimeros naturales no estan acotados en R y permite relacionar
cantidades reales con aproximaciones discretas. Es una herramienta esencial en demostraciones que
involucran estimaciones y control de errores.

En determinados contextos se introduce la recta real ampliada R = R U {—o00, +o0}, que permite
describir de manera unificada comportamientos no acotados. En este conjunto se extiende la relacién
de orden de R, de modo que para todo € R se tiene

—o0 < x < +o00.

Sin embargo, aunque ciertas operaciones se definen de forma parcial, R no posee estructura de
cuerpo ni de anillo, y debe manejarse iinicamente como una herramienta auxiliar.

Finalmente, el valor absoluto es una funcién fundamental asociada a la estructura ordenada de R.
Definido por

x, x>0,

|z =

-z, x <0,
permite expresar la distancia entre dos nimeros reales mediante | — y| y formular desigualdades
de manera simétrica. En particular,

|r—al|<e <= a—e<z<a+te,

relacién que constituye la base técnica de la definicion de limite y continuidad.
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Relaciones, operaciones y estructuras algebraicas

Relacién binaria: RC EF x E

Relacién binaria de equivalencia:

- Reflexiva: (a,a) € R

- Simétrica: (a,b) € R = (b,a) € R

- Transitiva: (a,b), (b,c) € R = (a,c) € R

Se escribe: (a,b) € R, a ~ b, a = b (dependiendo del contexto)

Relacién binaria de orden parcial:

- Refleziva: (a,a) € R

- Antisimétrica: (a,b),(b,a) € R=a =10

- Transitiva: (a,b), (b,c) € R = (a,c) € R

Se escribe: (a,b) € R, a <b

Relacién binaria de orden total: (a,b) € R = (b,a) ¢ R

Operacién binaria interna: f: Ex FE — FE
Operacién binaria externa: f: Ex FF — FE

Magma: (E, @), @ operacién binaria interna

Semigrupo: (E,®), ® Magma+
- Asociativa: (a®b) Pc=a® (bd c)

Monoide: (E,®), @ Semigrupo+
- Elemento neutro: 310la®0=a,0®a=a

Grupo: (E,®) Monoide+
- Elemento simétrico: Ya, 3 ~ ala ® (~a) = (~a)®a=0

Grupo abeliano: (F,®) Grupo+
- Conmutativa: a ®b=bD a

Anillo: (E,®,0): (E,®) Grupo abeliano, (E, ®) Semigrupo

- Distributividad por la izquierda: a ® (b®c) = (a®b) @ (a ® ¢)
- Distributividad por la derecha: (b®c) @a=(b®a)® (c®a)
Anillo unitario: (E,®,®): Anillo, (E,®) monoide

Anillo de divisién: (E,®,®) Anillo unitario, (£ \ 0,®) grupo

Cuerpo: (F,®,®) Anillo de divisién, ® conmutativa
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Cuerpo de los nimeros reales

Cuerpo ordenado completo de los reales: (R, +, -, <)
- (R,+,-) es un cuerpo ((R,+) grupo abeliano, (R \ {0}, ) grupo abeliano)

Orden total: < es una relacion de orden total en R
- Compatibilidad con la suma: a <b=a+c<b+c
- Compatibilidad con el producto: 0 < a, 0<b=0<a-b

Propiedad arquimediana:
-Va,b>0, IneN: n-a>b

Cota superior: ACR, A# 0
- M € R es cota superior de A <= Vae€ A, a < M

Supremo: s € R es el supremo de A si:
(i) s es cota superior de A
(ii) VM cota superior de 4, s < M

Completitud (axioma del supremo): Todo subconjunto no vacio y acotado superiormente de
R admite supremo en R

Cota inferior: ACR, A # ()
-m € R es cota inferior de A <= Vae€ A, m<a

Infimo: i € R es el infimo de A si:
(i) 7 es cota inferior de A
(ii

) Vm cota inferior de A, m <1

Completitud (axioma del infimo): Todo subconjunto no vacio y acotado inferiormente de R
admite infimo en R

Conclusidn: R es el unico (salvo isomorfismo) cuerpo ordenado completo




1.2. NUMEROS REALES

Recta real ampliada

Recta real ampliada: R = R U {—o0, +o0}

Orden:

- < extiende el orden de R
-VeeR: —co <z < +00
- —00 < 400

Cotas: - -
- Toda A C R tiene supremo e infimo en R

Supremo:
-sup A =+o0o0 <= A no estd acotado superiormente en R
-sup A = —00 <= A={-o0}

Infimo:
-inf A = —-oc0 <= A no estd acotado inferiormente en R
-inf A =400 <= A= {400}

Operaciones (parcialmente definidas):

-+ (£o00) = £oo, Vz € R

-a-(£00) ==£00, a>0; a-(+o0)=Foo, a <0
-7==0 VaeR

- oo+ 00y 0-(+o00) no estén definidas

Observacion: R no es cuerpo ni anillo
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Funciones basicas asociadas a los nimeros reales

Funciones asociadas al valor absoluto

Valor absoluto: |-|:R — R
x, x>0
- ‘I| =
-z, <0
-lx] >0, |z|=0 < =0
- Jof? = 22
- |lzyl = [z[]y|

- Desigualdad triangular: |z + y| < |z| + |y|

Funcién signo: sgn: R — {-1,0,1}

1, z >0
-sgn(z) =40, =0
-1, =<0

- x = |z|sgn(x)
- |z = sgn(x)
Parte positiva: z7 : R — R

>0
-zt = max{x,0} = Tore
0, =<0

-zt >0

Parte negativa: x7 : R - R

0 x>0
—x_zméx{—x,O}:{ ’ r=

-z, <0
-x— >0

Relaciones fundamentales:
=2t —2~

o bt pl-a
o2 )

Monotonia y continuidad:

- |z|, 2T, x~ son continuas en R
- |z| no es derivable en z = 0

- sgn(x) es discontinua en z = 0

x| X
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X sgn(x)
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Propiedades estructurales clave en R

Propiedades basicas del orden en R
- Tricotomia: Va,b € R, exactamente una de las siguientes es cierta: a < b, a =b,a > b
- Transitividad estricta: a < by b<c=a<c

Desigualdades y operaciones
-a<b=-b< —q

~a<b c<d=a+c<b+d
~a<b ¢c>0=ac<bc
~a<b c<0=ac>bc

Desigualdades con valor absoluto
g <M = —-M<z<M
-lr—al<e <= a—-e<zr<a+e
-l =yl > |l = lyl|

Caracterizacién del supremo

Sea A C R no vacio y acotado superiormente. s = sup A si y solo si:
-a<sparatodoa€ A

-Ve>0,daceA: s—e<a

Caracterizacién del infimo

Sea A C R no vacio y acotado inferiormente. ¢ = inf A si y solo si:
-i<aparatodoac A

-Ve>0,daceA: a<i+te

Consecuencia fundamental
- Entre dos numeros reales distintos existe infinitos racionales e irracionales
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Ejercicio 28. *x

(Unicidad de los elementos neutros en R) Demostrar que los elementos neutros de la
suma y de la multiplicacién de nimeros reales son unicos.

Solucion:

(1) Unicidad del neutro aditivo. Supongamos que 0 y 0’ son elementos neutros para la suma
en R, es decir,
VeeR: z4+0=uz, z+0 =z

Tomando x = 0 en la segunda igualdad se obtiene
040 =0. (1)
Tomando x = 0’ en la primera igualdad se obtiene
04+0=0. (2)
Como la suma es conmutativa, 0 + 0" = 0’ + 0. Comparando (1) y (2) concluimos que
0=0.
Por tanto, el elemento neutro de la suma es unico.

(2) Unicidad del neutro multiplicativo. Supongamos que 1 y 1’ son elementos neutros para el
producto en R, es decir,
VeeR: z-1=u, z-1 =z

Tomando x = 1 en la segunda igualdad se obtiene
1-1=1. (3)
Tomando x = 1’ en la primera igualdad se obtiene
1-1=1". (4)
Como el producto es conmutativo, 1 -1’ = 1’ - 1. Comparando (3) y (4) concluimos que
1=1"

Por tanto, el elemento neutro del producto es tnico.

Ejercicio 29. xx
(Unicidad de soluciones en R) Sea a,b € R.

1. Demostrar que la ecuacién a + x = b tiene solucién tnica z € R.

2. Demostrar que, si a # 0, la ecuacién a - x = b tiene solucién tnica x € R.



1.2. NUMEROS REALES 51

Solucién:
(1) Ecuacién a + = = b. Existencia. Consideramos = = b — a. Entonces

a+z=a+(b—a)=(a—a)+b=0+b=0.

Luego existe solucion.
Unicidad. Sean x1, 22 € R tales que a + 1 = by a + x2 = b. Restando a en ambos lados:

(a+z1) —a=0b—a, (a+x2) —a=b—a.

Por asociatividad,
z1+ (a—a)=b—a, xo+ (a—a)=b—a,

y como a —a = 0,
r1=b—a, To =b—a.

Por tanto 1 = x5 y la solucién es unica.

(2) Ecuacién a -z = b con a # 0. Existencia. Como a # 0, existe ™! € R tal que a-a™! = 1.
Tomamos

Entonces

Luego existe solucion.
Unicidad. Sean z1, 22 € R tales que a-x; = by a- x5 = b. Multiplicando por a~! a la izquierda:

at-(a-z1)=a"t-b, at(a-z3)=a"t-b.
Por asociatividad,
(a'-a)-z1=a"'" b, (' a)-zy=0a"1"b,
ycomoa l.-a=1,
xlza_l-b, xo=a"'-b.

Por tanto x1 = x5 y la solucién es tinica.

Ejercicio 30. «

(Relacién entre supremo e infimo) Sea A C R un conjunto no vacio y acotado inferior-
mente. Se define —A ={—a: a <€ A}.

(1) Ejemplo. Sea A = (2,5) C R. Entonces
—A=(-5,-2).
Como —2 es la menor cota superior de (=5, —2),

sup(—A4) = —2.
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Por tanto,
inf A= —sup(—A) = 2.

(2) Demostraciéon general. Demostrar que
inf A = —sup(—A).

Solucion:

Paso 1: —sup(—A) es cota inferior de A. Sea a € A. Entonces —a € —A y, por definicién de
supremo,
—a < sup(—A4).

Multiplicando por —1 se obtiene
a > —sup(—A).

Luego —sup(—A) es cota inferior de A.

Paso 2: maximalidad de —sup(—A). Sea m una cota inferior cualquiera de A. Entonces
m < a, Va € A.

Multiplicando por —1,
—a < —m, Ya € A,

es decir, —m es cota superior de —A. Por definicién de supremo,
sup(—A) < —m.

Multiplicando de nuevo por —1,
m < —sup(—A).

Por tanto, ninguna cota inferior de A es mayor que —sup(—A).

De los pasos 1 y 2 se concluye que
inf A = —sup(—A4).

Ejercicio 31. *x

(Teorema de Arquimedes) Demostrar que para cualesquiera a,b € R con a > 0 existe
un nimero natural n € N tal que
n-a>b.

Solucion:
Paso 1: Suposiciéon contraria. Supongamos, por reduccién al absurdo, que

n-a<b, Vn € N.
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Entonces el conjunto
A={n-a: neN}

estd acotado superiormente por b.

Paso 2: Existencia del supremo. Por el axioma del supremo, existe

s =sup A.

Paso 3: Contradicciéon. Como s = sup A, ningin nimero estrictamente menor que s puede ser
cota superior de A. En particular, s — a < s no es cota superior de A. Por tanto, existe n € N tal
que

n-a>s—a.

Sumando a en ambos lados se obtiene
(n+1)-a>s,
lo cual contradice que s sea cota superior de A.

La contradicciéon muestra que la suposicién inicial es falsa. Por tanto, existe n € N tal que

n-a>b.

Ejercicio 32. «

(Convergencia de % a 0) Demostrar que para todo ¢ € R con ¢ > 0 existe un nimero

natural n € N tal que

1
— <e&.
n

Solucién:
Sea € > 0. Aplicamos el teorema de Arquimedes con a = € y b = 1. Entonces existe n € N tal que

n-e>1.

Como n > 0y ¢ > 0, dividiendo ambos lados por n se obtiene

1
e> —.
n

Por tanto, para todo € > 0 existe n € N tal que %L <eE.

Ejercicio 33. «*
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(Densidad de Q en R) Demostrar que para cualesquiera a,b € R con a < b existe un
numero racional ¢ € Q tal que
a<q<hb.

Solucién: Sea a <bye=b—a > 0. Elegimos n € N tal que
1
- =b—a. 1
n<€ a ()

Consideremos el nimero = = na. Por el teorema de Arquimedes existe m € N tal que m > |z|. En
particular,
-m <z <m.

Sea
S={z€Z:z<z}.

Entonces S # & (pues —m € S) y S estd acotado superiormente (por ejemplo, por m). Por tanto,
S tiene méximo; sea k = méx.S € Z. Se cumple k < z. Ademds, k+1 ¢ S, luego k+1 £ z, y por
consiguiente x < k + 1. En definitiva,

k<z<k+1, esto es, k<na<k+1. (2)

De (2) se sigue que
na<k+1<na+1.

Dividiendo por n > 0, se obtiene

k+1 1
a< oyl 3)
Definimos k1
q= € Q.
n

Por (1), a4+ £ <a+ (b—a) = b, y junto con (3) se concluye ¢ < b. Combinando con (3),

a<qg<b.

Ejercicio 34. «
(Fracciones propias: no hay minimo ni maximo) Consideremos el conjunto

A:{%e@;mnewo<m<n}

(a) Demostrar que A no tiene minimo ni méximo.

(b) Calcular inf A y sup A.

(c) Explicar la diferencia entre minimo e infimo, y entre maximo y supremo.
Solucién:
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(a) A no tiene minimo. Sea ™ € A. Consideremos

m
n+1

Como 0 < m <n <n++1, se cumple HL_H € A, y ademas

m m

< .
n+1 n

Por tanto, dado cualquier elemento de A, existe otro elemento de A estrictamente menor. Luego A
no tiene minimo.

A no tiene maximo. Sea 7 € A. Consideremos

m+4+n
on

Como 0 < m < n, entonces m +n < 2n, y ademas m + n > 0, luego mz—fl” € A. Ademads,

m-+n @_m+n—2m_n—m>0
2n n 2n ) ’

es decir,

m m+4+n
— <

n 2n
Por tanto, dado cualquier elemento de A, existe otro elemento de A estrictamente mayor. Luego A
no tiene maximo.
(b) Infimo y supremo.
Infimo. Para todo % € A se tiene % > 0, luego 0 es cota inferior de A. Ademads, para todo ¢ > 0,

tomando n € N con % < g, se tiene % €Ay

1
0<—<e.
n

Luego ninguna cota inferior puede ser mayor que 0. Por tanto,
inf A=0.

Supremo. Para todo % € A se tiene % < 1, luego 1 es cota superior de A. Ademads, para todo & > 0,
tomando n € N con % < g, se tiene
n—1 n—1 1

€A y =1——>1—¢,
n n n

Luego ninguna cota superior puede ser menor que 1. Por tanto,

sup A = 1.

(¢) Méximo vs. supremo; minimo vs. infimo.
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Maximo. A tiene maximo si existe M € A tal que Va € A, a < M.
Supremo. A tiene supremo si existe s € R tal que:

(i) Va e A, a <s, (ii) VM cota superior de A, s < M.
El supremo puede no pertenecer a A (en este ejercicio, sup A =1 ¢ A).

Minimo. A tiene minimo si existe m € A tal que Va € A, m < a.
Infimo. A tiene infimo si existe ¢ € R tal que:

(i) Vae A, i<a, (ii) Vm cota inferior de A, m <.

El infimo puede no pertenecer a A (en este ejercicio, inf A =0 ¢ A).

Ejercicio 35. «

Sea T'={¢v2: ¢ Q} CR.

(a) Demostrar que T es denso en R, es decir, que para cualesquiera a < b existe t € T
tal que
a<t<b.

(b) Demostrar que para todo a € R se cumple
a=sup{teT: t<a}.

Solucién:
(a) Densidad de 7. Sean a < b. Como /2 > 0, al dividir se conserva el orden:

Sl

a4 <
V2
Por la densidad de Q en R, existe g € Q tal que

a b
—<g< —.

V2 V2

Multiplicando por v/2,
a<qV2<b.

Como qv2 € T, existe t € T con a < t < b. Luego T es denso en R.
(b) @ es el supremo de {t € T: t < a}. Definimos

A={teT: t<a}.

Paso 1: a es cota superior de A. Sit € A, entonces por definicién t < a, y en particular ¢t < a.
Luego a es cota superior de A.
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Paso 2: a es la menor cota superior. Sea M < a. Queremos ver que M no es cota superior de A4, es
decir, que existe t € A con t > M.

Como M < a, por la densidad demostrada en (a) aplicada al intervalo (M, a), existe t € T tal que
M <t <a.
Entonces t € A y ademas t > M, luego M no es cota superior de A.

Por tanto, ninguna cota superior de A puede ser menor que a, y como a si es cota superior,
concluimos que
sup A = a,

es decir,
a=sup{teT: t<a}.

Ejercicio 36. «
Calcular todos los niimeros racionales ¢ € Q tales que

ViZ+1eQ.

Solucion:
Buscamos ¢ € Q tal que exista r € Q con

Elevando al cuadrado,

¢ +1=1%
o equivalentemente,
r?—¢?=1
Factorizamos:
(r—q)(r+q) =1 (1)

Paso 1: parametrizacién racional. Como 7,q € Q, los factores r — ¢ y 7 4 ¢ son racionales y su
producto es 1. Luego existe t € Q\ {0} tal que

1
r—q=t, rJrq:Z.

"T3 i) 173\ :

Paso 2: verificacién. Sea t € Q\ {0} y definamos

(1,
1=5\1 ’

Sumando y restando,
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Como t es racional y distinto de cero, también lo es %, y por tanto ¢ € Q.
Calculamos ahora ¢ + 1:

Sumando,

Por tanto,

Observacion. Este resultado describe todas las soluciones racionales de la ecuacién hiperbodlica
P2 =1,

andloga a la ecuacién pitagérica a? + b% = 2, pero con signo negativo.

Ejercicio 37. «
Demostrar que si x € R satisface

Vh>0: 0<ax<h,

entonces r = 0.

Solucion:

Procedemos por reduccion al absurdo.

Supongamos que z # 0. Como ademds = > 0, se tiene necesariamente

x> 0.

Tomamos entonces

x
h=—=
2 b
que verifica h > 0. Por la hipdétesis,
x
0< h=—.
Sz < 5
Pero esta desigualdad implica

x
$<§,

lo cual es imposible para x > 0.
La contradiccién muestra que nuestra suposicién z # 0 es falsa. Por tanto,

x=0.
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Conclusién. El inico numero real que es no negativo y menor que cualquier nimero real positivo
es el cero.

Ejercicio 38. «
(Parte entera) Demostrar que para todo z € R existe un unico entero n € Z tal que

n<zx<n+l.

Solucién:
(Existencia). Consideramos el conjunto

A={keZ: k <z}

Este conjunto no es vacio (por ejemplo, contiene a cualquier entero suficientemente negativo) y esté
acotado superiormente por z. Por tanto, A admite maximo; sea

n = max A.

Por definiciéon de A, se cumple
n <. (1)

Ademsds, como n+ 1 ¢ A (pues n es el mdximo), necesariamente
n+1>ux,

es decir,
r<n+l1 (2)

De (1) y (2) se deduce que
n<r<n+l1.

(Unicidad). Supongamos que existen dos enteros n,m € Z tales que
n<z<n+l y m<zx<m+1.
Sin pérdida de generalidad, supongamos n < m. Entonces n + 1 < m, y por tanto
r<n+1<m<uz,
lo cual es imposible. Luego debe ser n = m.
Por tanto, existe un tnico entero n que satisface

n<zr<n+l1.
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Ejercicio 39. «

(Paridad de los enteros) Demostrar que todo entero es par o impar, y que no puede
ser par e impar a la vez.

Solucion:
Recordamos las definiciones:

= Un entero n € Z es par si existe k € Z tal que n = 2k.

= Un entero n € Z es impar si existe k € Z tal que n = 2k + 1.

(1) Todo entero es par o impar.
Sea n € Z. Por el ejercicio anterior, existe un unico entero ¢ € Z tal que

q§g<q+L

Multiplicando por 2 se obtiene
29 <n<2q+2

Como n y 2q son enteros, solo hay dos posibilidades:
n=2¢q o n=2q+1.
En el primer caso, n es par; en el segundo, n es impar. Por tanto, todo entero es par o impar.

(2) Ningin entero puede ser par e impar a la vez.

Supongamos, por reducciéon al absurdo, que existe un entero n que es a la vez par e impar. Entonces
existen k, m € Z tales que
n =2k y n=2m+ 1.

Tgualando ambas expresiones,

2k =2m+ 1.
Reorganizando la ecuacién
1
k—m=<
m=z,

lo cual es imposible, pues el lado izquierdo es un niimero entero y el derecho una fraccién. Esta
contradiccién muestra que ningin entero puede ser par e impar a la vez.

Ejercicio 40. «

(Suma y producto de racionales e irracionales) Demostrar que si z € Q y y € R\ Q,
entonces
x + y es irracional y xy es irracional siempre que x # 0.

Solucién:
(1) La suma z + y es irracional.
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Procedemos por reduccién al absurdo. Supongamos que x+y es racional. Como x es racional, existe
r € Q tal que
rt+y=r.

Entonces
Yy=r—=x.

Pero la resta de dos ntiimeros racionales es racional, luego y € Q, lo cual contradice la hipétesis de
que y es irracional. Por tanto, x + y es irracional.

(2) El producto zy es irracional si x # 0.

Supongamos, de nuevo por reduccién al absurdo, que zy es racional y que z # 0. Entonces existe
s € Q tal que
Ty = S.

Como z es racional y distinto de cero, el cociente de dos racionales es racional, y por tanto
5
y=—€Q.
x

Esto contradice que y sea irracional. Luego xy es irracional.

Ejercicio 41. «

(Existencia de la raiz cuadrada) Demostrar que para todo = € R con z > 0 existe un
tunico numero y € R tal que
y>0 v ==

A este nimero se le llama +/z.
Solucioén:

(1) Unicidad. Suponemos que y,z > 0y que

Restando ambos lados,

y factorizando,
(y—2)(y+2) =0

De un producto nulo se deduce que

y—z=0 o y+z=0.

Caso 1: y — z = 0. Entonces y = z.

Caso 2: y+ 2 =0. Como y > 0y z > 0, se tiene necesariamente

y=0 y =z=0.
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En particular, y = z.

En ambos casos concluimos que
Y=z

Conclusién. Siy,z > 0 v y?> = 22, entonces y = z. Esto justifica la unicidad de la raiz cuadrada
en Rzo.

(2) Existencia. Si z = 0, basta tomar y = 0.
Supongamos ahora x > 0 y consideremos el conjunto

A={teR: t>0, t* <z}

Este conjunto es no vacio, pues 0 € A. Ademds, A estd acotado superiormente: por ejemplo, = + 1
es cota superior, ya que si t > x + 1 entonces t2 > (z + 1)? > x.
Por el axioma del supremo, existe

s =sup A.

2:

Demostraremos que s x.

Paso 1: No puede ocurrir s? < x. Supongamos s < z. Definimos

r—s?
=ming1l, —— > >0.
€ mln{ 25+1}

Entonces s + ¢ > 0 y, desarrollando (teniendo en cuenta que €2 < ¢),

.13—82

s+l

(s+e)=s2+2sce+e> <5’ +2sce+e=6"+ (25 +1)e<s*+ (25 +1)

Por tanto, s + & € A, lo cual contradice que s sea cota superior de A. Luego no es posible que
2
s° < .

Paso 2: No puede ocurrir s> > x. Supongamos s2 > x. Observemos primero que s > 0: como
x > 0, el nimero to = min{l,z} verifica ty > 0y t3 < to < m, luego to € A, y por tanto
s=supA >ty >0.

Definimos

Entonces u:=s—0 >s/2>0y

2 —x
=z

2s+1

u?=(s—0)2 =85> —2504+62>52—250 —F =52 — (25 +1)6 > 5% — (25 + 1)

En particular, 4> > x. Afirmamos que u es cota superior de A. En efecto, si ¢ > u entonces

t2 > u? >z, asf que t ¢ A; luego todo t € A satisface ¢t < u. Por tanto, u es cota superior de A
y ademéas u = s — § < s, lo que contradice que s sea la menor cota superior. Concluimos que no
puede ocurrir s2 > .
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De los pasos 1 y 2 se concluye que necesariamente
§°=ux.
Como ademads s > 0, el niimero s es la raiz cuadrada buscada.

Conclusién. Existe un tinico y > 0 tal que y? = z; lo denotamos +/z.

Ejercicio 42. «
Demostrar que \/2 es irracional.
Solucion:

Procedemos por reduccién al absurdo. Supongamos que v/2 es racional. Entonces existen enteros
p,q € Z con g # 0y ged(p,q) =1 tales que

Elevando al cuadrado,

De (1) se deduce que p? es par, y por tanto p es par. Luego existe k € Z tal que p = 2k. Sustituyendo
en (1),

(2k)? = 2¢* — 4k* = 24° — ¢ = 2k
Asi, g% es par y por tanto g es par.
Hemos obtenido que p y ¢ son ambos pares, lo cual contradice que ged(p,q) = 1 (pues entonces
tendrian un factor comun 2).

Por tanto, v/2 no puede ser racional, es decir,

V2 ¢ Q.

Ejercicio 43. «

Demostrar que V2 + /3 es irracional.

Solucién:

Procedemos por reduccion al absurdo. Supongamos que existe r € Q tal que

V2+V3=r

Entonces

V3=r-v2.
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Elevando al cuadrado,

3=(r—v2)?2=r2-2rvV2+2,

y por tanto
1=7r2—2rv2.

Despejando,

2
-1
27“\/5:7“2—1 — \/527“2 .
T

Sir e Qyr # 0, entonces el lado derecho es racional, lo que implicaria que v/2 es racional,
contradiccién. Ademds, 7 # 0 porque v/2 + /3 > 0, por lo que no hay problema al dividir por r en
la expresion anterior.

Por tanto, nuestra suposicién inicial es falsa y se concluye que

V2+V3¢Q.

Ejercicio 44. «

(Propiedades del supremo y del infimo respecto a la suma) Sean A, B C R conjuntos
no vacios y acotados.

1. Demostrar que

sup(A + B) = sup A + sup B, donde A+ B={a+b: a€ A, be B}.

2. Demostrar que
inf(A+ B) = inf A + inf B.

Solucion:
(1) Propiedad del supremo.
Paso 1: sup A + sup B es cota superior de A+ B.

Sea x € A+ B. Entonces existen a € Ay b € B tales que xt =a+b. Como a <supAyb<supB,
se obtiene
r=a+b<supA-+supB.

Luego sup A 4 sup B es cota superior de A + B.

Paso 2: minimalidad.
Sea M una cota superior cualquiera de A + B. Fijamos a € A. Entonces, para todo b € B,

a+b<M=b< M —a.
Por tanto, M — a es cota superior de B, y se cumple

supB < M —a.
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Es decir,
a+supB < M.

Como esto vale para todo a € A, se deduce que M — sup B es cota superior de A, y por tanto
sup A < M —sup B.

Sumando sup B en ambos lados,
sup A +sup B < M.

Luego sup A + sup B es la menor de las cotas superiores de A + B, y por tanto

sup(A + B) = sup A + sup B.

(2) Propiedad del infimo.

La demostracién es completamente andloga.

Paso 1: inf A+ inf B es cota inferior de A + B.
Seax=a+be A+ B. Como inf A < ay inf B <b, se obtiene

mfA+infB<a+b=ux.

Paso 2: mazimalidad.
Sea m una cota inferior cualquiera de A + B. Fijamos a € A. Entonces, para todo b € B,

m<a-+b.
Luego m — a es cota inferior de B, y se tiene
m —a < inf B.

Es decir,
m < a4+ inf B.

Como esto vale para todo a € A, se deduce que m — inf B es cota inferior de A, y por tanto
m — inf B < inf A.

Sumando inf B,
m < inf A + inf B.

Luego inf A + inf B es la mayor de las cotas inferiores de A + B, y por tanto
inf(A + B) = inf A+ inf B.

Ejercicio 45. «

(Propiedades del supremo y del infimo respecto al producto) Sean A, B C R conjuntos
no vacios, acotados y tales que

A C (0, +00), B C (0, +00).

ik Bien?
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1. Demostrar que

sup(A - B) =sup A - sup B, donde A-B={a-b: a€ A, be B}.

2. Demostrar que
inf(A-B) =inf A-inf B.

Solucién:
(1) Propiedad del supremo.
Paso 1: sup A - sup B es cota superior de A - B.

Sea x € A - B. Entonces existen a € Ay b € B tales que £ = a-b. Como 0 < a < supd y
0 < b < sup B, se obtiene
r=a-b<supA-supB.

Luego sup A - sup B es cota superior de A - B.

Paso 2: minimalidad.
Sea M una cota superior cualquiera de A - B. Fijamos a € A con a > 0. Entonces, para todo b € B,

a-b< M.
Dividiendo por a > 0, se obtiene
M

b< —.
a

Luego % es cota superior de B, y por tanto
M .
supB < —, es decir a-supB < M.
a

Como esto vale para todo a € A, se deduce que M/ sup B es cota superior de A, y por tanto

sup A < S B

Multiplicando por sup B,
sup A -sup B < M.

Luego sup A - sup B es la menor de las cotas superiores de A - B, y se concluye que
sup(A - B) =sup A - sup B.
(2) Propiedad del infimo.

Paso 1: inf A-inf B es cota inferior de A - B.
Seax=a-be A-B. Comoinf A <ayinfB <b, cona,b> 0, se obtiene

mfA-infB<a-b=2x.

Paso 2: mazimalidad.
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Sea m una cota inferior cualquiera de A - B. Fijamos a € A con a > 0. Entonces, para todo b € B,

m<a-b.
Dividiendo por a > 0,
m
— <b.
a
Luego “* es cota inferior de B, y por tanto
m . . .
— < inf B, es decir m < a-inf B.
a

Como esto vale para todo a € A, se deduce que m/ {nf B es cota inferior de A, y por tanto
m < inf A -inf B.
Luego inf A - inf B es la mayor de las cotas inferiores de A - B, y se concluye que

nf(A- B) = inf A - inf B.

Ejercicio 46. «

(Supremo e infimo de productos) Sean A, B C [0,00) conjuntos no vacios y acotados
superiormente. Definimos
A-B={ab: ac A, be B}.

1. Demostrar que sup(A - B) =sup A - sup B.
2. Demostrar que inf(A - B) = inf A - inf B.

Solucién:
Sea « =sup A, f =sup B, m =inf Ay n={nf B. Como A, B C [0,00), se tiene a, 8, m,n > 0.

(1) Supremo.
Paso 1: af es cota superior de A - B.

Sea x € A- B. Entonces x = abcona € A, b€ B. Como 0 <a < ay0<b< g, al multiplicar
desigualdades (vélido por no negatividad) se obtiene

0<ab<ap.
Luego af es cota superior de A - B, y por tanto

sup(4 - B) < af.

Paso 2: af es la menor de las cotas superiores.
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Sea € > 0. Por la caracterizacién del supremo, existe a. € A tal que
a—e¢e<a: <aq,

y existe b. € B tal que
ﬂ—&i < bs < ﬁ

Entonces a.b. € A- By
ache > (=) (B —e) = aff —e(a+ f) + 2.

Luego
sup(A - B) > asb. > aff —e(a+ B).

Como esto vale para todo € > 0, tomando € — 0 se deduce
sup(A - B) > af.
Junto con el Paso 1, concluimos

sup A -sup B <sup(A-B) <supA-supB <= sup(A-B) =supA-supB

(2) Infimo.
Paso 1: mn es cota inferior de A - B.
Seaxz=abe A-B. Comom < ayn<by todos son no negativos, al multiplicar se obtiene

mn < ab = .
Luego mn es cota inferior de A - B, y por tanto
inf(A - B) > mn.
Paso 2: mn es la mayor de las cotas inferiores.
Sea € > 0. Por la caracterizacién del infimo, existe a. € A tal que
m<a. <m+e,

y existe b, € B tal que
n<b. <n-+e.

Entonces a.b. € A- By

acb. < (m+e)(n+e) =mn+e(m+n)+ e

Luego
inf(A- B) < ab. < mn+e(m+n) + &2

Como esto vale para todo € > 0, tomando € — 0 se deduce

inf(A - B) < mn.
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Igual que hicimos con el supremo, junto con el Paso 1, concluimos

inf(A- B) = inf A - inf B.

Ejercicio 47. «
(fnﬁmo y supremo de un conjunto definido por una sucesién) Sea

A:{li n :neNnZl}

2 2n+1

Calcular inf A y sup A.
Solucién:
Escribimos A = AT U A, donde

1 n 1 n
At =¢= tn>1 A" =4 — cn>15.
{2+2n+1 "= } {2 o+ 1 ”—}

1
< — para todo n > 1, se tiene

Paso 1: cotas basicas. Como 0 < i
2n+1 2

0<1 n <1 1<1+ n
2 om+1°2 Y 253979,

<1

Luego 0 es cota inferior de A y 1 es cota superior de A.
Paso 2: calculo del infimo. Se cumple

n (2n+1)—2n 1

1
2 241 2(2n+1) 2(2n+1)°

y entonces A~ contiene niimeros positivos arbitrariamente pequenos. En efecto, dado € > 0, por el

Por tanto,

1
ejercicio In € N tal que — < ¢, y tomando 2(2n + 1) > n se obtiene
n

1

— <
22n+1) =

1
— <E&.
n

Luego 0 es la mayor cota inferior de A, es decir,

inf A=0.
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Paso 3: calculo del supremo. Observamos que

1 n 1

L [ —
2+2n+1 2(2n+1)

Por tanto, los elementos de AT son menores que 1 pero pueden acercarse a 1 tanto como se quiera.

Dado € > 0, eligiendo n tal que < g, se tiene

2(2n 4 1)

1 1
loe<lo =g "

<1
22n+1) 2 2n+1

Luego ninguna cota superior de A puede ser menor que 1, y como 1 si es cota superior, concluimos
que
sup A = 1.

Ejercicio 48. «
Sea z € R con z > 0 fijo. Definimos n; como el primer entero (minimo) tal que

(1+2)™ >1+nx +na?,
Demostrar que para todo entero n > n; también se cumple
(1+2)" > 1+ nx + nr?.

Solucion:

Definimos, para n € N,
A, =(1+2)" - (14 nz+na?).

La hipdtesis dice que A,, > 0 y que n; es el menor entero con esa propiedad. Queremos probar que
Yn>ny: A, >0.

Paso 1: relacién de recurrencia para A,.

Calculamos A, 41:
Appr =1 +2)""" = (1+ (n+ Dz + (n+ 1)z°).

Como (1 + z)"™ = (1 + 2)"(1 + z), reescribimos:
Apii=0+z)(1+2)" - (1+ (n+1)z+ (n+ 1)1:2).

Sumamos y restamos (1 + z)(1 + na + na?):

App1=(1+2) [(1+x)” - (1+n:ﬂ+nx2)} + {(1 +2)(1+nz+na®) — (14 (n+1)z+ (n—i—l)xz)].
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Es decir,
Api1=(1+4+2)A, + Ry, (1)

donde
R,=(1+z)(1+nz+na’®)— (1+ (n+ Dz + (n+1)2?).

Paso 2: signo de R, para z > 0.
Desarrollamos:

(14 2)(1+nz+nz®) =1+nz+n2® + 2 +na’® +na® =1+ (n+ 1)z + 2na® + na®.
Restando 1 + (n + 1)z + (n + 1)z%:
R, = (2n— (n+1))z® + na® = (n — 1)2* 4+ na®.

Como x >0y n > 1, se tiene
R, >0,

y ademés R, >0siz >0y n>2.

Paso 3: monotonicidad a partir de A,, > 0.
De (1), usando que 1+ > 1y R, >0,

Apy1 =1+ 2)A, + R, > (1 +2)A,.
En particular, si A, > 0 entonces
App1>(142)-0=0,
es decir, A, 11 > 0.

Paso 4: conclusién.
Como por hipétesis A,,, > 0, aplicando el paso anterior sucesivamente obtenemos

An1+1 >0, An1+2 >0, ...
Luego para todo n > n; se cumple A,, > 0, es decir,

(1+2)" > 1+ nx + na’.

Ejercicio 49. «
(Desigualdad triangular) Demostrar que para cualesquiera z,y € R se cumple

|z +y| < |z]+ |y].

Solucion:
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Usaremos que para todo t € R se cumple [t| > 0y [¢t]? = 2.
Como |z| > 0y |y| > 0, se tiene |z| + |y| > 0, y por tanto
(Jz] + ly)* = 0.
Ademas,
(el + yD)?* = |=* + 2] ly| + [y[*.

Por otra parte,
[z +yf* = (z+y)* = 2" + 20y + 4.

Como |z||y| = |zy| y siempre se cumple
zy < |yl

multiplicando por 2,
22y < 2]yl

Sumando x2? + y? en ambos lados de (3) y usando (1)-(2), obtenemos

|z 4+ y|* = 2% + 22y + y* < 2% + 20zlly| + y* = (2] + |y])*

Como ambos lados son no negativos, al tomar raices cuadradas se conserva la desigualdad:

|z +y| < |z]+ |y].

Ejercicio 50. «

(Desigualdades fundamentales del valor absoluto) Demostrar que para cualesquiera

z,y € R se cumple
Iz = [yl| < |z —y| < |2[ +]yl-

Solucién:
(1) Desigualdad triangular inversa.
Por la desigualdad triangular, aplicada a = (x — y) + y, se tiene

] = [(z —y) +yl < |z —y[+yl.
Restando |y| en ambos lados,
2 = Jy < o —yl.
Intercambiando = e y se obtiene
lyl = lz| < |z —yl.
De (1) y (2) se deduce
[l = Jyl] < | —yl.

(2) Desigualdad triangular.
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Aplicando directamente la desigualdad triangular a @ — y = x + (—y) se obtiene

|z —y| < lz[+ [ =yl = |z| + [yl

Juntando ambos resultados se concluye que

] = Jyl] <l =yl < ||+ |yl.

Ejercicio 51. «
(Cota inferior para una suma) Demostrar que para cualesquiera 1, ..., 2, € R se cumple

|21+ 20 + -+ | > 21| = (Joo| + |zs] + -+ |z0]) .

Solucién:
Aplicamos la desigualdad triangular a la descomposicién

mlz(w1+$2+"'+$n)—($2+"'+$n)'

Entonces
1] <|z1 422+ -+ ap| + |z + -+ x| (1)

Por la desigualdad triangular,
|To + - @] < ao| 4+ 20l (2)
Sustituyendo (2) en (1) obtenemos
lz1| <oy + 20+ -+ |+ (|22 + -+ [2n])
Restando |za| + - - + |z, | en ambos lados,

|21 + 20 + -+ x| > |z1] = (Jao| + -+ |z0]) .

Ejercicio 52. «

Resolver en R la ecuacién
e+ 1]+ |z|+ |z — 1] = 2.

Solucién:
Los puntos de cambio de signo son z = —1,0, 1. Estudiamos por intervalos.
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(1) Siz > 1. Entonces [+ 1| =z +1, |z|=z, |[x -1 =2—-1,y
e+ 1|+ |z|+]lz—1=(z+1)+z+ (z—1) = 3.

La ecuacién 3x =2 da =z = %, que no pertenece al intervalo. No hay soluciones.
(2) Sio<z<1. Entonces |z+1l=z+1,|z|=z,]|z—-1=1—=zy

le+1+|z|+]lze—-1=@@+)+zc+(1—2z)=a+2.
La ecuacién x + 2 = 2 da = = 0, que pertenece al intervalo.
(3) Si —1 <z <0.Entonces [z +1|=z+1,|z|=—2,|Jz—-1=1—-a,¥

e+ 1|+ |z|+ ]z -1l=(@+1)+(-2)+(1—-2)=2—=.
La ecuacién 2 — x = 2 da = = 0, que pertenece al intervalo.
(4) Si x < —1. Entonces |z + 1| = —(x + 1), |z| = -z, [z — 1] = —(x - 1),y
|+ 1|+ |z|+ |z =1 = (—=(z+ 1)) + (—z) + (—(z — 1)) = —3a.

La ecuacién —3z =2 da z = —%, que no pertenece al intervalo. No hay soluciones.

Por tanto, la inica solucién es

Ejercicio 53. «

(Suma de los n primeros nimeros naturales) Demostrar por induccién que, para todo
n €N,
nn+1)

1+2+---4+n= 5
Solucion:

Paso 1: Caso base. Para n = 1 se tiene

1.2
—Z=.
2

1 =
Luego la férmula es cierta para n = 1.
Paso 2: Hipdtesis de induccién. Suponemos que para algin n > 1 se cumple

1

Paso 3: Paso inductivo. Sumamos n + 1 en ambos lados de (H):

(n+1)

n
1424+--+n+(n+1)= 5 +(n+1).
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Factorizando (n + 1),

nn+1)
2

+(n+1)=(n+1) (g+1) —(n+1) <”+2> _(n+1)(n+2)

2 2

Por tanto,
n+1)(n+2
1424+ (n+1)= ()%,
que coincide con la férmula sustituyendo n por n + 1.

Por el principio de induccién matematica, la igualdad es vélida para todo n € N.

Ejercicio 54. «
(Suma de cuadrados) Demostrar por induccién que, para todo n € N,
n(n+1)(2n+1)

P+22 4. 0= ; .

Solucién:
Paso 1: Caso base. Paran =1,

1-2-3
6

’=1=
Luego la férmula es cierta para n = 1.
Paso 2: Hipdtesis de induccién. Suponemos que para algin n > 1 se cumple

12+22+-~-+n2=n(n+1)6(2n+1). (H)

Paso 3: Paso inductivo. Entonces

nn+1)2n+1)
6

PP+22+ - +n?+(n+1)?2= + (n+1)?

— (n+1) ("(2”6“)+(n+1)> :(n+1)(2”2+”;6”+6>

(n+1) (2n—|—67n+6> = (n+1) ((2n+3()5(n+2)) _ (n+1)(n-sé2)(2n+3)

Como 2n + 3 =2(n + 1) + 1, obtenemos

Pt (1) = (n—|—1)((n—|—1)—}—61)(2(n—|—1)+1)‘

Esto demuestra la férmula para n + 1.
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Por el principio de induccién, la igualdad es cierta para todo n € N.

Ejercicio 55. «
(Suma de cubos) Demostrar por induccién que, para todo n € N,

13+23+---+n3:< 5

Solucion:
Paso 1: Caso base. Paran =1,

Luego la igualdad es cierta para n = 1.

Paso 2: Hipdtesis de induccién. Suponemos que para algin n > 1 se cumple

13+23+~-~+n3:<w>2. (H)

Paso 3: Paso inductivo. Sumando (n + 1)3 en ambos lados de (H),

2
1
B42d 4o fnd 4 (n4 1) = <n(nz+)> F(n+1)

Factorizamos (n + 1)2:

(MDY = 02 (e )) = e ()

Como n? +4n + 4 = (n + 2)?, obtenemos

(n+42)2) _ ((n+ 1)2(n+2))2.

13+23+~«+(n+1)3(n+1)2<

Ejercicio 56. «
Hallar la ley general del producto
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y demostrarla por induccién.
Solucion.
Paso 1: factorizar cada término. Para k > 2,
1 -1 (k=1(k+1) k-1 k+1

1— — = =
k2 k2 2 k k

Paso 2: escribir el producto separando factores. Sustituyendo (1) en P,,

ST k-1 fyk+1
O I

?T.

Paso 3: ver qué se cancela en cada producto.

Primer producto:
n

[[it-1.23 n-1 1
E 2 3 4 n n
k=2

3

Segundo producto:

W >

“k+1 3
= =5

Paso 4: combinar (3) y (4). Sustituyendo (3) y (4) en (2),

1 n+1 n—+1
P,=—- = > 2).
n 2 2n (n_)

Paso 5: demostracién por induccién.
Caso base (n =2).

1 3 2+1
Pp=1—-—=°2=-"1_
? 2 4 2.2
Hipétesis de induccién. Suponemos que para algin n > 2,
n+1
=

Paso inductivo. Entonces

1 n+l (n+1)2—-1 n+1 nn+2) n+ 2
Pn+1 =P, |1- = . = : = .
(n+1)2 2n (n+1)2 2n (n4+1)2  2(n+1)
Esto coincide con la férmula para n + 1:
n+1)+1
P, = DL
2(n+1)

1
es valida para todo n > 2.

. .7 z n
Por induccidn, la férmula P, =

7
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Ejercicio 57. «
(Férmula del binomio de Newton) Demostrar por induccién que para todo n € N y
cualesquiera z,y € R se cumple

(e +y)" = z": (Z)xnkyk <Z> N k!(nni R

k=0

Solucién:
Paso 1: Caso base. Para n = 0,

(z+y)°’=1= (8) 290,

Luego la férmula es cierta para n = 0.

Paso 2: Hipdtesis de induccién. Suponemos que para algin n > 0 se cumple

n

@ =3 (et ()

k=0

Paso 3: Paso inductivo. Multiplicamos (H) por (z + y):

(g =43 (7)o"t

k=0

Distribuyendo,
n - n —K - n n—k, k
(x+y) +1:Z(k>x”+1 Fyh 4 (k>x Ry L,
k=0 k=0

En la segunda suma hacemos el cambio de indice j = k + 1:

n n n+1 n
Z <k>mnkyk+1 _ Z < 1>xn+1jyj.
k=0 = M

Renombrando j por k,

n n+1
n _ n _
(x_’_y)vz+1:Z(k)xn+1 kyk+z<kl)xn+l kyk:.
k=1

k=0

Agrupamos términos con la misma potencia 2"t Fy*:

R (NS Ea
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Usamos la identidad de Pascal:

(D*(lfﬁl):(n:l)a 1<k<n,

=1, (Z) = (ZE) = 1. Por tanto,

n+1
n Tl+1 n —
<x+y>'+1=z( ' ) gk

k=0

n+1)

y ademas (”) = ( o

0

Esto demuestra la férmula para n + 1.

Por el principio de induccién, la igualdad es valida para todo n € N.

Ejercicio 58. «

(Desigualdad de Bernoulli generalizada) Sea n € N y sean z1,...,z, € R tales que x; > 0
para todo i. Demostrar que

(1+«T1)(1+.’L’2)"'(1+$n) > 14z +29+ -+ 2,

Solucién:
Procedemos por induccién sobre n.

Paso 1: Caso base. Paran = 1,
(1+J,‘1) :1+$1

Luego la desigualdad es cierta.
Paso 2: Hipdtesis de induccién. Suponemos que para algin n > 1 se cumple
I+z) - (I+z,) > 1+a14+ + Ty (H)

Paso 3: Paso inductivo. Multiplicamos (H) por (1+ 2,+1). Como 2,41 > 0, se tiene 1 4+ 41 >
1 > 0 y la desigualdad se conserva:

(Ita) (I +ap)d+ ) 2 (L+z 4+ 20)(1+ Tnya).
Desarrollando el lado derecho,

I+z1+Fa)(l+zppr) =14+ (x1+ 4+ 2p) +Tpp1 + (@1 + -+ Tp)Tpyr
Como zp41 >0y a1+ -+ 2, > 0, se tiene
(x14+ -+ zp)Tpye1 >0,

y por tanto
(1+$1—|—"'+In)(1+$n+1) Z 1+I1++In+xn+1
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Concluimos que
AI+z) - (I+app1) > 1+a+- T + Ty

Esto demuestra la desigualdad para n + 1.

Por el principio de induccién, la desigualdad es valida para todo n € N.

Ejercicio 59. «
Sea z1,...,z, >0 y supongamos que

12X Ty = 1.
Demostrar por induccién que
r1t+ax2+ - +xn 2N,

y que hay igualdad si y solosiz; =---=2x, =1.
Solucién:
Caso base (n =1). Si 1 = 1, entonces 1 > 1 y hay igualdad.

Caso n = 2. Si x122 = 1, entonces x5 = i Ademas:

121 = 29< 1, 1 <1 = x5 >1.
En cualquier caso,
(z1—-1)2

X1 2 0
z?+172zl > 0

I -
T4+ —-2 >0
T+ i > 2

La igualdad se da si y solo si 1 = 1, y entonces también x5 = 1.

Hipoétesis de induccidén. Suponemos que el resultado es cierto para n (n > 2): para cualesquiera
n numeros positivos de producto 1,
Ti+-F+ Ty 2N,

con igualdad siy solosizy =+ =z, = 1.

Paso de induccién.

Sea ahora x1,...,2,41 > 0 con
L1T2 " Tp41 = 1.

Si todos x; = 1, entonces > x; = n+ 1 y ya habrfamos demostrado la desigualdad.
Si no todos son iguales, existe al menos un indice i tal que z; # 1. Entonces necesariamente existen
indices p y ¢ tales que

Ty > 1 y Tq < 1.
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donde o bien p o bien ¢ toman el valor i. Esto se debe a que no todos los z; pueden ser simultanea-
mente > 1 0 < 1, puesto que en el primer caso el producto seria mayor que 1 y en el segundo menor
que 1, pero nunca seria exactamente igual a 1.

Ahora sustituimos el par z,,z, por su producto u = z,x,, obteniendo asi n niimeros positivos con
producto 1. Observamos que z, > 1 implica z, —1 > 0 y 4, < 1 implica 1 —z, > 0, luego

(zp = 1)(1 —zq) > 0.

Desarrollando,
Tp—TpTg—14+z9 > 0
Tp+xg > Tprg+l=u+1

Puesto que v > 0.
Ahora definimos un nuevo conjunto de n nimeros positivos tomando:

Y = u, Y25 -+, Yn = los n — 1 restantes de {z1,...,Znt1} \ {Zp, 24}

Entonces el producto de los y; es

n+1

Yiyz - yn = (Tpaq) - H Ti = sz =1L
i=1

i#p,q

Por hipétesis de induccién para n nimeros,
y1++yn2na

es decir,

u+2x12n.

i#p,q

Por otra parte, como
Ty + g >u+1,

se sigue que

(xp +x4) + Zmi>(u+1)+ in: u+ sz +1>n+1.

i#p,q 1#p,q 1#p,q

Por tanto,
1+ + Ty >n+ 1.

Ademas, si no todos los z; son iguales a 1, la desigualdad es estricta:
1+ +Tpp >n+ 1.

En consecuencia, la igualdad
1+ + T =n+1
se da si y solo si
T :"':In-i-l:L
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Ejercicio 60. «
(Relacién entre medias) Sean z1,...,z, > 0y definimos las medias aritmética, geométri-
ca y armdnica como

1/n
AZ#? G:(ﬁl"'l'n)/a H:ﬁ

Suponiendo demostrado el ejercicio anterior:
SiY1,.--yYn >0y y1---y, =1, entonces y; +--- + 1y, > n,

deducir que
H<G<A

Solucién:
(1) Demostracién de G < A. Sea

G=(x1-2)"™ >0, == (i=1,...,n).

Entonces y; > 0y

Por el ejercicio anterior,
Y1+ +yn 2n.

Sustituyendo y; = &,

€1 Tn 1+ -+ x,

—+-t+t=>n = —>G

G G n
Es decir,

G < A.

Caso de igualdad en G < A. Hay igualdad si y solo si 43 = -+ = y, = 1, es decir, si y solo si
Ty =+ = Tp.
(2) Demostracién de H < G. Aplicamos el resultado anterior a los niimeros positivos i, ey a%"

Su media aritmética es
wo (L 1y
T n T Ty T H’

y su media geométrica es
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Por lo ya demostrado (aplicado a %),

1 1
G <A = =<
- G~ H
Como G, H > 0, al invertir se obtiene
H<G.
Caso de igualdad en H < G. Hay igualdad si y solo si i = ... = wi, es decir, si y solo si
Ty ="+ = Tp.
Conclusién. Combinando (1) y (2),
H<G<LA,

v hay igualdad en ambas desigualdades si y solo si 1 = - -+ = x,,.

Ejercicio 61. «
(Desigualdad de Cauchy—Buniakovski—Schwarz) Sean z1,...,%,,¥1,...,Yn € R. Demos-

trar que
n 2 n n
(o) = (502) (S1).
i=1 i=1 i=1

Siz;=---=z,=00y; = =y, =0, entonces ambos lados valen 0 y la desigualdad es cierta.
Suponemos en adelante que
n
Z y; > 0.
i=1

Consideramos, para t € R, la suma de cuadrados

Solucion:

Como es suma de cuadrados, se cumple
o(t) >0, vt € R. (1)
Desarrollamos ®(t):
O(t) = Zn: (27 — 2ty + t2y7) = (i xf) — 2t (i: xiyi> + 2 (i yf) )
i=1 i=1 i=1
Por tanto, ®(t) es un polinomio cuadratico en t:

O(t) = at® — 2bt + c,
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donde
n n
a:Zyi2>0, b:inyi, C:Z:U?.
i=1 i=1 ;

La condicién (1) dice que este polinomio es no negativo para todo ¢ € R. Luego su discriminante es
menor o igual que 0:
(—2b)? — 4ac < 0.

Es decir,
4 < dac — ¥’ < ac,

(&) = (54) (5)

Caso de igualdad. Hay igualdad si y solo si existe t € R tal que ®(¢) = 0, es decir,

lo que equivale a

Z; 7tyi =0 VZ,

lo cual equivale a que (21,...,2,) y (y1,-...,Yn) sean proporcionales.

Ejercicio 62. «
(Desigualdades clasicas) Sea n € N. Demostrar:
(a) n! <n™.

1 n
(b) Sin > 1, entonces n! < <n—2|—) .

(c) Sin > 1, entonces

(n1)? < (<n+1><62n+1>>

(d) (Producto de Wallis) Para n > 1,

135 -1 _ 1
2 4 6 2n V2n+1
(e) Paran > 2,
1

by >\/n
V2 V3 Vin

(f) Sin > 3, entonces n" 1 > (n+1)".
(g) Sin > 1, entonces
(2n)! < 22™(n!)?,

Solucion:



1.2. NUMEROS REALES 85

(a) Como k < n para k =1,...,n, al multiplicar:
—_——

n veces

(b) Aplicamos que la media aritmética es mayor o igual que la geométrica a 1,2,...,n:

1+2+---+n n+1
n 2

Elevando a n y observando que la desigualdad es estricta si n > 1 (no todos los sumandos son
iguales),
ol < n+1\"
! 5 .
2

(c) Aplicamos que la media aritmética es mayor o igual que la geométrica a 12,22 ... n?:

(H k2> < 121&
k=1 n k=1

Es decir,

(n1)2/" < 1 n(n+1)(2n+1) _ (n+1)(2n+1)
' ~n 6 6 '

Elevando a n:
(n!)? <

2%k —1 - 12k —1
2k 2k +1°

= (2k—1)(2k +1) < 4k? = 4k* — 1 < 4k>.

((n+ 1)227@—}-1))".

(d) Para cada k > 1 se cumple

pues al elevar al cuadrado:

(2~ 1 _2k—1
42 2k + 1

Multiplicando de k =1 a n:

f[ 2k — 1 _
2k
k=1

ﬁ 2k—1 11

PR 2k+1 0 V2n+l o Vont T

(e) Esta demostracion utiliza la desigualdad de Cauchy-Buniakovski-Schwarz (CBS) para relacionar
la suma de los inversos de las raices con la suma de las raices mismas. Consideremos las sucesiones

=k Yy yp = kY* parak = 1,2,...,n. La desigualdad de CBS establece que para cualesquiera
secuencias de nimeros reales se cumple:

(£9) () (B
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Sustituyendo nuestras sucesiones elegidas, obtenemos:
(Z (k_1/4) ) <Z (k1/4) ) > (Z /4 k;l/4>
k=1 k=1 k=1

1
NG

(5 ()= () -

Analicemos el segundo factor del lado izquierdo. Es evidente que para todo indice k en el intervalo
1 < k < n, se cumple que vk < \/n. Sumando estas desigualdades desde k = 1 hasta n, tenemos:

Simplificando los exponentes algebraicamente (k~1/2 = y kY2 = V/k), la expresion se transforma

en:

SRS Vi v

k=1 k=1

Notemos que, como el problema nos exige n > 2, los primeros términos de la suma (por ejemplo,
/1) son estrictamente menores que /n. Esto garantiza que la suma total sea estrictamente menor
que la cota superior:

i%&wﬁ (2)
k=1

Para facilitar la lectura mateméatica, denotemos nuestra suma objetivo como S = Y"}'_, ﬁ

De (1), deducimos que:
n?<s- (Z \/E>
k=1

Dado que la suma S estd compuesta unicamente por términos positivos, S > 0. Al multiplicar
ambos lados de (2) por S, el sentido de la desigualdad estricta se conserva:

5-<Xn:¢%)<s-(n\/ﬁ)

Ahora, por la propiedad transitiva de las desigualdades, podemos encadenar nuestros resultados:

n2§8-<2n:\/g><5-n\/ﬁ

k=1
n? < S-nvn

Finalmente, dividimos ambos extremos de la desigualdad entre la cantidad positiva ny/n:

n2

ny/n

<SS = n"Y<sS = Vn<S
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Sustituyendo S por su expresion original, concluimos la demostracion:

(f) Transformamos la desigualdad solicitada en una expresién més sencilla de trabajar

(n+1)" < npntt
(n+1)" < nn”
D™ < n
RTTI Z < n

(1 + %) < n

Por el binomio de Newton,
1\" " /n\ 1 ~ n! 1 1 n!
1 — = - = N — -
( +n) Z(k) nk Zk!(n—k)!nk Zk! (n — k)Ink
k=0 k=0 k=0
Vamos a estudiar el término W

n! nn—1..(n—k+1) nn-1 n—k+1

(n —k)ln* nk n n n

Es el producto de muchas fracciones, todas menores o iguales que 1, por lo tanto

n (o) 1
Zkl 'nk Zkl Z;?

Comon >3=n>4ye<4<n, se concluye

1 n
(1—1—) <e<n,
n

y por tanto n" ! > (n + 1)".
(g) Consideramos la suma
2n
k
k=0

Como todos los sumandos son positivos, en particular

2n < 22n
1
(j’nn)' <22

Multiplicando por (n!)?:
(2n)! < 22"(n!)%
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Ejercicio 63. «
Sea z1,...,x, € R tales que 0 < z, < 7 para todo k. Demostrar que

[sin(zq + z2 + -+ xp)| <sinxg +sinxg + -+ - + sinz,.

Solucion:
Paso 1: Caso de dos variables. Sean u,v € R. Usamos la férmula del seno de la suma:

sin(u + v) = sinwu cos v + cos u sin v.
Tomando valor absoluto y aplicando la desigualdad triangular,
|sin(u + v)| < |sinwcosv| + | cosusinv.
Como | cost| < 1 para todo t € R, se obtiene

|sin(u + v)| < |sinu| + |sinwv. (1)

Paso 2: Paso inductivo. Aplicamos (1) sucesivamente. Para tres términos,
|sin(x1 + 2 + x3)| < |sin(xy + x2)| + | sinzs| < |sinzy| + | sinxs| + | sinzs).

Repitiendo este razonamiento, se obtiene para cualquier n € N:

Paso 3: Eliminacién del valor absoluto. Como 0 < z; < 7, se cumple sinzy > 0 y por tanto

<> Isinayl. (2)
k=1

| sinzy| = sin xk.
Sustituyendo en (2), concluimos

[sin(xy +zo+ -+ )| <sinzg +sinzg + -+ - + sinz,.



