
1

Ejercicios de Cálculo de 1º
By C.O.S. Sorzano
5 de abril de 2026



2



Prólogo

El Cálculo es una de las primeras asignaturas que obligan al estudiante de ingenieŕıa o ciencias a
cambiar su forma de pensar. No se trata solo de aprender técnicas matemáticas, sino de adquirir un
lenguaje para describir sistemas que cambian: velocidades, flujos, tensiones, crecimiento, decaimien-
to, estabilidad. El Cálculo permite entender cómo pequeñas variaciones en una magnitud afectan
al conjunto del sistema, y por ello constituye una base intelectual imprescindible para la formación
técnica.

En la práctica profesional, raramente se resolverán integrales o derivadas a mano. Sin embargo, los
modelos, fórmulas y programas que se utilizan a diario se apoyan en ideas de Cálculo. Comprender
qué hipótesis hay detrás de un modelo, cuándo una aproximación deja de ser válida o por qué un
resultado es f́ısicamente absurdo exige una comprensión real de estos conceptos. Sin ella, el ingeniero
se limita a aplicar recetas; con ella, adquiere criterio.

El Cálculo no se aprende leyendo pasivamente ni observando cómo otros resuelven problemas. Se
aprende haciendo. Resolver ejercicios obliga a traducir una situación a lenguaje matemático, a elegir
una estrategia, a encadenar ideas y a controlar los errores. Es en ese proceso donde se consolidan
los conceptos fundamentales. Este libro está concebido como un espacio de entrenamiento para
desarrollar esa competencia.

Aprender Cálculo se parece mucho a ir al gimnasio. El progreso no es inmediato ni espectacular,
pero śı acumulativo. No sirve entrenar de forma intensiva dos semanas antes del examen, del mismo
modo que no se adquiere fuerza f́ısica con un esfuerzo puntual. Tampoco sirve ver a otros entrenar:
cada uno tiene que hacer su trabajo. La constancia, incluso con sesiones breves, es mucho más eficaz
que acumular horas al final.

Los ejercicios de este libro no están pensados para impresionar por su dificultad, sino para forzar
la comprensión. Algunos serán directos; otros exigirán combinar conceptos o replantear el enfoque
inicial. Todos persiguen el mismo objetivo: que el lector adquiera una forma de razonar propia del
Cálculo, que le permita afrontar con solvencia tanto el examen como los cursos posteriores y la
práctica profesional.

Aprobar la asignatura es una consecuencia natural de este proceso, no su finalidad última. El
verdadero valor del Cálculo reside en que proporciona una manera estructurada y rigurosa de
pensar sobre el mundo continuo y el cambio. Este libro no ofrece atajos. Ofrece trabajo, reflexión
y repetición. Quien los asuma con regularidad encontrará en el Cálculo no un obstáculo, sino una
herramienta duradera.
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Caṕıtulo 1

Bases de Álgebra

1.1. Teoŕıa de conjuntos

Motivación

Aunque el Cálculo suele asociarse de manera inmediata con derivadas, integrales y ĺımites, su
práctica rigurosa descansa sobre una base previa que a menudo se da por supuesta: el álgebra de
conjuntos. Los conceptos que se trabajan en este caṕıtulo no son un mero formalismo introductorio,
sino el lenguaje estructural que permite definir con precisión los objetos sobre los que opera el
Cálculo.

Intervalos, dominios y recorridos de funciones, conjuntos de definición, vecindades, regiones del plano
o del espacio, todos ellos se describen y se manipulan mediante operaciones de unión, intersección,
complemento y producto cartesiano. Comprender estas operaciones y sus propiedades es esencial
para razonar correctamente sobre la continuidad, los ĺımites, la derivabilidad o la integrabilidad.
Sin esta base, muchas afirmaciones habituales del Cálculo se convierten en reglas que se aplican
mecánicamente, sin entender por qué funcionan ni en qué situaciones dejan de hacerlo.

Los ejercicios de nivel 1 están orientados a consolidar esta competencia básica. Su objetivo es que
el estudiante aprenda a operar con conjuntos e intervalos con soltura y precisión, ya que estas
destrezas aparecen de forma constante en el Cálculo elemental. Resolverlos correctamente es im-
prescindible para evitar errores conceptuales posteriores e interpretar adecuadamente los enunciados
matemáticos.

Los ejercicios de nivel 2 o superior van un paso más allá. En ellos se exploran las estructuras
algebraicas subyacentes —ret́ıculos, álgebras de Boole y sus propiedades— que justifican por qué
las operaciones con conjuntos se comportan como lo hacen. Estos ejercicios no son necesarios para
aplicar el Cálculo de forma inmediata, pero śı para comprender sus fundamentos teóricos. Aportan
una visión más profunda y coherente del marco lógico que sostiene muchas de las manipulaciones
habituales, y resultan especialmente valiosos para quienes deseen una comprensión más rigurosa o
continuar estudios matemáticos posteriores.

Este caṕıtulo no pretende adelantar contenidos de Cálculo, sino construir el suelo firme sobre el
que todo él se apoya. Dominar estas ideas permite trabajar con mayor seguridad, detectar errores
conceptuales y comprender el alcance real de los resultados que se obtienen más adelante.
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8 CAPÍTULO 1. BASES DE ÁLGEBRA

En Cálculo trabajamos de forma constante con conjuntos: intervalos de la recta real, dominios de
funciones, conjuntos de puntos donde se cumple una condición, regiones del plano o del espacio, etc.
Para poder operar con todos estos objetos de manera rigurosa y sistemática es necesario comprender
las operaciones básicas entre conjuntos y las propiedades algebraicas que las gobiernan. Esta sección
introduce dichas ideas desde un punto de vista estructural, mostrando que el cálculo con conjuntos
no es arbitrario, sino que responde a leyes precisas.

Desde un punto de vista abstracto, muchas de las operaciones que realizamos con conjuntos se
pueden modelizar mediante la noción de ret́ıculo. Un ret́ıculo es un conjunto B provisto de dos
operaciones binarias internas, que denotaremos por ⊕ y ⊙, y que satisfacen propiedades de con-
mutatividad, asociatividad y absorción. Estas propiedades garantizan que el orden en el que se
combinan los elementos no altera el resultado y que una operación “absorbe” a la otra en cierto
sentido. Como consecuencia de estos axiomas se obtiene, además, la idempotencia: combinar un
elemento consigo mismo no lo modifica.

En el contexto de los conjuntos, estas operaciones abstractas se concretan de manera natural como
la unión y la intersección. La unión actúa como una operación de “máximo” (reúne todos los
elementos posibles), mientras que la intersección actúa como una operación de “mı́nimo” (conserva
únicamente los elementos comunes). Esta interpretación es fundamental para entender por qué
muchas manipulaciones con intervalos y dominios funcionan de forma análoga a las operaciones
algebraicas habituales.

Un paso adicional lo constituyen los ret́ıculos distributivos, en los que cada una de las operaciones
distribuye respecto de la otra. Esta propiedad permite desarrollar expresiones de manera sistemáti-
ca, de forma análoga a como se distribuye el producto respecto de la suma en álgebra elemental. En
términos prácticos, la distributividad es la razón por la cual podemos transformar expresiones com-
plejas con uniones e intersecciones en combinaciones más simples, algo que se utiliza constantemente
al describir dominios de funciones definidas por varias condiciones simultáneas.

Cuando, además, el ret́ıculo posee un elemento mı́nimo 0, un elemento máximo 1 y cada elemento
admite un complemento, se obtiene una álgebra de Boole. En esta estructura, el complemento
de un elemento a es otro elemento que, combinado con a mediante la operación correspondiente,
produce siempre el máximo o el mı́nimo. En el caso de los conjuntos, el complemento de A recoge
exactamente los elementos que no pertenecen a A, el conjunto vaćıo juega el papel de elemento
mı́nimo y el conjunto universal actúa como elemento máximo.

La distributividad garantiza que el complemento es único y permite demostrar propiedades funda-
mentales como la ley de involución (el complemento del complemento devuelve el conjunto original),
las leyes de dominación y las leyes de De Morgan. Estas últimas son especialmente importantes en
Cálculo, ya que explican por qué las condiciones definidas mediante negaciones y desigualdades
se transforman de manera sistemática al cambiar de perspectiva (por ejemplo, al pasar de una
condición “no pertenece” a una condición equivalente en forma positiva).

Todo este marco abstracto se concreta de manera natural en la álgebra de conjuntos. Para cualquier
conjunto universal U , el conjunto de sus partes P(U), junto con las operaciones de unión, intersec-
ción y complemento, forma un álgebra de Boole completa. En este contexto se definen operaciones
habituales como la diferencia de conjuntos, la diferencia simétrica y el producto cartesiano. La di-
ferencia puede interpretarse como una intersección con el complemento, mientras que la diferencia
simétrica recoge los elementos que pertenecen a exactamente uno de los dos conjuntos considerados.

El producto cartesiano merece una atención especial, ya que permite construir conjuntos de pares,
ternas o n-tuplas, fundamentales para describir funciones de varias variables, gráficas, regiones del
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plano y del espacio. Las fórmulas que relacionan el producto cartesiano con la unión, la intersección
y la diferencia no son meras identidades técnicas: justifican por qué podemos descomponer regiones
complejas en bloques más simples y trabajar con ellas de forma modular.

En resumen, las operaciones con conjuntos que aparecen de manera cotidiana en el Cálculo no son
reglas aisladas, sino manifestaciones concretas de una estructura algebraica bien definida. Los ejer-
cicios de nivel básico se centran en adquirir soltura operativa con estas herramientas, mientras que
los de nivel superior permiten comprender las razones profundas por las que estas manipulaciones
son válidas. Esta doble perspectiva —operativa y estructural— es clave para un aprendizaje sólido
y coherente del Cálculo.

Breve introducción teórica

Trabajaremos a lo largo de este caṕıtulo con conjuntos y con operaciones definidas entre ellos. An-
tes de entrar en aplicaciones concretas del Cálculo, es conveniente formalizar estas operaciones y
estudiar las estructuras algebraicas que aparecen de manera natural al combinarlas. Esta formali-
zación no solo aporta rigor, sino que permite entender por qué muchas manipulaciones habituales
con intervalos, dominios y regiones son correctas.

Desde un punto de vista abstracto, muchas de las propiedades que cumplen las operaciones de unión
e intersección pueden describirse mediante la noción de ret́ıculo. Sea B un conjunto provisto de dos
operaciones binarias internas, que denotaremos por ⊕ y ⊙. Decimos que (B,⊕,⊙) es un ret́ıculo si,
para todo a, b, c ∈ B, se cumplen las propiedades de conmutatividad, asociatividad y absorción:

a⊕ b = b⊕ a, a⊙ b = b⊙ a,

a⊕ (b⊕ c) = (a⊕ b)⊕ c, a⊙ (b⊙ c) = (a⊙ b)⊙ c,

a⊕ (a⊙ b) = a, a⊙ (a⊕ b) = a.

Estas propiedades garantizan que las operaciones se pueden reordenar y reagrupar sin ambigüedad,
y que cada una de ellas es, en cierto sentido, absorbente respecto de la otra. A partir de estos
axiomas se demuestra que ambas operaciones son idempotentes, es decir,

a⊕ a = a, a⊙ a = a,

lo que refleja que combinar un elemento consigo mismo no produce ningún efecto adicional.

Un ret́ıculo se dice distributivo si, además, cada operación distribuye respecto de la otra:

a⊕ (b⊙ c) = (a⊕ b)⊙ (a⊕ c), a⊙ (b⊕ c) = (a⊙ b)⊕ (a⊙ c).

La distributividad es una propiedad clave, ya que permite transformar expresiones complejas en
combinaciones más simples, de forma completamente análoga a la distributividad del producto
respecto de la suma en álgebra elemental.

Si el ret́ıculo distributivo posee además un elemento mı́nimo 0 y un elemento máximo 1, tales que

a⊕ 0 = a, a⊙ 1 = a,

y cada elemento a admite un complementario ∼ a que satisface simultáneamente

a⊕ ∼ a = 1, a⊙ ∼ a = 0,
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entonces la estructura se denomina álgebra de Boole. En este contexto, el complementario de cada
elemento es único y se verifican propiedades fundamentales como la ley de involución,

∼ (∼ a) = a,

las leyes de dominación,
a⊕ 1 = 1, a⊙ 0 = 0,

y las leyes de De Morgan,

a⊕ b =∼ (∼ a⊙ ∼ b), a⊙ b =∼ (∼ a⊕ ∼ b).

Una caracteŕıstica esencial de las álgebras de Boole es el principio de dualidad : cualquier identidad
válida sigue siéndolo al intercambiar las operaciones ⊕ y ⊙, y los elementos 0 y 1.

Este marco abstracto se materializa de forma inmediata en la teoŕıa de conjuntos. Dado un conjunto
universal U , el conjunto de partes P(U), formado por todos los subconjuntos de U , constituye un
álgebra de Boole cuando se consideran como operaciones la unión y la intersección. En este caso,
el elemento mı́nimo es el conjunto vaćıo ∅, el elemento máximo es U , y el complementario de un
conjunto A es

Ac = {x ∈ U |x /∈ A}.

Dos conjuntos A y B son iguales si y solo si cada uno está contenido en el otro,

A = B ⇐⇒ A ⊆ B ∧ B ⊆ A.

A partir de la noción de complemento se definen otras operaciones importantes. La diferencia de
conjuntos se define como

A \B = {x ∈ A |x /∈ B} = A ∩Bc,

y la diferencia simétrica como
A△B = (A \B) ∪ (B \A),

que recoge los elementos que pertenecen a exactamente uno de los dos conjuntos. Estas operaciones
satisfacen identidades útiles que permiten reescribir expresiones de distintas maneras, por ejemplo

A△B = (A ∪B) \ (A ∩B), A \B = A△(A ∩B).

Otra construcción fundamental es el producto cartesiano. Dados conjuntos A1, A2, . . . , An, se define

A1 ×A2 × · · · ×An = {(x1, x2, . . . , xn) | xi ∈ Ai}.

Esta operación permite describir conjuntos de pares, ternas o n-tuplas y es esencial para el estudio
de funciones de varias variables, gráficas y regiones del plano y del espacio. El producto cartesiano
interactúa de manera natural con la unión, la intersección y la diferencia, dando lugar a identidades
como

(A ∪B)× C = (A× C) ∪ (B × C), (A ∩B)× C = (A× C) ∩ (B × C),

(A \B)× C = (A× C) \ (B × C),

aśı como fórmulas de expansión más generales, por ejemplo

(A ∪B)× (C ∪D) = (A× C) ∪ (B × C) ∪ (A×D) ∪ (B ×D).
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Todas estas identidades no son reglas aisladas, sino consecuencias directas de la estructura alge-
braica subyacente. Su dominio permite manipular conjuntos con seguridad, descomponer regiones
complejas en partes más simples y razonar con precisión sobre dominios, recorridos y condiciones
definidas mediante desigualdades. En los ejercicios se explotarán estas propiedades tanto desde un
punto de vista operativo como teórico.

Ret́ıculo
(B,⊕,⊙) es Ret́ıculo donde ⊕,⊙ son operaciones binarias internas si se cumple ∀a, b, c ∈ B
Conmutatividad a⊕ b = b⊕ a a⊙ b = b⊙ a
Asociatividad a⊕ (b⊕ c) = (a⊕ b)⊕ c a⊙ (b⊙ c) = (a⊙ b)⊙ c
Absorción a⊕ (a⊙ b) = a a⊙ (a⊕ b) = a

Teoremas:
Idempotencia a⊕ a = a a⊙ a = a

Ret́ıculo distributivo=Ret́ıculo+
Distributividad a⊕ (b⊙ c) = (a⊕ b)⊙ (a⊕ c) a⊙ (b⊕ c) = (a⊙ b)⊕ (a⊙ c)

Álgebra de Boole=Ret́ıculo distributivo+
tiene elemento mı́nimo 0 (elemento neutro de ⊕) y máximo 1 (elemento neutro de ⊙) y cada ele-
mento a tiene un complementario ∼ a tal que

Elemento neutro a⊕ 0 = a a⊙ 1 = a
Elemento complementario a⊕ ∼ a = 1 a⊙ ∼ a = 0 (se deben cumplir las dos)

Por ser ret́ıculo distributivo, el complementario de cada elemento es único. Además, ∼ 0 = 1.
Teoremas:
Ley de involución ∼ (∼ a) = a

Dominación a⊕ 1 = 1 a⊙ 0 = 0
Ley de Morgan a⊕ b =∼ (∼ a⊙ ∼ b) a⊙ b =∼ (∼ a⊕ ∼ b)

Principio de dualidad:
Cualquier identidad es válida también tras intercambiar ⊕ ↔ ⊙, 0 ↔ 1.

Estructuras algebraicas
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Igualdad: A = B ⇔ A ⊂ B ∧B ⊂ A
Complementario: Ac = {x ∈ U |x /∈ A}
Diferencia: A \B = {x ∈ A |x /∈ B} = A ∩Bc

Diferencia simétrica: A△B = (A \B) ∪ (B \A)
Producto cartesiano: A1 ×A2 × ...×An = {(x1, x2, ..., xn)|x1 ∈ A1, x2 ∈ A2, ..., xn ∈ An}

Álgebra de conjuntos. (P(U),∪,∩) es un álgebra de Boole para cualquier conjunto U , donde
P (U) es el conjunto de partes de U (todos los subconjuntos posibles de U), el complemento es el
complemento de conjuntos, y los elementos neutros de la unión (∪) y la intersección (∩) son ∅ y
U , respectivamente.

Teoŕıa de conjuntos

A \B = A ∩Bc

(A ∪B)c = Ac ∩Bc, (A ∩B)c = Ac ∪Bc

A△B = (A \B) ∪ (B \A) = (A ∪B) \ (A ∩B)

A \B = A△(A ∩B)

(A ∪B)× C = (A× C) ∪ (B × C)

A× (B ∪ C) = (A×B) ∪ (A× C)

(A ∩B)× C = (A× C) ∩ (B × C)

A× (B ∩ C) = (A×B) ∩ (A× C)

(A \B)× C = (A× C) \ (B × C)

A× (B \ C) = (A×B) \ (A× C)

(A ∪B)× (C ∪D) = (A× C) ∪ (B × C) ∪ (A×D) ∪ (B ×D)

(A \B) \ C = A \ (B ∪ C)

Fórmulas útiles
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Ejercicio 1. ⋆ ⋆

(Ret́ıculos algebraicos) Sea (B,⊕,⊙) un ret́ıculo, es decir, ⊕ y ⊙ son internas, conmu-
tativas y asociativas, y satisfacen las leyes de absorción, para todo x, y ∈ B:

(Abs1) x⊕ (x⊙ y) = x, (Abs2) x⊙ (x⊕ y) = x.

Demostrar la idempotencia de ⊕ y de ⊙:

∀a ∈ B : a⊕ a = a, a⊙ a = a.

Solución:

Idempotencia de ⊕. Sea a ∈ B. Aplicamos (Abs2) con x = a e y = a:

a⊙ (a⊕ a) = a. (1)

Aplicamos ahora (Abs1) con x = a e y = (a⊕ a):

a⊕
(
a⊙ (a⊕ a)

)
= a. (2)

Sustituyendo (1) en (2) obtenemos
a⊕ a = a.

Idempotencia de ⊙. Sea a ∈ B. Aplicamos (Abs1) con x = a e y = a:

a⊕ (a⊙ a) = a. (3)

Aplicamos ahora (Abs2) con x = a e y = (a⊙ a):

a⊙
(
a⊕ (a⊙ a)

)
= a. (4)

Sustituyendo (3) en (4) obtenemos
a⊙ a = a.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ejercicio 2. ⋆ ⋆

(Ret́ıculos algebraicos) Sea (B,⊕,⊙) un ret́ıculo. Definir una relación ≤ en B por

x ≤ y ⇐⇒ x⊕ y = y,

y probar que, para cualesquiera a, b ∈ B, se cumple

a ≤ a⊕ b y b ≤ a⊕ b.

Solución:

Demostración de a ≤ a⊕ b. Por definición de ≤, basta probar que

a⊕ (a⊕ b) = a⊕ b.
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a⊕ (a⊕ b) = (a⊕ a)⊕ b (asociatividad de ⊕)

= a⊕ b (idempotencia de ⊕)

Por tanto, a⊕ (a⊕ b) = a⊕ b, y se concluye que a ≤ a⊕ b.

Demostración de b ≤ a⊕ b.

Por definición de ≤, basta probar que

b⊕ (a⊕ b) = a⊕ b.

b⊕ (a⊕ b) = (b⊕ a)⊕ b (asociatividad de ⊕)

= (a⊕ b)⊕ b (conmutatividad de ⊕)

= a⊕ (b⊕ b) (asociatividad de ⊕)

= a⊕ b (idempotencia de ⊕)

Por tanto, b⊕ (a⊕ b) = a⊕ b, y se concluye que b ≤ a⊕ b.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ejercicio 3. ⋆ ⋆

(Ret́ıculos algebraicos) Sea (B,⊕,⊙) un ret́ıculo. Definimos ≤ como en el ejercicio
anterior. Probar que, para cualesquiera a, b ∈ B, se cumple

a⊙ b ≤ a y a⊙ b ≤ b.

Solución: Por definición de ≤, basta probar las igualdades

(a⊙ b)⊕ a = a y (a⊙ b)⊕ b = b.

Demostración de a⊙ b ≤ a.

(a⊙ b)⊕ a = a⊕ (a⊙ b) (conmutatividad de ⊕)

= a (absorción: a⊕ (a⊙ b) = a)

Demostración de a⊙ b ≤ b.

(a⊙ b)⊕ b = b⊕ (a⊙ b) (conmutatividad de ⊕)

= b (absorción: b⊕ (b⊙ a) = b y conmutatividad de ⊙)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ejercicio 4. ⋆ ⋆
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(Ret́ıculos algebraicos) Sea (B,⊕,⊙) un ret́ıculo (algebraico). Definimos dos relaciones
en B:

x ≤⊕ y ⇐⇒ x⊕ y = y, x ≤⊙ y ⇐⇒ x⊙ y = x.

Demostrar que ambas relaciones coinciden, es decir, que para cualesquiera x, y ∈ B

x ≤⊕ y ⇐⇒ x ≤⊙ y.

Solución: Sean x, y ∈ B.

(1) Si x ≤⊕ y, entonces x ≤⊙ y. Supongamos

x⊕ y = y.

Queremos probar
x⊙ y = x.

x⊙ y = x⊙ (x⊕ y) (sustitución: x⊕ y = y)

= x (absorción: x⊙ (x⊕ y) = x)

Por tanto, x⊙ y = x, es decir, x ≤⊙ y.

(2) Si x ≤⊙ y, entonces x ≤⊕ y. Supongamos

x⊙ y = x.

Queremos probar
x⊕ y = y.

x⊕ y = (x⊙ y)⊕ y (sustitución: x⊙ y = x)

= y ⊕ (x⊙ y) (conmutatividad de ⊕)

= y (absorción-)

Por tanto, x⊕ y = y, es decir, x ≤⊕ y.

Como hemos probado ambas implicaciones, concluimos que

x ≤⊕ y ⇐⇒ x ≤⊙ y,

y por tanto las dos definiciones de orden son equivalentes.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ejercicio 5. ⋆ ⋆

(Ret́ıculos algebráicos) Demostrar que ≤ define una relación de orden y que ⊕ y ⊙
coinciden con el supremo y el ı́nfimo.

Solución: La relación ≤ en B está definida por

a ≤ b ⇐⇒ a⊕ b = b.

(1) La relación ≤ es un orden parcial.
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Reflexividad. Por la idempotencia de ⊕, se tiene a⊕ a = a, luego a ≤ a.

Antisimetŕıa. Si a ≤ b y b ≤ a, entonces

a⊕ b = b y b⊕ a = a.

Por conmutatividad de ⊕, ambas igualdades implican a = b.

Transitividad. Si a ≤ b y b ≤ c, entonces

a⊕ b = b y b⊕ c = c.

Usando asociatividad y conmutatividad,

a⊕ c = a⊕ (b⊕ c) = (a⊕ b)⊕ c = b⊕ c = c,

luego a ≤ c.

Por tanto, ≤ es una relación de orden parcial en B.

(2) ⊕ es el supremo. Por ejercicios anteriores, sabemos que esta relación es reflexiva y que a ≤ a⊕ b
y b ≤ a ⊕ b, es decir, a ⊕ b es una cota superior de {a, b}. Resta probar que es la menor de todas
las cotas superiores.

Minimalidad. Sea c ∈ B una cota superior de a y b, es decir,

a ≤ c y b ≤ c.

Por definición de ≤, esto equivale a

a⊕ c = c y b⊕ c = c.

Queremos demostrar que a⊕ b ≤ c, esto es,

(a⊕ b)⊕ c = c.

(a⊕ b)⊕ c = a⊕ (b⊕ c) (asociatividad de ⊕)

= a⊕ c (porque b⊕ c = c)

= c (porque a⊕ c = c)

Por tanto, (a⊕ b)⊕ c = c, y se concluye que

a⊕ b ≤ c.

En consecuencia, a⊕ b es la menor cota superior de {a, b}, es decir,

a⊕ b = sup{a, b}.

(3) ⊙ es el ı́nfimo.
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Por ejercicios anteriores, sabemos que

a⊙ b ≤ a y a⊙ b ≤ b,

es decir, a ⊙ b es una cota inferior de {a, b}. Resta probar que es la mayor de todas las cotas
inferiores.

Maximalidad. Sea c ∈ B una cota inferior de a y b, es decir,

c ≤ a y c ≤ b.

Usando la caracterización equivalente del orden,

x ≤ y ⇐⇒ x⊙ y = x,

estas desigualdades equivalen a

c⊙ a = c y c⊙ b = c.

Queremos demostrar que c ≤ a⊙ b, lo que, de nuevo por la definición del orden, equivale a probar
que

c⊙ (a⊙ b) = c.

c⊙ (a⊙ b) = (c⊙ a)⊙ b (asociatividad de ⊙)

= c⊙ b (porque c⊙ a = c)

= c (porque c⊙ b = c)

Por tanto, c⊙ (a⊙ b) = c, y se concluye que

c ≤ a⊙ b.

En consecuencia, a⊙ b es la mayor cota inferior de {a, b}, es decir,

a⊙ b = ı́nf{a, b}.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ejercicio 6. ⋆ ⋆

(Ret́ıculos algebraicos) Demostrar la idempotencia para cualquier ret́ıculo.

Solución: Sea (B,⊕,⊙) un ret́ıculo. Por definición, para cualesquiera a, b ∈ B existen el supremo
a⊕ b = sup{a, b} y el ı́nfimo a⊙ b = ı́nf{a, b}.
En particular, para todo a ∈ B se tiene

a⊕ a = sup{a, a}.
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Como el supremo de un conjunto con un único elemento es ese mismo elemento, se sigue que

a⊕ a = a.

De manera análoga,

a⊙ a = ı́nf{a, a} = a.

Concluimos que en cualquier ret́ıculo ambas operaciones son idempotentes.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ejercicio 7. ⋆ ⋆

(Álgebra de Boole) Sea (B,⊕,⊙,∼) un álgebra de Boole. Demostrar que, para todo
a ∈ B, se cumple la ley de involución:

∼ (∼ a) = a.

Solución: Sea a ∈ B. Por definición, ∼ a es el complemento de a, es decir,

a⊕ ∼ a = 1 y a⊙ ∼ a = 0.

Queremos demostrar que a es el complemento de ∼ a. Para ello, comprobamos que a satisface las
dos propiedades que definen al complemento de ∼ a.

(1) Primera condición: ∼ a⊕ a = 1.

∼ a⊕ a = a⊕ ∼ a (conmutatividad de ⊕)

= 1 (definición de complemento)

(2) Segunda condición: ∼ a⊙ a = 0.

∼ a⊙ a = a⊙ ∼ a (conmutatividad de ⊙)

= 0 (definición de complemento)

Como a verifica ambas propiedades, es un complemento de ∼ a. Pero en un álgebra de Boole el
complemento es único, luego

∼ (∼ a) = a.

Concluimos que el operador complemento es involutivo.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ejercicio 8. ⋆ ⋆
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(Álgebra de Boole) Sea (B,⊕,⊙,∼) un álgebra de Boole. Demostrar que, para todo a ∈ B, se
cumplen las leyes de dominación:

a⊕ 1 = 1 y a⊙ 0 = 0.

Solución:

Demostración de a⊕ 1 = 1.

Como 1 es el complemento de 0 y a⊕ ∼ a = 1, se tiene:

a⊕ 1 = a⊕ (a⊕ ∼ a) (porque a⊕ ∼ a = 1)

= (a⊕ a)⊕ ∼ a (asociatividad de ⊕)

= a⊕ ∼ a (idempotencia de ⊕)

= 1 (definición de complemento)

Por tanto, a⊕ 1 = 1.

Demostración de a⊙ 0 = 0.

Como 0 es el complemento de a respecto a ⊙, es decir, a⊙ ∼ a = 0, se tiene:

a⊙ 0 = a⊙ (a⊙ ∼ a) (porque a⊙ ∼ a = 0)

= (a⊙ a)⊙ ∼ a (asociatividad de ⊙)

= a⊙ ∼ a (idempotencia de ⊙)

= 0 (definición de complemento)

Por tanto, a⊙ 0 = 0.

Concluimos que en cualquier álgebra de Boole se verifican las leyes de dominación.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ejercicio 9. ⋆ ⋆ ⋆

(Álgebra de Boole) Sea (B,⊕,⊙,∼) un álgebra de Boole (ret́ıculo distributivo con 0, 1
y complementos). Demostrar que, para cualesquiera a, b ∈ B, se cumplen las leyes de
De Morgan:

∼ (a⊕ b) =∼ a⊙ ∼ b, ∼ (a⊙ b) =∼ a⊕ ∼ b.

Solución:

(1) Demostración de ∼ (a ⊕ b) =∼ a⊙ ∼ b. Basta probar que ∼ a⊙ ∼ b es el complemento de
a⊕ b, es decir, que

(a⊕ b)⊕ (∼ a⊙ ∼ b) = 1 y (a⊕ b)⊙ (∼ a⊙ ∼ b) = 0.
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(i) Primera condición: (a⊕ b)⊕ (∼ a⊙ ∼ b) = 1.

(a⊕ b)⊕ (∼ a⊙ ∼ b) =
(
(a⊕ b)⊕ ∼ a

)
⊙
(
(a⊕ b)⊕ ∼ b

)
(distributividad: x⊕ (y ⊙ z) = (x⊕ y)⊙ (x⊕ z))

=
(
(a⊕ ∼ a)⊕ b

)
⊙
(
a⊕ (b⊕ ∼ b)

)
(asociatividad y conmutatividad de ⊕)

= (1⊕ b)⊙ (a⊕ 1) (complemento: a⊕ ∼ a = 1, b⊕ ∼ b = 1)

= 1⊙ 1 (dominación: 1⊕ b = 1, a⊕ 1 = 1)

= 1 (neutro de ⊙)

(ii) Segunda condición: (a⊕ b)⊙ (∼ a⊙ ∼ b) = 0.

(a⊕ b)⊙ (∼ a⊙ ∼ b) =
(
(a⊕ b)⊙ ∼ a

)
⊙ ∼ b (asociatividad de ⊙)

=
(
(a⊙ ∼ a)⊕ (b⊙ ∼ a)

)
⊙ ∼ b (distributividad: (x⊕ y)⊙ z = (x⊙ z)⊕ (y ⊙ z))

=
(
0⊕ (b⊙ ∼ a)

)
⊙ ∼ b (complemento: a⊙ ∼ a = 0)

= (b⊙ ∼ a)⊙ ∼ b (neutro de ⊕: 0⊕ x = x)

= b⊙ (∼ b⊙ ∼ a) (conmutatividad y asociatividad de ⊙)

= (b⊙ ∼ b)⊙ ∼ a (asociatividad de ⊙)

= 0⊙ ∼ a (complemento: b⊙ ∼ b = 0)

= 0 (dominación: 0⊙ x = 0)

Como ∼ a⊙ ∼ b cumple ambas condiciones, es el complemento de a ⊕ b, y por unicidad del
complemento en un ret́ıculo distributivo concluimos

∼ (a⊕ b) =∼ a⊙ ∼ b.

(2) Demostración de ∼ (a ⊙ b) =∼ a⊕ ∼ b. De nuevo, basta probar que ∼ a⊕ ∼ b es el
complemento de a⊙ b, es decir, que

(a⊙ b)⊕ (∼ a⊕ ∼ b) = 1 y (a⊙ b)⊙ (∼ a⊕ ∼ b) = 0.

(i) Primera condición: (a⊙ b)⊕ (∼ a⊕ ∼ b) = 1.

(a⊙ b)⊕ (∼ a⊕ ∼ b) =
(
(a⊙ b)⊕ ∼ a

)
⊕ ∼ b (asociatividad de ⊕)

=
(
(a⊕ ∼ a)⊙ (b⊕ ∼ a)

)
⊕ ∼ b (distributividad: (x⊙ y)⊕ z = (x⊕ z)⊙ (y ⊕ z))

=
(
1⊙ (b⊕ ∼ a)

)
⊕ ∼ b (complemento: a⊕ ∼ a = 1)

= (b⊕ ∼ a)⊕ ∼ b (neutro de ⊙: 1⊙ x = x)

= ∼ a⊕ (b⊕ ∼ b) (conmutatividad y asociatividad de ⊕)

= ∼ a⊕ 1 (complemento: b⊕ ∼ b = 1)

= 1 (dominación: x⊕ 1 = 1)
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(ii) Segunda condición: (a⊙ b)⊙ (∼ a⊕ ∼ b) = 0.

(a⊙ b)⊙ (∼ a⊕ ∼ b) =
(
(a⊙ b)⊙ ∼ a

)
⊕
(
(a⊙ b)⊙ ∼ b

)
(distributividad: x⊙ (y ⊕ z) = (x⊙ y)⊕ (x⊙ z))

=
(
(a⊙ ∼ a)⊙ b

)
⊕
(
a⊙ (b⊙ ∼ b)

)
(asociatividad y conmutatividad de ⊙)

= (0⊙ b)⊕ (a⊙ 0) (complemento: a⊙ ∼ a = 0, b⊙ ∼ b = 0)

= 0⊕ 0 (dominación: 0⊙ x = 0)

= 0 (idempotencia / neutro de ⊕)

Como ∼ a⊕ ∼ b cumple ambas condiciones, es el complemento de a ⊙ b, y por unicidad del
complemento concluimos

∼ (a⊙ b) =∼ a⊕ ∼ b.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ejercicio 10. ⋆ ⋆

(Álgebra de Boole) Sea (B,⊕,⊙,∼, 0, 1) un álgebra de Boole. Recordamos el principio
de dualidad :

Cualquier identidad válida en un álgebra de Boole sigue siendo válida al
intercambiar simultáneamente

⊕ ↔ ⊙, 0 ↔ 1.

(a) Partiendo de la ley de dominación

a⊕ 1 = 1,

escribir su identidad dual y comprobar que también es válida.

(b) Partiendo de la ley de absorción

a⊕ (a⊙ b) = a,

escribir su identidad dual y comprobar que también es válida.

Solución:

(a) Dual de la ley de dominación.

La identidad original es
a⊕ 1 = 1.

Aplicando el principio de dualidad, intercambiamos ⊕ por ⊙ y 1 por 0, obteniendo la identidad
dual:

a⊙ 0 = 0.

Esta igualdad es precisamente la segunda ley de dominación, ya demostrada. Por tanto, la identidad
dual también es válida.
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(b) Dual de la ley de absorción.

La identidad original es
a⊕ (a⊙ b) = a.

Aplicando el principio de dualidad, intercambiamos ⊕ por ⊙ y viceversa, obteniendo:

a⊙ (a⊕ b) = a.

Esta igualdad corresponde a la segunda ley de absorción, válida en todo ret́ıculo, y por tanto
también en un álgebra de Boole.

Concluimos que, una vez demostrada una identidad, su identidad dual es automáticamente válida,
sin necesidad de una nueva demostración independiente.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ejercicio 11. ⋆ ⋆

Demostrar que (P(U),∪,∩) es un ret́ıculo.

Solución: En un ret́ıculo (B,⊕,⊙) las operaciones ⊕ y ⊙ deben ser internas en B y satisfacer
conmutatividad, asociatividad y absorción.

En nuestro caso, B = P(U), ⊕ = ∪ y ⊙ = ∩. Las operaciones son internas porque, dados A,B ⊆ U ,
también A ∪B ⊆ U y A ∩B ⊆ U .

Probamos ahora las propiedades por razonamiento con elementos. Sean A,B,C ⊆ U y x ∈ U .

Propiedad Unión ∪ Intersección ∩

Conmutatividad

x ∈ A ∪B ⇔
(x ∈ A o x ∈ B) ⇔
(x ∈ B o x ∈ A) ⇔

x ∈ B ∪A.

x ∈ A ∩B ⇔
(x ∈ A y x ∈ B) ⇔
(x ∈ B y x ∈ A) ⇔

x ∈ B ∩A.

Asociatividad

x ∈ A ∪ (B ∪ C) ⇔
x ∈ A o (x ∈ B o x ∈ C) ⇔
(x ∈ A o x ∈ B o x ∈ C) ⇔

(x ∈ A ∪B) o x ∈ C ⇔
x ∈ (A ∪B) ∪ C.

x ∈ A ∩ (B ∩ C) ⇔
x ∈ A y (x ∈ B y x ∈ C) ⇔
(x ∈ A y x ∈ B y x ∈ C) ⇔

(x ∈ A ∩B) y x ∈ C ⇔
x ∈ (A ∩B) ∩ C.

Absorción

x ∈ A ∪ (A ∩B) ⇔
x ∈ A o (x ∈ A y x ∈ B) ⇔

x ∈ A ⇔
x ∈ A.

x ∈ A ∩ (A ∪B) ⇔
x ∈ A y (x ∈ A o x ∈ B) ⇔

x ∈ A ⇔
x ∈ A.

Como ambas operaciones son internas y satisfacen conmutatividad, asociatividad y absorción,
(P(U),∪,∩) es un ret́ıculo.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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Ejercicio 12. ⋆ ⋆

(Álgebra de conjuntos) Demostrar que (P(U),∪,∩) es un ret́ıculo distributivo.

Solución: Ya sabemos que (P(U),∪,∩) es un ret́ıculo, donde la unión juega el papel de supremo
y la intersección el de ı́nfimo. Para que sea distributivo debemos comprobar que, para cualesquiera
A,B,C ⊆ U ,

A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C) y A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C).

Probamos la primera igualdad por doble inclusión. Sea x ∈ U . Si x ∈ A ∩ (B ∪ C), entonces x ∈ A
y x ∈ B ∪ C, es decir, x ∈ B o x ∈ C.

Si x ∈ B, entonces x ∈ A ∩B.

Si x ∈ C, entonces x ∈ A ∩ C.

En cualquier caso, x ∈ (A ∩B) ∪ (A ∩ C).

Rećıprocamente, si x ∈ (A ∩ B) ∪ (A ∩ C), entonces x ∈ A ∩ B o x ∈ A ∩ C. En cualquier caso,
x ∈ A y además x ∈ B o x ∈ C, es decir, x ∈ B ∪ C. Por tanto x ∈ A ∩ (B ∪ C).

Hemos probado
A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C).

Probamos ahora la segunda ley distributiva, también por doble inclusión. Sea x ∈ U .

(1) Demostrar A ∪ (B ∩ C) ⊆ (A ∪B) ∩ (A ∪ C).

Supongamos x ∈ A ∪ (B ∩ C). Entonces se cumple:

x ∈ A o x ∈ B ∩ C.

Si x ∈ A, entonces claramente x ∈ A ∪B y x ∈ A ∪ C, por lo que

x ∈ (A ∪B) ∩ (A ∪ C).

Si x ∈ B ∩C, entonces x ∈ B y x ∈ C. En particular, x ∈ A∪B (porque x ∈ B) y x ∈ A∪C
(porque x ∈ C), luego

x ∈ (A ∪B) ∩ (A ∪ C).

En cualquiera de los dos casos, x ∈ (A ∪B) ∩ (A ∪ C), y por tanto

A ∪ (B ∩ C) ⊆ (A ∪B) ∩ (A ∪ C).

(2) Demostrar (A ∪B) ∩ (A ∪ C) ⊆ A ∪ (B ∩ C).

Supongamos ahora x ∈ (A ∪B) ∩ (A ∪ C). Entonces

x ∈ A ∪B y x ∈ A ∪ C.

Esto significa que:
(x ∈ A o x ∈ B) y (x ∈ A o x ∈ C).

Si x ∈ A, entonces claramente x ∈ A ∪ (B ∩ C) y hemos terminado. Supongamos por tanto que
x /∈ A. Bajo esta suposición, de las condiciones anteriores se deduce:



24 CAPÍTULO 1. BASES DE ÁLGEBRA

De x ∈ A ∪B y x /∈ A, se sigue que x ∈ B.

De x ∈ A ∪ C y x /∈ A, se sigue que x ∈ C.

Por tanto x ∈ B y x ∈ C, es decir,
x ∈ B ∩ C.

En consecuencia, x ∈ A ∪ (B ∩ C).

Hemos probado que en todos los casos x ∈ A ∪ (B ∩ C), luego

(A ∪B) ∩ (A ∪ C) ⊆ A ∪ (B ∩ C).

De (1) y (2) concluimos la igualdad

A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C),

es decir, la intersección distribuye sobre la unión.

Como en (P(U),∪,∩) se verifican ambas leyes distributivas, concluimos que es un ret́ıculo distri-
butivo.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ejercicio 13. ⋆ ⋆

(Álgebra de Conjuntos) Sea U un conjunto y P(U) su conjunto de partes. Sabemos que
(P(U),∪,∩) es un ret́ıculo distributivo. Definimos, para cada A ⊆ U , su complementario
como

Ac = {x ∈ U | x /∈ A}.

Demostrar que (P(U),∪,∩, c) es un Álgebra de Boole.

Solución:

Para probar que (P(U),∪,∩) es un Álgebra de Boole debemos verificar:

la existencia de un elemento mı́nimo 0 y uno máximo 1,

y que todo elemento A ⊆ U admite un complemento.

(1) Elementos mı́nimo y máximo.

El conjunto vaćıo ∅ es el elemento mı́nimo, pues para todo A ⊆ U :

∅ ∪A = A, ∅ ∩A = ∅.

El conjunto total U es el elemento máximo, pues para todo A ⊆ U :

A ∪ U = U, A ∩ U = A.

Por tanto, ∅ es el neutro de ∪ y U es el neutro de ∩.
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(2) Existencia de complemento.

Sea A ⊆ U . Demostramos que Ac es un complemento de A.

(a) Primera condición: A ∪Ac = U .

Sea x ∈ U . Entonces:

x ∈ A ∪Ac ⇐⇒ (x ∈ A o x ∈ Ac) ⇐⇒ (x ∈ A o x /∈ A),

lo cual es siempre cierto. Por tanto,
A ∪Ac = U.

(b) Segunda condición: A ∩Ac = ∅.

Sea x ∈ U . Entonces:

x ∈ A ∩Ac ⇐⇒ (x ∈ A y x ∈ Ac) ⇐⇒ (x ∈ A y x /∈ A),

lo cual es imposible. Por tanto,
A ∩Ac = ∅.

Hemos probado que, para todo A ⊆ U ,

A ∪Ac = U y A ∩Ac = ∅,

es decir, que todo elemento de P(U) tiene complemento.

Como (P(U),∪,∩) es un ret́ıculo distributivo, con elemento mı́nimo ∅, elemento máximo U y
complemento para todo elemento, concluimos que

(P(U),∪,∩, c)

es un Álgebra de Boole.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ejercicio 14. ⋆

(Álgebra de conjuntos) Demostrar que, para cualesquiera conjuntos A,B,D, se cumple

A \B ⊆ (A \D) ∪ (D \B).

Solución: Sea x ∈ A \B. Por definición,

x ∈ A y x /∈ B.

Consideramos dos casos:

Caso 1: x /∈ D. Entonces, como x ∈ A y x /∈ D, se cumple

x ∈ A \D.



26 CAPÍTULO 1. BASES DE ÁLGEBRA

Por tanto,
x ∈ (A \D) ∪ (D \B).

Caso 2: x ∈ D. Entonces, como x ∈ D y x /∈ B, se cumple

x ∈ D \B.

Por tanto,
x ∈ (A \D) ∪ (D \B).

En ambos casos, x ∈ (A \D) ∪ (D \B). Como x era arbitrario en A \B, concluimos que

A \B ⊆ (A \D) ∪ (D \B).

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ejercicio 15. ⋆

Sea
A = {x ∈ R | −1 < x < 1}, B = {x ∈ R | 0 ≤ x ≤ 2}.

Definir y calcular los siguientes conjuntos:

A ∪B, A ∩B, A \B, B \A, A△B.

Solución:

1) Unión A ∪B.

Por definición,
A ∪B = {x ∈ R | x ∈ A o x ∈ B}.

Como A = (−1, 1) y B = [0, 2], se obtiene

A ∪B = (−1, 2].

2) Intersección A ∩B.

Por definición,
A ∩B = {x ∈ R | x ∈ A y x ∈ B}.

Los valores comunes a ambos conjuntos son los que cumplen 0 ≤ x < 1, luego

A ∩B = [0, 1).

3) Diferencia A \B.

Por definición,
A \B = {x ∈ R | x ∈ A y x /∈ B}.
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Esto equivale a −1 < x < 0, por tanto

A \B = (−1, 0).

4) Diferencia B \A.

Por definición,

B \A = {x ∈ R | x ∈ B y x /∈ A}.

Esto ocurre cuando 1 ≤ x ≤ 2, luego

B \A = [1, 2].

5) Diferencia simétrica A△B.

Por definición,

A△B = (A \B) ∪ (B \A).

Sustituyendo los resultados anteriores,

A△B = (−1, 0) ∪ [1, 2].

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ejercicio 16. ⋆

(Álgebra de conjuntos) Sea

A = {x ∈ R | x2 − 2x < 0}, B = {x ∈ R | x2 − 3x+ 2 ≥ 0}.

Definir y calcular los siguientes conjuntos:

A ∪B, A ∩B, A \B, B \A, A△B.

Solución:

1) Determinación de los conjuntos A y B.

Conjunto A. Resolvemos la desigualdad:

x2 − 2x < 0 ⇐⇒ x(x− 2) < 0.

El producto es negativo cuando 0 < x < 2, luego

A = (0, 2).

Conjunto B. Resolvemos la desigualdad:

x2 − 3x+ 2 ≥ 0 ⇐⇒ (x− 1)(x− 2) ≥ 0.
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El producto es no negativo cuando x ≤ 1 o x ≥ 2, luego

B = (−∞, 1] ∪ [2,∞).

2) Unión A ∪B.

A ∪B = (0, 2) ∪
(
(−∞, 1] ∪ [2,∞)

)
= R.

3) Intersección A ∩B.

A ∩B = (0, 2) ∩
(
(−∞, 1] ∪ [2,∞)

)
= (0, 1].

4) Diferencia A \B.

A \B = (0, 2) \
(
(−∞, 1] ∪ [2,∞)

)
= (1, 2).

5) Diferencia B \A.

B \A =
(
(−∞, 1] ∪ [2,∞)

)
\ (0, 2) = (−∞, 0] ∪ [2,∞).

6) Diferencia simétrica A△B.

A△B = (A \B) ∪ (B \A) = (1, 2) ∪
(
(−∞, 0] ∪ [2,∞)

)
= (−∞, 0] ∪ (1,∞).

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ejercicio 17. ⋆

(Álgebra de conjuntos) Sea

A = {x ∈ R | |x| < 2}, B = {x ∈ R | |x− 1|+ |x− 2| < 2}.

Definir y calcular los siguientes conjuntos:

A ∪B, A ∩B, A \B, B \A, A△B.

Solución:

1) Determinación de A y B.

Conjunto A.

|x| < 2 ⇐⇒ −2 < x < 2, ⇒ A = (−2, 2).

Conjunto B. Estudiamos por casos:
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|x− 1|+ |x− 2| =


(1− x) + (2− x) = 3− 2x, x ≤ 1,

(x− 1) + (2− x) = 1, 1 ≤ x ≤ 2,

(x− 1) + (x− 2) = 2x− 3, x ≥ 2.

Imponiendo |x− 1|+ |x− 2| < 2:

x ≤ 1 : 3− 2x < 2 ⇐⇒ x > 1
2 ,

1 ≤ x ≤ 2 : 1 < 2 ⇐⇒ (siempre cierto),

x ≥ 2 : 2x− 3 < 2 ⇐⇒ x < 5
2 .

Por tanto,

B =

(
1

2
,
5

2

)
.

2) Unión A ∪B.

A ∪B = (−2, 2) ∪
(
1

2
,
5

2

)
=

(
−2,

5

2

)
.

3) Intersección A ∩B.

A ∩B = (−2, 2) ∩
(
1

2
,
5

2

)
=

(
1

2
, 2

)
.

4) Diferencia A \B.

A \B = (−2, 2) \
(
1

2
,
5

2

)
=

(
−2,

1

2

]
.

5) Diferencia B \A.

B \A =

(
1

2
,
5

2

)
\ (−2, 2) =

[
2,

5

2

)
.

6) Diferencia simétrica A△B.

A△B = (A \B) ∪ (B \A) =

(
−2,

1

2

]
∪
[
2,

5

2

)
.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ejercicio 18. ⋆

(Álgebra de conjuntos) Sea δ > 0 y consideremos en R2 los conjuntos

A = {(x, y) ∈ R2 | |x|+ |y| < δ}, B = {(x, y) ∈ R2 |
√
x2 + y2 < δ},

C = {(x, y) ∈ R2 | máx{|x|, |y|} < δ}.
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Demostrar que
A ⊂ B ⊂ C.

La Fig. 1.1 muestra estos 3 conjuntos para δ = 1.

Solución:

(1) Demostración de A ⊂ B. Sea (x, y) ∈ A. Entonces

|x|+ |y| < δ.

Como |x|, |y| ≥ 0, se cumple
(|x|+ |y|)2 ≥ x2 + y2

porque
(|x|+ |y|)2 = x2 + y2 + 2|x||y| ≥ x2 + y2.

Tomando ráıces (todas las cantidades son no negativas),√
x2 + y2 ≤ |x|+ |y|.

Por tanto, √
x2 + y2 ≤ |x|+ |y| < δ,

lo que implica (x, y) ∈ B. Concluimos que A ⊂ B.

(2) Demostración de B ⊂ C. Sea (x, y) ∈ B. Entonces√
x2 + y2 < δ.

Como x2 ≤ x2 + y2 y y2 ≤ x2 + y2, se tiene

|x| =
√
x2 ≤

√
x2 + y2 < δ, |y| =

√
y2 ≤

√
x2 + y2 < δ.

En particular,
máx{|x|, |y|} < δ,

luego (x, y) ∈ C. Concluimos que B ⊂ C.

Juntando (1) y (2), obtenemos
A ⊂ B ⊂ C.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ejercicio 19. ⋆

(Álgebra de conjuntos) Sea

A = (0, 2], B = [−1, 1].

(a) Calcular y describir los productos cartesianos A×B y B ×A.
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Figura 1.1: Conjuntos A, B, y C para δ = 1 del Ejercicio 18.

(b) Demostrar que A×B ̸= B ×A.

Solución:

(a) Cálculo de los productos cartesianos.

Por definición,
A×B = {(x, y) ∈ R2 | x ∈ A, y ∈ B}.

Sustituyendo los conjuntos dados:

A×B = {(x, y) ∈ R2 | 0 < x ≤ 2, −1 ≤ y ≤ 1}.

Análogamente,

B ×A = {(x, y) ∈ R2 | x ∈ B, y ∈ A} = {(x, y) ∈ R2 | −1 ≤ x ≤ 1, 0 < y ≤ 2}.

(b) Demostración de que A×B ̸= B ×A.

Basta encontrar un punto que pertenezca a uno de los conjuntos pero no al otro.

Por ejemplo, consideremos el punto (2, 0).

(2, 0) ∈ A×B porque 2 ∈ A y 0 ∈ B.

Sin embargo,
(2, 0) /∈ B ×A porque 2 /∈ B.

Por tanto,
A×B ̸= B ×A.
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Figura 1.2: Producto cartesiano del Ejercicio 19. Los lados continuos pertenecen al conjunto, mien-
tras que el lado discontinuo, no.

Geométricamente, A×B es un rectángulo horizontal, mientras que B×A es un rectángulo vertical,
obteniéndose uno a partir del otro por simetŕıa respecto de la recta y = x.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ejercicio 20. ⋆ ⋆

(Álgebra de conjuntos) Demostrar que, para cualesquiera conjuntos A y B, se cumple

A△B = (A ∪B) \ (A ∩B).

Solución: Recordamos que la diferencia simétrica se define como

A△B = (A \B) ∪ (B \A).

Demostraremos la igualdad razonando elemento a elemento.

(1) Demostración de A△B ⊆ (A ∪B) \ (A ∩B).

Sea x ∈ A△B. Entonces
x ∈ (A \B) ∪ (B \A).

Por tanto, se cumple al menos una de las dos posibilidades:

(i) x ∈ A \B. Entonces x ∈ A y x /∈ B. En particular, x ∈ A ∪B. Además, como x /∈ B, no puede
ocurrir que x ∈ A ∩B. Luego x ∈ (A ∪B) \ (A ∩B).
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(ii) x ∈ B \A. Entonces x ∈ B y x /∈ A. En particular, x ∈ A∪B. Además, como x /∈ A, no puede
ocurrir que x ∈ A ∩B. Luego x ∈ (A ∪B) \ (A ∩B).

En ambos casos, x ∈ (A ∪B) \ (A ∩B), aśı que

A△B ⊆ (A ∪B) \ (A ∩B).

(2) Demostración de (A ∪B) \ (A ∩B) ⊆ A△B.

Sea x ∈ (A ∪B) \ (A ∩B). Entonces

x ∈ A ∪B y x /∈ A ∩B.

La primera condición dice que x ∈ A o x ∈ B. La segunda condición dice que no se cumple que
x ∈ A y x ∈ B a la vez.

Por tanto, ocurren exactamente una de las dos posibilidades:

(i) x ∈ A y x /∈ B. Entonces x ∈ A \B, luego x ∈ (A \B) ∪ (B \A) = A△B.

(ii) x ∈ B y x /∈ A. Entonces x ∈ B \A, luego x ∈ (A \B) ∪ (B \A) = A△B.

En ambos casos, x ∈ A△B, y por tanto

(A ∪B) \ (A ∩B) ⊆ A△B.

Como se cumplen ambas inclusiones, concluimos que

A△B = (A ∪B) \ (A ∩B).

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ejercicio 21. ⋆ ⋆

(Álgebra de conjuntos) Demostrar que, para cualesquiera conjuntos A y B, se cumple

A \B = A△(A ∩B).

Solución: Recordamos que la diferencia simétrica se define como

X△Y = (X \ Y ) ∪ (Y \X).

Tomamos X = A e Y = A ∩B:

A△(A ∩B) =
(
A \ (A ∩B)

)
∪
(
(A ∩B) \A

)
.

(1) Simplificación de (A ∩B) \A.

Sea x ∈ (A ∩ B) \ A. Entonces x ∈ A ∩ B y x /∈ A. Pero x ∈ A ∩ B implica en particular x ∈ A,
contradicción. Por tanto,

(A ∩B) \A = ∅.
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(2) Simplificación de A \ (A ∩B).

Sea x ∈ A \ (A ∩B). Entonces x ∈ A y x /∈ A ∩B. Como x ∈ A, la condición x /∈ A ∩B equivale a
x /∈ B. Por tanto,

x ∈ A y x /∈ B,

es decir,

x ∈ A \B.

Esto demuestra que

A \ (A ∩B) ⊆ A \B.

Rećıprocamente, sea x ∈ A \ B. Entonces x ∈ A y x /∈ B. En particular, x /∈ A ∩ B, luego
x ∈ A \ (A ∩B). Por tanto,

A \B ⊆ A \ (A ∩B).

Concluimos que

A \ (A ∩B) = A \B.

(3) Conclusión.

Sustituyendo (1) y (2) en la expresión de A△(A ∩B):

A△(A ∩B) =
(
A \ (A ∩B)

)
∪∅ = A \ (A ∩B) = A \B.

Por tanto,

A \B = A△(A ∩B).

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ejercicio 22. ⋆ ⋆

(Álgebra de conjuntos) Demostrar que, para cualesquiera conjuntos A,B,C,D, se cum-
ple

(A ∩B)× (C ∩D) = (A× C) ∩ (B ×D).

Solución: Demostraremos la igualdad probando ambas inclusiones.

(1) Demostración de (A ∩B)× (C ∩D) ⊆ (A× C) ∩ (B ×D).

Sea (x, y) ∈ (A ∩B)× (C ∩D). Por definición de producto cartesiano,

x ∈ A ∩B y y ∈ C ∩D.

Por definición de intersección,

x ∈ A y x ∈ B, y ∈ C y y ∈ D.

Por tanto,

(x, y) ∈ A× C y (x, y) ∈ B ×D,
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lo que implica
(x, y) ∈ (A× C) ∩ (B ×D).

Concluimos que
(A ∩B)× (C ∩D) ⊆ (A× C) ∩ (B ×D).

(2) Demostración de (A× C) ∩ (B ×D) ⊆ (A ∩B)× (C ∩D).

Sea (x, y) ∈ (A× C) ∩ (B ×D). Entonces,

(x, y) ∈ A× C y (x, y) ∈ B ×D.

Por definición de producto cartesiano,

x ∈ A y y ∈ C, x ∈ B y y ∈ D.

De nuevo, agrupando,
x ∈ A ∩B y y ∈ C ∩D.

Por tanto,
(x, y) ∈ (A ∩B)× (C ∩D).

Concluimos que
(A× C) ∩ (B ×D) ⊆ (A ∩B)× (C ∩D).

Como se cumplen ambas inclusiones, obtenemos la igualdad

(A ∩B)× (C ∩D) = (A× C) ∩ (B ×D).

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ejercicio 23. ⋆ ⋆

(Álgebra de conjuntos) Sean A,B,C conjuntos. Demostrar que:

(A ∪B)× C = (A× C) ∪ (B × C), A× (B ∪ C) = (A×B) ∪ (A× C).

Es decir, el producto cartesiano es distributivo con respecto a la unión.

Solución:

(1) Demostración de (A ∪B)× C = (A× C) ∪ (B × C).

Demostramos ambas inclusiones.

(i) (A ∪B)× C ⊆ (A× C) ∪ (B × C). Sea (x, y) ∈ (A ∪B)× C. Entonces

x ∈ A ∪B y y ∈ C.

De x ∈ A ∪B se sigue que x ∈ A o x ∈ B.

Si x ∈ A y y ∈ C, entonces (x, y) ∈ A× C.
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Si x ∈ B y y ∈ C, entonces (x, y) ∈ B × C.

En ambos casos,
(x, y) ∈ (A× C) ∪ (B × C).

Luego
(A ∪B)× C ⊆ (A× C) ∪ (B × C).

(ii) (A× C) ∪ (B × C) ⊆ (A ∪B)× C. Sea (x, y) ∈ (A× C) ∪ (B × C). Entonces

(x, y) ∈ A× C o (x, y) ∈ B × C.

Si (x, y) ∈ A×C, entonces x ∈ A y y ∈ C, luego x ∈ A∪B y (x, y) ∈ (A∪B)×C. Si (x, y) ∈ B×C,
entonces x ∈ B y y ∈ C, luego x ∈ A ∪B y (x, y) ∈ (A ∪B)× C. Por tanto,

(A× C) ∪ (B × C) ⊆ (A ∪B)× C.

Como se cumplen ambas inclusiones, queda probada la igualdad.

(2) Demostración de A× (B ∪ C) = (A×B) ∪ (A× C).

De nuevo probamos ambas inclusiones.

(i) A× (B ∪ C) ⊆ (A×B) ∪ (A× C). Sea (x, y) ∈ A× (B ∪ C). Entonces

x ∈ A y y ∈ B ∪ C.

De y ∈ B ∪ C se sigue que y ∈ B o y ∈ C.

Si y ∈ B y x ∈ A, entonces (x, y) ∈ A×B.

Si y ∈ C y x ∈ A, entonces (x, y) ∈ A× C.

En ambos casos,
(x, y) ∈ (A×B) ∪ (A× C),

luego
A× (B ∪ C) ⊆ (A×B) ∪ (A× C).

(ii) (A×B) ∪ (A× C) ⊆ A× (B ∪ C). Sea (x, y) ∈ (A×B) ∪ (A× C). Entonces

(x, y) ∈ A×B o (x, y) ∈ A× C.

Si (x, y) ∈ A×B, entonces x ∈ A y y ∈ B, luego y ∈ B∪C y (x, y) ∈ A×(B∪C). Si (x, y) ∈ A×C,
entonces x ∈ A y y ∈ C, luego y ∈ B ∪ C y (x, y) ∈ A× (B ∪ C). Por tanto,

(A×B) ∪ (A× C) ⊆ A× (B ∪ C).

Como se cumplen ambas inclusiones, queda probada la igualdad.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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Ejercicio 24. ⋆ ⋆

(Álgebra de conjuntos) Sean A,B,C conjuntos. Demostrar que:

(A ∩B)× C = (A× C) ∩ (B × C), A× (B ∩ C) = (A×B) ∩ (A× C).

Es decir, el producto cartesiano es distributivo con respecto a la intersección.

Solución:

(1) Demostración de (A ∩B)× C = (A× C) ∩ (B × C).

Demostramos ambas inclusiones.

(i) (A ∩B)× C ⊆ (A× C) ∩ (B × C). Sea (x, y) ∈ (A ∩B)× C. Entonces

x ∈ A ∩B y y ∈ C.

De x ∈ A ∩B se sigue que x ∈ A y x ∈ B. Por tanto,

(x, y) ∈ A× C y (x, y) ∈ B × C,

lo que implica
(x, y) ∈ (A× C) ∩ (B × C).

Luego
(A ∩B)× C ⊆ (A× C) ∩ (B × C).

(ii) (A× C) ∩ (B × C) ⊆ (A ∩B)× C. Sea (x, y) ∈ (A× C) ∩ (B × C). Entonces

(x, y) ∈ A× C y (x, y) ∈ B × C.

Por definición de producto cartesiano,

x ∈ A, y ∈ C y x ∈ B, y ∈ C.

En particular, x ∈ A y x ∈ B, es decir, x ∈ A ∩B, y además y ∈ C. Por tanto,

(x, y) ∈ (A ∩B)× C.

Luego
(A× C) ∩ (B × C) ⊆ (A ∩B)× C.

Como se cumplen ambas inclusiones, queda probada la igualdad.

(2) Demostración de A× (B ∩ C) = (A×B) ∩ (A× C).

De nuevo, probamos ambas inclusiones.

(i) A× (B ∩ C) ⊆ (A×B) ∩ (A× C). Sea (x, y) ∈ A× (B ∩ C). Entonces

x ∈ A y y ∈ B ∩ C.

De y ∈ B ∩ C se sigue que y ∈ B y y ∈ C. Por tanto,

(x, y) ∈ A×B y (x, y) ∈ A× C,
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luego
(x, y) ∈ (A×B) ∩ (A× C).

Aśı,
A× (B ∩ C) ⊆ (A×B) ∩ (A× C).

(ii) (A×B) ∩ (A× C) ⊆ A× (B ∩ C). Sea (x, y) ∈ (A×B) ∩ (A× C). Entonces

(x, y) ∈ A×B y (x, y) ∈ A× C.

Por definición de producto cartesiano,

x ∈ A, y ∈ B y x ∈ A, y ∈ C.

En particular, x ∈ A y y ∈ B ∩ C. Por tanto,

(x, y) ∈ A× (B ∩ C).

Luego
(A×B) ∩ (A× C) ⊆ A× (B ∩ C).

Como se cumplen ambas inclusiones, queda probada la igualdad.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ejercicio 25. ⋆ ⋆

(Álgebra de conjuntos) Sean A,B,C conjuntos. Demostrar que:

(A \B)× C = (A× C) \ (B × C), A× (B \ C) = (A×B) \ (A× C).

Es decir, el producto cartesiano es distributivo con respecto a la diferencia.

Solución:

(1) Demostración de (A \B)× C = (A× C) \ (B × C).

Demostramos ambas inclusiones.

(i) (A \B)× C ⊆ (A× C) \ (B × C). Sea (x, y) ∈ (A \B)× C. Entonces

x ∈ A \B y y ∈ C.

Por definición de diferencia,
x ∈ A y x /∈ B.

Luego (x, y) ∈ A× C. Además, como x /∈ B (y y ∈ C), se tiene

(x, y) /∈ B × C.

Por tanto,
(x, y) ∈ (A× C) \ (B × C).
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Aśı,
(A \B)× C ⊆ (A× C) \ (B × C).

(ii) (A× C) \ (B × C) ⊆ (A \B)× C. Sea (x, y) ∈ (A× C) \ (B × C). Entonces

(x, y) ∈ A× C y (x, y) /∈ B × C.

La primera condición implica
x ∈ A y y ∈ C.

La segunda condición significa que no se cumple x ∈ B y y ∈ C a la vez. Pero ya sabemos que
y ∈ C, aśı que necesariamente

x /∈ B.

Por tanto, x ∈ A \B y y ∈ C, luego

(x, y) ∈ (A \B)× C.

Aśı,
(A× C) \ (B × C) ⊆ (A \B)× C.

Como se cumplen ambas inclusiones, queda probada la igualdad.

(2) Demostración de A× (B \ C) = (A×B) \ (A× C).

De nuevo, probamos ambas inclusiones.

(i) A× (B \ C) ⊆ (A×B) \ (A× C). Sea (x, y) ∈ A× (B \ C). Entonces

x ∈ A y y ∈ B \ C.

Por definición de diferencia,
y ∈ B y y /∈ C.

Luego (x, y) ∈ A×B. Además, como y /∈ C (y x ∈ A), se tiene

(x, y) /∈ A× C.

Por tanto,
(x, y) ∈ (A×B) \ (A× C).

Aśı,
A× (B \ C) ⊆ (A×B) \ (A× C).

(ii) (A×B) \ (A× C) ⊆ A× (B \ C). Sea (x, y) ∈ (A×B) \ (A× C). Entonces

(x, y) ∈ A×B y (x, y) /∈ A× C.

La primera condición implica
x ∈ A y y ∈ B.

La segunda condición significa que no se cumple x ∈ A y y ∈ C a la vez. Pero ya sabemos que
x ∈ A, aśı que necesariamente

y /∈ C.
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Por tanto, y ∈ B \ C y x ∈ A, luego

(x, y) ∈ A× (B \ C).

Aśı,
(A×B) \ (A× C) ⊆ A× (B \ C).

Como se cumplen ambas inclusiones, queda probada la igualdad.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ejercicio 26. ⋆ ⋆

(Álgebra de conjuntos) Sean A,B,C,D conjuntos, desarrollar

(A ∪B)× (C ∪D)

como unión de productos cartesianos.

Solución: Aplicamos X × (Y ∪ Z) = (X × Y ) ∪ (X × Z) con X = (A ∪B), Y = C y Z = D:

(A ∪B)× (C ∪D) =
(
(A ∪B)× C

)
∪
(
(A ∪B)×D

)
.

Ahora aplicamos (X ∪ Y )× Z = (X × Z) ∪ (Y × Z) a cada término:

(A ∪B)× C = (A× C) ∪ (B × C), (A ∪B)×D = (A×D) ∪ (B ×D).

Sustituyendo, obtenemos:

(A ∪B)× (C ∪D) = (A× C) ∪ (B × C) ∪ (A×D) ∪ (B ×D).

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ejercicio 27. ⋆ ⋆

(Álgebra de conjuntos)
(a) Demostrar que una de las dos fórmulas siguientes es siempre correcta y la otra
algunas veces es falsa:

(i) A \ (B \ C) = (A \B) ∪ C, (ii) (A \B) \ C = A \ (B ∪ C).

(b) Establecer una condición necesaria y suficiente adicional para que la fórmula inco-
rrecta sea siempre válida.

Solución:

(a) Análisis de (i). Mostramos que

A \ (B \ C) = (A \B) ∪ C
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no es válida en general. Por ejemplo, si

A = ∅, B = ∅, C = {0},

entonces
A \ (B \ C) = ∅ \∅ = ∅,

mientras que
(A \B) ∪ C = ∅ ∪ {0} = {0}.

Luego la igualdad no se cumple, y (i) es a veces falsa.

(a) Análisis de (ii). Demostramos que

A \ (B ∪ C) = (A \B) \ C

es siempre correcta.

Sea x un elemento arbitrario. Entonces:

x ∈ A \ (B ∪ C) ⇐⇒ x ∈ A y x /∈ (B ∪ C) (def. de diferencia)

⇐⇒ x ∈ A y (x /∈ B y x /∈ C) (def. de unión)

⇐⇒ (x ∈ A y x /∈ B) y x /∈ C

⇐⇒ x ∈ A \B y x /∈ C (def. de diferencia)

⇐⇒ x ∈ (A \B) \ C. (def. de diferencia)

Por tanto, (ii) es válida para cualesquiera conjuntos A,B,C.

(b) Condición necesaria y suficiente para que (i) sea válida.

Simplificamos el lado izquierdo:

A \ (B \ C) = A ∩ (B \ C)c (def. de diferencia)

= A ∩ (B ∩ Cc)c (def. de diferencia)

= A ∩ (Bc ∪ C) (leyes de De Morgan)

= (A ∩Bc) ∪ (A ∩ C) (distributividad)

= (A \B) ∪ (A ∩ C). (def. de diferencia)

Por tanto, la igualdad (i) equivale a

(A \B) ∪ (A ∩ C) = (A \B) ∪ C.

Esta igualdad se cumple si y solo si
C ⊆ A.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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1.2. Números reales

Motivación

En muchos cursos introductorios de Cálculo se asume impĺıcitamente que los números reales son un
objeto ya conocido y completamente dominado. Sin embargo, una parte sustancial de los conceptos
centrales del Cálculo —en particular, los de ĺımite, continuidad, convergencia y aproximación—
descansa directamente en propiedades espećıficas de los números reales. Por ello, para comprender
de verdad el Cálculo, no basta con saber operar con números: es necesario entender qué tipo de
estructura matemática constituyen y qué propiedades los distinguen de otros conjuntos numéricos.

El paso de los números racionales a los números reales no es solo una ampliación cuantitativa,
sino también cualitativa. Muchas afirmaciones fundamentales del Cálculo dejan de ser ciertas si
se trabaja únicamente con racionales. La existencia de ĺımites, la posibilidad de aproximar valores
“por arriba” y “por abajo”, o el hecho de que ciertas sucesiones converjan dependen de propiedades
profundas como el orden total, la compatibilidad del orden con las operaciones algebraicas y, de
manera crucial, la completitud del cuerpo de los números reales.

En este caṕıtulo se estudian los números reales desde una perspectiva estructural. Se parte de las
nociones básicas de relaciones y operaciones binarias para formalizar las ideas de igualdad, orden y
operación aritmética, e introducen progresivamente las estructuras algebraicas que culminan en la
definición de los reales como un cuerpo ordenado completo. Esta caracterización no es un formalismo
innecesario: explica por qué en los reales las ecuaciones lineales tienen solución única, por qué se
puede dividir por cualquier número no nulo, y por qué el orden se comporta de manera coherente
con la suma y el producto.

Un papel central lo desempeña el axioma de completitud, formulado a partir de la existencia de
supremos e ı́nfimos. Esta propiedad distingue a los números reales de otros cuerpos ordenados y
constituye el fundamento lógico de muchos razonamientos posteriores en Cálculo. La definición ri-
gurosa de ĺımite, por ejemplo, se apoya en la posibilidad de controlar cotas superiores e inferiores y
en la existencia de valores extremos “óptimos”, aunque no pertenezcan necesariamente al conjunto
considerado. Sin esta propiedad, nociones aparentemente intuitivas como “acercarse arbitrariamen-
te” o “no poder superar cierto valor” pierden su contenido matemático preciso.

Asimismo, se estudian herramientas básicas asociadas a los números reales, como el valor absoluto y
las funciones derivadas de él, que permiten medir distancias y formular desigualdades fundamentales.
Estas ideas son esenciales para cuantificar errores, establecer estimaciones y formalizar el concepto
de proximidad, elementos imprescindibles en el estudio de ĺımites y continuidad.

Los ejercicios de este caṕıtulo cumplen una doble función. Los de nivel básico están orientados a
consolidar la familiaridad con las propiedades elementales de los números reales y a desarrollar
soltura en razonamientos algebraicos y de orden. Los ejercicios de nivel más avanzado profundizan
en los fundamentos teóricos, mostrando por qué estas propiedades son suficientes —y necesarias—
para sostener el edificio conceptual del Cálculo. En conjunto, este caṕıtulo no pretende retrasar el
estudio del Cálculo, sino dotarlo de una base sólida que permita comprenderlo con rigor y evitar
razonamientos puramente formales o mecánicos en etapas posteriores.
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Breve introducción teórica

El conjunto de los números reales, denotado por R, constituye el marco matemático fundamental
sobre el que se desarrolla el Cálculo. En él se definen las nociones de ĺımite, continuidad, deri-
vabilidad e integrabilidad. Estas nociones no dependen únicamente de la posibilidad de efectuar
operaciones aritméticas, sino de propiedades estructurales espećıficas de R, que conviene explicitar
de forma rigurosa.

Desde un punto de vista algebraico, (R,+, ·) es un cuerpo conmutativo. Esto significa que la suma
y el producto son operaciones internas, asociativas y conmutativas, que existen elementos neutros
0 y 1, y que todo número real x admite un opuesto −x y, si x ̸= 0, un inverso multiplicativo x−1.
En particular, para todo a, b, c ∈ R se verifican identidades como

a+ (b+ c) = (a+ b) + c, a(bc) = (ab)c,

a(b+ c) = ab+ ac, a+ 0 = a, a · 1 = a.

Estas propiedades garantizan la coherencia algebraica de las manipulaciones formales que se realizan
en Cálculo.

Además de su estructura de cuerpo, R está provisto de una relación de orden total ≤, compatible
con las operaciones algebraicas. En particular, para todo a, b, c ∈ R se cumple

a ≤ b ⇒ a+ c ≤ b+ c,

y, si 0 ≤ c, entonces
a ≤ b ⇒ ac ≤ bc.

La existencia de un orden total permite comparar cualquier par de números reales y definir intervalos
del tipo (a, b), [a, b], (a,+∞), etc., que desempeñan un papel central en la formulación de ĺımites y
en la definición de continuidad.

La propiedad distintiva de los números reales es su completitud. Sea A ⊆ R un conjunto no vaćıo
y acotado superiormente. Entonces existe un número real s tal que

∀a ∈ A, a ≤ s,

y
∀ε > 0, ∃a ∈ A : s− ε < a.

Este número s se denomina el supremo de A y se denota por supA. De forma análoga, todo
conjunto no vaćıo y acotado inferiormente admite un ı́nfimo. Estas propiedades no son consecuencias
del álgebra ni del orden, sino axiomas propios de R, y fallan, por ejemplo, en el conjunto de los
números racionales.

La completitud es el fundamento lógico de numerosos resultados del Cálculo. La existencia de ĺımites
de sucesiones monótonas y acotadas, la convergencia de sucesiones definidas por aproximación y la
formulación rigurosa del concepto de ĺımite se apoyan esencialmente en la existencia de supremos e
ı́nfimos. Sin esta propiedad, expresiones del tipo

ĺım
n→∞

an = L

careceŕıan de una base matemática sólida.



44 CAPÍTULO 1. BASES DE ÁLGEBRA

Junto a la completitud, la propiedad arquimediana de R afirma que

∀a, b > 0, ∃n ∈ N : na > b.

Esta propiedad garantiza que los números naturales no están acotados en R y permite relacionar
cantidades reales con aproximaciones discretas. Es una herramienta esencial en demostraciones que
involucran estimaciones y control de errores.

En determinados contextos se introduce la recta real ampliada R = R ∪ {−∞,+∞}, que permite
describir de manera unificada comportamientos no acotados. En este conjunto se extiende la relación
de orden de R, de modo que para todo x ∈ R se tiene

−∞ ≤ x ≤ +∞.

Sin embargo, aunque ciertas operaciones se definen de forma parcial, R no posee estructura de
cuerpo ni de anillo, y debe manejarse únicamente como una herramienta auxiliar.

Finalmente, el valor absoluto es una función fundamental asociada a la estructura ordenada de R.
Definido por

|x| =

{
x, x ≥ 0,

−x, x < 0,

permite expresar la distancia entre dos números reales mediante |x − y| y formular desigualdades
de manera simétrica. En particular,

|x− a| < ε ⇐⇒ a− ε < x < a+ ε,

relación que constituye la base técnica de la definición de ĺımite y continuidad.
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Relación binaria: R ⊆ E × E

Relación binaria de equivalencia:
- Reflexiva: (a, a) ∈ R
- Simétrica: (a, b) ∈ R ⇒ (b, a) ∈ R
- Transitiva: (a, b), (b, c) ∈ R ⇒ (a, c) ∈ R
Se escribe: (a, b) ∈ R, a ∼ b, a = b (dependiendo del contexto)

Relación binaria de orden parcial:
- Reflexiva: (a, a) ∈ R
- Antisimétrica: (a, b), (b, a) ∈ R ⇒ a = b
- Transitiva: (a, b), (b, c) ∈ R ⇒ (a, c) ∈ R
Se escribe: (a, b) ∈ R, a ≤ b

Relación binaria de orden total: (a, b) ∈ R ⇒ (b, a) /∈ R

Operación binaria interna: f : E × E → E
Operación binaria externa: f : E × F → E

Magma: (E,⊕), ⊕ operación binaria interna

Semigrupo: (E,⊕), ⊕ Magma+
- Asociativa: (a⊕ b)⊕ c = a⊕ (b⊕ c)

Monoide: (E,⊕), ⊕ Semigrupo+
- Elemento neutro: ∃!0|a⊕ 0 = a, 0⊕ a = a

Grupo: (E,⊕) Monoide+
- Elemento simétrico: ∀a, ∃! ∼ a|a⊕ (∼ a) = (∼ a)⊕ a = 0

Grupo abeliano: (E,⊕) Grupo+
- Conmutativa: a⊕ b = b⊕ a

Anillo: (E,⊕,⊙): (E,⊕) Grupo abeliano, (E,⊙) Semigrupo
- Distributividad por la izquierda: a⊙ (b⊕ c) = (a⊙ b)⊕ (a⊙ c)
- Distributividad por la derecha: (b⊕ c)⊙ a = (b⊙ a)⊕ (c⊙ a)

Anillo unitario: (E,⊕,⊙): Anillo, (E,⊙) monoide

Anillo de división: (E,⊕,⊙) Anillo unitario, (E \ 0,⊙) grupo

Cuerpo: (E,⊕,⊙) Anillo de división, ⊙ conmutativa

Relaciones, operaciones y estructuras algebraicas
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Cuerpo ordenado completo de los reales: (R,+, ·,≤)
- (R,+, ·) es un cuerpo ((R,+) grupo abeliano, (R \ {0}, ·) grupo abeliano)

Orden total: ≤ es una relación de orden total en R
- Compatibilidad con la suma: a ≤ b ⇒ a+ c ≤ b+ c
- Compatibilidad con el producto: 0 ≤ a, 0 ≤ b ⇒ 0 ≤ a · b

Propiedad arquimediana:
- ∀a, b > 0, ∃n ∈ N : n · a > b

Cota superior: A ⊆ R, A ̸= ∅
- M ∈ R es cota superior de A ⇐⇒ ∀a ∈ A, a ≤ M

Supremo: s ∈ R es el supremo de A si:
(i) s es cota superior de A
(ii) ∀M cota superior de A, s ≤ M

Completitud (axioma del supremo): Todo subconjunto no vaćıo y acotado superiormente de
R admite supremo en R

Cota inferior: A ⊆ R, A ̸= ∅
- m ∈ R es cota inferior de A ⇐⇒ ∀a ∈ A, m ≤ a

Ínfimo: i ∈ R es el ı́nfimo de A si:
(i) i es cota inferior de A
(ii) ∀m cota inferior de A, m ≤ i

Completitud (axioma del ı́nfimo): Todo subconjunto no vaćıo y acotado inferiormente de R
admite ı́nfimo en R

Conclusión: R es el único (salvo isomorfismo) cuerpo ordenado completo

Cuerpo de los números reales
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Recta real ampliada: R = R ∪ {−∞,+∞}

Orden:
- ≤ extiende el orden de R
- ∀x ∈ R : −∞ ≤ x ≤ +∞
- −∞ < +∞

Cotas:
- Toda A ⊆ R tiene supremo e ı́nfimo en R

Supremo:
- supA = +∞ ⇐⇒ A no está acotado superiormente en R
- supA = −∞ ⇐⇒ A = {−∞}

Ínfimo:
- ı́nf A = −∞ ⇐⇒ A no está acotado inferiormente en R
- ı́nf A = +∞ ⇐⇒ A = {+∞}

Operaciones (parcialmente definidas):
- x+ (±∞) = ±∞, ∀x ∈ R
- a · (±∞) = ±∞, a > 0; a · (±∞) = ∓∞, a < 0
- a

±∞ = 0 ∀a ∈ R
- ±∞±∞ y 0 · (±∞) no están definidas

Observación: R no es cuerpo ni anillo

Recta real ampliada
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Funciones asociadas al valor absoluto

Valor absoluto: | · | : R → R

- |x| =

{
x, x ≥ 0

−x, x < 0

- |x| ≥ 0, |x| = 0 ⇐⇒ x = 0
- |x|2 = x2

- |xy| = |x||y|
- Desigualdad triangular : |x+ y| ≤ |x|+ |y|

Función signo: sgn : R → {−1, 0, 1}

- sgn(x) =


1, x > 0

0, x = 0

−1, x < 0

- x = |x| sgn(x)
- |x| = x sgn(x)

Parte positiva: x+ : R → R

- x+ = máx{x, 0} =

{
x, x ≥ 0

0, x < 0

- x+ ≥ 0

Parte negativa: x− : R → R

- x− = máx{−x, 0} =

{
0, x ≥ 0

−x, x < 0

- x− ≥ 0

Relaciones fundamentales:
- x = x+ − x−

- |x| = x+ + x−

- x+x− = 0

- x+ =
|x|+ x

2
, x− =

|x| − x

2

Monotońıa y continuidad:
- |x|, x+, x− son continuas en R
- |x| no es derivable en x = 0
- sgn(x) es discontinua en x = 0

Funciones básicas asociadas a los números reales
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Propiedades básicas del orden en R
- Tricotomı́a: ∀a, b ∈ R, exactamente una de las siguientes es cierta: a < b, a = b, a > b
- Transitividad estricta: a < b y b < c ⇒ a < c

Desigualdades y operaciones
- a ≤ b ⇒ −b ≤ −a
- a ≤ b, c ≤ d ⇒ a+ c ≤ b+ d
- a ≤ b, c ≥ 0 ⇒ ac ≤ bc
- a ≤ b, c ≤ 0 ⇒ ac ≥ bc

Desigualdades con valor absoluto
- |x| ≤ M ⇐⇒ −M ≤ x ≤ M
- |x− a| < ε ⇐⇒ a− ε < x < a+ ε
- |x− y| ≥

∣∣|x| − |y|
∣∣

Caracterización del supremo
Sea A ⊂ R no vaćıo y acotado superiormente. s = supA si y solo si:
- a ≤ s para todo a ∈ A
- ∀ε > 0, ∃a ∈ A : s− ε < a

Caracterización del ı́nfimo
Sea A ⊂ R no vaćıo y acotado inferiormente. i = ı́nf A si y solo si:
- i ≤ a para todo a ∈ A
- ∀ε > 0, ∃a ∈ A : a < i+ ε

Consecuencia fundamental
- Entre dos números reales distintos existe infinitos racionales e irracionales

Propiedades estructurales clave en R
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Ejercicio 28. ⋆ ⋆

(Unicidad de los elementos neutros en R) Demostrar que los elementos neutros de la
suma y de la multiplicación de números reales son únicos.

Solución:

(1) Unicidad del neutro aditivo. Supongamos que 0 y 0′ son elementos neutros para la suma
en R, es decir,

∀x ∈ R : x+ 0 = x, x+ 0′ = x.

Tomando x = 0 en la segunda igualdad se obtiene

0 + 0′ = 0. (1)

Tomando x = 0′ en la primera igualdad se obtiene

0′ + 0 = 0′. (2)

Como la suma es conmutativa, 0 + 0′ = 0′ + 0. Comparando (1) y (2) concluimos que

0 = 0′.

Por tanto, el elemento neutro de la suma es único.

(2) Unicidad del neutro multiplicativo. Supongamos que 1 y 1′ son elementos neutros para el
producto en R, es decir,

∀x ∈ R : x · 1 = x, x · 1′ = x.

Tomando x = 1 en la segunda igualdad se obtiene

1 · 1′ = 1. (3)

Tomando x = 1′ en la primera igualdad se obtiene

1′ · 1 = 1′. (4)

Como el producto es conmutativo, 1 · 1′ = 1′ · 1. Comparando (3) y (4) concluimos que

1 = 1′.

Por tanto, el elemento neutro del producto es único.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ejercicio 29. ⋆ ⋆

(Unicidad de soluciones en R) Sea a, b ∈ R.

1. Demostrar que la ecuación a+ x = b tiene solución única x ∈ R.

2. Demostrar que, si a ̸= 0, la ecuación a · x = b tiene solución única x ∈ R.
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Solución:

(1) Ecuación a+ x = b. Existencia. Consideramos x = b− a. Entonces

a+ x = a+ (b− a) = (a− a) + b = 0 + b = b.

Luego existe solución.

Unicidad. Sean x1, x2 ∈ R tales que a+ x1 = b y a+ x2 = b. Restando a en ambos lados:

(a+ x1)− a = b− a, (a+ x2)− a = b− a.

Por asociatividad,
x1 + (a− a) = b− a, x2 + (a− a) = b− a,

y como a− a = 0,
x1 = b− a, x2 = b− a.

Por tanto x1 = x2 y la solución es única.

(2) Ecuación a · x = b con a ̸= 0. Existencia. Como a ̸= 0, existe a−1 ∈ R tal que a · a−1 = 1.
Tomamos

x = a−1 · b.

Entonces
a · x = a · (a−1 · b) = (a · a−1) · b = 1 · b = b.

Luego existe solución.

Unicidad. Sean x1, x2 ∈ R tales que a · x1 = b y a · x2 = b. Multiplicando por a−1 a la izquierda:

a−1 · (a · x1) = a−1 · b, a−1 · (a · x2) = a−1 · b.

Por asociatividad,
(a−1 · a) · x1 = a−1 · b, (a−1 · a) · x2 = a−1 · b,

y como a−1 · a = 1,
x1 = a−1 · b, x2 = a−1 · b.

Por tanto x1 = x2 y la solución es única.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ejercicio 30. ⋆

(Relación entre supremo e ı́nfimo) Sea A ⊆ R un conjunto no vaćıo y acotado inferior-
mente. Se define −A = {−a : a ∈ A}.
(1) Ejemplo. Sea A = (2, 5) ⊂ R. Entonces

−A = (−5,−2).

Como −2 es la menor cota superior de (−5,−2),

sup(−A) = −2.
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Por tanto,

ı́nf A = − sup(−A) = 2.

(2) Demostración general. Demostrar que

ı́nf A = − sup(−A).

Solución:

Paso 1: − sup(−A) es cota inferior de A. Sea a ∈ A. Entonces −a ∈ −A y, por definición de
supremo,

−a ≤ sup(−A).

Multiplicando por −1 se obtiene

a ≥ − sup(−A).

Luego − sup(−A) es cota inferior de A.

Paso 2: maximalidad de − sup(−A). Sea m una cota inferior cualquiera de A. Entonces

m ≤ a, ∀a ∈ A.

Multiplicando por −1,

−a ≤ −m, ∀a ∈ A,

es decir, −m es cota superior de −A. Por definición de supremo,

sup(−A) ≤ −m.

Multiplicando de nuevo por −1,

m ≤ − sup(−A).

Por tanto, ninguna cota inferior de A es mayor que − sup(−A).

De los pasos 1 y 2 se concluye que

ı́nf A = − sup(−A).

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ejercicio 31. ⋆ ⋆

(Teorema de Arqúımedes) Demostrar que para cualesquiera a, b ∈ R con a > 0 existe
un número natural n ∈ N tal que

n · a > b.

Solución:

Paso 1: Suposición contraria. Supongamos, por reducción al absurdo, que

n · a ≤ b, ∀n ∈ N.
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Entonces el conjunto
A = {n · a : n ∈ N}

está acotado superiormente por b.

Paso 2: Existencia del supremo. Por el axioma del supremo, existe

s = supA.

Paso 3: Contradicción. Como s = supA, ningún número estrictamente menor que s puede ser
cota superior de A. En particular, s − a < s no es cota superior de A. Por tanto, existe n ∈ N tal
que

n · a > s− a.

Sumando a en ambos lados se obtiene

(n+ 1) · a > s,

lo cual contradice que s sea cota superior de A.

La contradicción muestra que la suposición inicial es falsa. Por tanto, existe n ∈ N tal que

n · a > b.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ejercicio 32. ⋆

(Convergencia de 1
n a 0) Demostrar que para todo ε ∈ R con ε > 0 existe un número

natural n ∈ N tal que
1

n
< ε.

Solución:

Sea ε > 0. Aplicamos el teorema de Arqúımedes con a = ε y b = 1. Entonces existe n ∈ N tal que

n · ε > 1.

Como n > 0 y ε > 0, dividiendo ambos lados por n se obtiene

ε >
1

n
.

Por tanto, para todo ε > 0 existe n ∈ N tal que 1
n < ε.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ejercicio 33. ⋆
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(Densidad de Q en R) Demostrar que para cualesquiera a, b ∈ R con a < b existe un
número racional q ∈ Q tal que

a < q < b.

Solución: Sea a < b y ε = b− a > 0. Elegimos n ∈ N tal que

1

n
< ε = b− a. (1)

Consideremos el número x = na. Por el teorema de Arqúımedes existe m ∈ N tal que m > |x|. En
particular,

−m < x < m.

Sea
S = {z ∈ Z : z ≤ x}.

Entonces S ̸= ∅ (pues −m ∈ S) y S está acotado superiormente (por ejemplo, por m). Por tanto,
S tiene máximo; sea k = máxS ∈ Z. Se cumple k ≤ x. Además, k + 1 /∈ S, luego k + 1 ≰ x, y por
consiguiente x < k + 1. En definitiva,

k ≤ x < k + 1, esto es, k ≤ na < k + 1. (2)

De (2) se sigue que
na < k + 1 ≤ na+ 1.

Dividiendo por n > 0, se obtiene

a <
k + 1

n
≤ a+

1

n
. (3)

Definimos

q =
k + 1

n
∈ Q.

Por (1), a+ 1
n < a+ (b− a) = b, y junto con (3) se concluye q < b. Combinando con (3),

a < q < b.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ejercicio 34. ⋆

(Fracciones propias: no hay mı́nimo ni máximo) Consideremos el conjunto

A =
{m
n

∈ Q : m,n ∈ N, 0 < m < n
}
.

(a) Demostrar que A no tiene mı́nimo ni máximo.

(b) Calcular ı́nf A y supA.

(c) Explicar la diferencia entre mı́nimo e ı́nfimo, y entre máximo y supremo.

Solución:
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(a) A no tiene mı́nimo. Sea m
n ∈ A. Consideremos

m

n+ 1
.

Como 0 < m < n < n+ 1, se cumple m
n+1 ∈ A, y además

m

n+ 1
<

m

n
.

Por tanto, dado cualquier elemento de A, existe otro elemento de A estrictamente menor. Luego A
no tiene mı́nimo.

A no tiene máximo. Sea m
n ∈ A. Consideremos

m+ n

2n
.

Como 0 < m < n, entonces m+ n < 2n, y además m+ n > 0, luego m+n
2n ∈ A. Además,

m+ n

2n
− m

n
=

m+ n− 2m

2n
=

n−m

2n
> 0,

es decir,
m

n
<

m+ n

2n
.

Por tanto, dado cualquier elemento de A, existe otro elemento de A estrictamente mayor. Luego A
no tiene máximo.

(b) Ínfimo y supremo.

Ínfimo. Para todo p
q ∈ A se tiene p

q > 0, luego 0 es cota inferior de A. Además, para todo ε > 0,

tomando n ∈ N con 1
n < ε, se tiene 1

n ∈ A y

0 <
1

n
< ε.

Luego ninguna cota inferior puede ser mayor que 0. Por tanto,

ı́nf A = 0.

Supremo. Para todo p
q ∈ A se tiene p

q < 1, luego 1 es cota superior de A. Además, para todo ε > 0,

tomando n ∈ N con 1
n < ε, se tiene

n− 1

n
∈ A y

n− 1

n
= 1− 1

n
> 1− ε,

Luego ninguna cota superior puede ser menor que 1. Por tanto,

supA = 1.

(c) Máximo vs. supremo; mı́nimo vs. ı́nfimo.
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Máximo. A tiene máximo si existe M ∈ A tal que ∀a ∈ A, a ≤ M .
Supremo. A tiene supremo si existe s ∈ R tal que:

(i) ∀a ∈ A, a ≤ s, (ii) ∀M cota superior de A, s ≤ M.

El supremo puede no pertenecer a A (en este ejercicio, supA = 1 /∈ A).

Mı́nimo. A tiene mı́nimo si existe m ∈ A tal que ∀a ∈ A, m ≤ a.
Ínfimo. A tiene ı́nfimo si existe i ∈ R tal que:

(i) ∀a ∈ A, i ≤ a, (ii) ∀m cota inferior de A, m ≤ i.

El ı́nfimo puede no pertenecer a A (en este ejercicio, ı́nf A = 0 /∈ A).

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ejercicio 35. ⋆

Sea T = {q
√
2 : q ∈ Q} ⊂ R.

(a) Demostrar que T es denso en R, es decir, que para cualesquiera a < b existe t ∈ T
tal que

a < t < b.

(b) Demostrar que para todo a ∈ R se cumple

a = sup{t ∈ T : t < a}.

Solución:

(a) Densidad de T . Sean a < b. Como
√
2 > 0, al dividir se conserva el orden:

a√
2
<

b√
2
.

Por la densidad de Q en R, existe q ∈ Q tal que

a√
2
< q <

b√
2
.

Multiplicando por
√
2,

a < q
√
2 < b.

Como q
√
2 ∈ T , existe t ∈ T con a < t < b. Luego T es denso en R.

(b) a es el supremo de {t ∈ T : t < a}. Definimos

A = {t ∈ T : t < a}.

Paso 1: a es cota superior de A. Si t ∈ A, entonces por definición t < a, y en particular t ≤ a.
Luego a es cota superior de A.



1.2. NÚMEROS REALES 57

Paso 2: a es la menor cota superior. Sea M < a. Queremos ver que M no es cota superior de A, es
decir, que existe t ∈ A con t > M .

Como M < a, por la densidad demostrada en (a) aplicada al intervalo (M,a), existe t ∈ T tal que

M < t < a.

Entonces t ∈ A y además t > M , luego M no es cota superior de A.

Por tanto, ninguna cota superior de A puede ser menor que a, y como a śı es cota superior,
concluimos que

supA = a,

es decir,
a = sup{t ∈ T : t < a}.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ejercicio 36. ⋆

Calcular todos los números racionales q ∈ Q tales que√
q2 + 1 ∈ Q.

Solución:

Buscamos q ∈ Q tal que exista r ∈ Q con √
q2 + 1 = r.

Elevando al cuadrado,
q2 + 1 = r2,

o equivalentemente,
r2 − q2 = 1.

Factorizamos:
(r − q)(r + q) = 1. (1)

Paso 1: parametrización racional. Como r, q ∈ Q, los factores r− q y r+ q son racionales y su
producto es 1. Luego existe t ∈ Q \ {0} tal que

r − q = t, r + q =
1

t
.

Sumando y restando,

r =
1

2

(
t+

1

t

)
, q =

1

2

(
1

t
− t

)
.

Paso 2: verificación. Sea t ∈ Q \ {0} y definamos

q =
1

2

(
1

t
− t

)
.
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Como t es racional y distinto de cero, también lo es 1
t , y por tanto q ∈ Q.

Calculamos ahora q2 + 1:

q2 + 1 =
1

4

(
1

t
− t

)2

+ 1 =
1

4

(
1

t2
− 2 + t2

)
+ 1.

Sumando,

q2 + 1 =
1

4

(
t2 +

1

t2
+ 2

)
=

1

4

(
t+

1

t

)2

.

Por tanto, √
q2 + 1 =

1

2

(
t+

1

t

)
∈ Q.

Observación. Este resultado describe todas las soluciones racionales de la ecuación hiperbólica

r2 − q2 = 1,

análoga a la ecuación pitagórica a2 + b2 = c2, pero con signo negativo.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ejercicio 37. ⋆

Demostrar que si x ∈ R satisface

∀h > 0 : 0 ≤ x < h,

entonces x = 0.

Solución:

Procedemos por reducción al absurdo.

Supongamos que x ̸= 0. Como además x ≥ 0, se tiene necesariamente

x > 0.

Tomamos entonces
h =

x

2
,

que verifica h > 0. Por la hipótesis,

0 ≤ x < h =
x

2
.

Pero esta desigualdad implica

x <
x

2
,

lo cual es imposible para x > 0.

La contradicción muestra que nuestra suposición x ̸= 0 es falsa. Por tanto,

x = 0.
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Conclusión. El único número real que es no negativo y menor que cualquier número real positivo
es el cero.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ejercicio 38. ⋆

(Parte entera) Demostrar que para todo x ∈ R existe un único entero n ∈ Z tal que

n ≤ x < n+ 1.

Solución:

(Existencia). Consideramos el conjunto

A = {k ∈ Z : k ≤ x}.

Este conjunto no es vaćıo (por ejemplo, contiene a cualquier entero suficientemente negativo) y está
acotado superiormente por x. Por tanto, A admite máximo; sea

n = máxA.

Por definición de A, se cumple
n ≤ x. (1)

Además, como n+ 1 /∈ A (pues n es el máximo), necesariamente

n+ 1 > x,

es decir,
x < n+ 1. (2)

De (1) y (2) se deduce que
n ≤ x < n+ 1.

(Unicidad). Supongamos que existen dos enteros n,m ∈ Z tales que

n ≤ x < n+ 1 y m ≤ x < m+ 1.

Sin pérdida de generalidad, supongamos n < m. Entonces n+ 1 ≤ m, y por tanto

x < n+ 1 ≤ m ≤ x,

lo cual es imposible. Luego debe ser n = m.

Por tanto, existe un único entero n que satisface

n ≤ x < n+ 1.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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Ejercicio 39. ⋆

(Paridad de los enteros) Demostrar que todo entero es par o impar, y que no puede
ser par e impar a la vez.

Solución:

Recordamos las definiciones:

Un entero n ∈ Z es par si existe k ∈ Z tal que n = 2k.

Un entero n ∈ Z es impar si existe k ∈ Z tal que n = 2k + 1.

(1) Todo entero es par o impar.

Sea n ∈ Z. Por el ejercicio anterior, existe un único entero q ∈ Z tal que

q ≤ n

2
< q + 1.

Multiplicando por 2 se obtiene
2q ≤ n < 2q + 2.

Como n y 2q son enteros, solo hay dos posibilidades:

n = 2q o n = 2q + 1.

En el primer caso, n es par; en el segundo, n es impar. Por tanto, todo entero es par o impar.

(2) Ningún entero puede ser par e impar a la vez.

Supongamos, por reducción al absurdo, que existe un entero n que es a la vez par e impar. Entonces
existen k,m ∈ Z tales que

n = 2k y n = 2m+ 1.

Igualando ambas expresiones,
2k = 2m+ 1.

Reorganizando la ecuación

k −m =
1

2
,

lo cual es imposible, pues el lado izquierdo es un número entero y el derecho una fracción. Esta
contradicción muestra que ningún entero puede ser par e impar a la vez.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ejercicio 40. ⋆

(Suma y producto de racionales e irracionales) Demostrar que si x ∈ Q y y ∈ R \ Q,
entonces

x+ y es irracional y xy es irracional siempre que x ̸= 0.

Solución:

(1) La suma x+ y es irracional.
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Procedemos por reducción al absurdo. Supongamos que x+y es racional. Como x es racional, existe
r ∈ Q tal que

x+ y = r.

Entonces
y = r − x.

Pero la resta de dos números racionales es racional, luego y ∈ Q, lo cual contradice la hipótesis de
que y es irracional. Por tanto, x+ y es irracional.

(2) El producto xy es irracional si x ̸= 0.

Supongamos, de nuevo por reducción al absurdo, que xy es racional y que x ̸= 0. Entonces existe
s ∈ Q tal que

xy = s.

Como x es racional y distinto de cero, el cociente de dos racionales es racional, y por tanto

y =
s

x
∈ Q.

Esto contradice que y sea irracional. Luego xy es irracional.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ejercicio 41. ⋆

(Existencia de la ráız cuadrada) Demostrar que para todo x ∈ R con x ≥ 0 existe un
único número y ∈ R tal que

y ≥ 0 y y2 = x.

A este número se le llama
√
x.

Solución:

(1) Unicidad. Suponemos que y, z ≥ 0 y que

y2 = z2.

Restando ambos lados,
y2 − z2 = 0,

y factorizando,
(y − z)(y + z) = 0.

De un producto nulo se deduce que

y − z = 0 o y + z = 0.

Caso 1: y − z = 0. Entonces y = z.

Caso 2: y + z = 0. Como y ≥ 0 y z ≥ 0, se tiene necesariamente

y = 0 y z = 0.
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En particular, y = z.

En ambos casos concluimos que

y = z.

Conclusión. Si y, z ≥ 0 y y2 = z2, entonces y = z. Esto justifica la unicidad de la ráız cuadrada
en R≥0.

(2) Existencia. Si x = 0, basta tomar y = 0.

Supongamos ahora x > 0 y consideremos el conjunto

A = {t ∈ R : t ≥ 0, t2 ≤ x}.

Este conjunto es no vaćıo, pues 0 ∈ A. Además, A está acotado superiormente: por ejemplo, x+ 1
es cota superior, ya que si t ≥ x+ 1 entonces t2 ≥ (x+ 1)2 > x.

Por el axioma del supremo, existe

s = supA.

Demostraremos que s2 = x.

Paso 1: No puede ocurrir s2 < x. Supongamos s2 < x. Definimos

ε = mı́n

{
1,

x− s2

2s+ 1

}
> 0.

Entonces s+ ε > 0 y, desarrollando (teniendo en cuenta que ε2 ≤ ε),

(s+ ε)2 = s2 + 2sε+ ε2 ≤ s2 + 2sε+ ε = s2 + (2s+ 1)ε ≤ s2 + (2s+ 1)
x− s2

2s+ 1
= x.

Por tanto, s + ε ∈ A, lo cual contradice que s sea cota superior de A. Luego no es posible que
s2 < x.

Paso 2: No puede ocurrir s2 > x. Supongamos s2 > x. Observemos primero que s > 0: como
x > 0, el número t0 = mı́n{1, x} verifica t0 > 0 y t20 ≤ t0 ≤ x, luego t0 ∈ A, y por tanto
s = supA ≥ t0 > 0.

Definimos

δ = mı́n

{
s2 − x

2s+ 1
,
s

2

}
> 0.

Entonces u := s− δ ≥ s/2 > 0 y

u2 = (s− δ)2 = s2 − 2sδ + δ2 > s2 − 2sδ − δ = s2 − (2s+ 1)δ ≥ s2 − (2s+ 1)
s2 − x

2s+ 1
= x.

En particular, u2 > x. Afirmamos que u es cota superior de A. En efecto, si t > u entonces
t2 > u2 > x, aśı que t /∈ A; luego todo t ∈ A satisface t ≤ u. Por tanto, u es cota superior de A
y además u = s − δ < s, lo que contradice que s sea la menor cota superior. Concluimos que no
puede ocurrir s2 > x.
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De los pasos 1 y 2 se concluye que necesariamente

s2 = x.

Como además s ≥ 0, el número s es la ráız cuadrada buscada.

Conclusión. Existe un único y ≥ 0 tal que y2 = x; lo denotamos
√
x.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ejercicio 42. ⋆

Demostrar que
√
2 es irracional.

Solución:

Procedemos por reducción al absurdo. Supongamos que
√
2 es racional. Entonces existen enteros

p, q ∈ Z con q ̸= 0 y gcd(p, q) = 1 tales que

√
2 =

p

q
.

Elevando al cuadrado,

2 =
p2

q2
=⇒ p2 = 2q2. (1)

De (1) se deduce que p2 es par, y por tanto p es par. Luego existe k ∈ Z tal que p = 2k. Sustituyendo
en (1),

(2k)2 = 2q2 =⇒ 4k2 = 2q2 =⇒ q2 = 2k2.

Aśı, q2 es par y por tanto q es par.

Hemos obtenido que p y q son ambos pares, lo cual contradice que gcd(p, q) = 1 (pues entonces
tendŕıan un factor común 2).

Por tanto,
√
2 no puede ser racional, es decir,

√
2 /∈ Q.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ejercicio 43. ⋆

Demostrar que
√
2 +

√
3 es irracional.

Solución:

Procedemos por reducción al absurdo. Supongamos que existe r ∈ Q tal que

√
2 +

√
3 = r.

Entonces √
3 = r −

√
2.
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Elevando al cuadrado,
3 = (r −

√
2)2 = r2 − 2r

√
2 + 2,

y por tanto
1 = r2 − 2r

√
2.

Despejando,

2r
√
2 = r2 − 1 =⇒

√
2 =

r2 − 1

2r
.

Si r ∈ Q y r ̸= 0, entonces el lado derecho es racional, lo que implicaŕıa que
√
2 es racional,

contradicción. Además, r ̸= 0 porque
√
2 +

√
3 > 0, por lo que no hay problema al dividir por r en

la expresión anterior.

Por tanto, nuestra suposición inicial es falsa y se concluye que

√
2 +

√
3 /∈ Q.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ejercicio 44. ⋆

(Propiedades del supremo y del ı́nfimo respecto a la suma) Sean A,B ⊆ R conjuntos
no vaćıos y acotados.

1. Demostrar que

sup(A+B) = supA+ supB, donde A+B = {a+ b : a ∈ A, b ∈ B}.

2. Demostrar que
ı́nf(A+B) = ı́nf A+ ı́nf B.

Solución:

(1) Propiedad del supremo.

Paso 1: supA+ supB es cota superior de A+B.

Sea x ∈ A+B. Entonces existen a ∈ A y b ∈ B tales que x = a+ b. Como a ≤ supA y b ≤ supB,
se obtiene

x = a+ b ≤ supA+ supB.

Luego supA+ supB es cota superior de A+B.

Paso 2: minimalidad.

Sea M una cota superior cualquiera de A+B. Fijamos a ∈ A. Entonces, para todo b ∈ B,

a+ b ≤ M ⇒ b ≤ M − a.

Por tanto, M − a es cota superior de B, y se cumple

supB ≤ M − a.
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Es decir,
a+ supB ≤ M.

Como esto vale para todo a ∈ A, se deduce que M − supB es cota superior de A, y por tanto

supA ≤ M − supB.

Sumando supB en ambos lados,
supA+ supB ≤ M.

Luego supA+ supB es la menor de las cotas superiores de A+B, y por tanto

sup(A+B) = supA+ supB.

(2) Propiedad del ı́nfimo.

La demostración es completamente análoga.

Paso 1: ı́nf A+ ı́nf B es cota inferior de A+B.

Sea x = a+ b ∈ A+B. Como ı́nf A ≤ a y ı́nf B ≤ b, se obtiene

ı́nf A+ ı́nf B ≤ a+ b = x.

Paso 2: maximalidad.

Sea m una cota inferior cualquiera de A+B. Fijamos a ∈ A. Entonces, para todo b ∈ B,

m ≤ a+ b.

Luego m− a es cota inferior de B, y se tiene

m− a ≤ ı́nf B.

Es decir,
m ≤ a+ ı́nf B.

Como esto vale para todo a ∈ A, se deduce que m− ı́nf B es cota inferior de A, y por tanto

m− ı́nf B ≤ ı́nf A.

Sumando ı́nf B,
m ≤ ı́nf A+ ı́nf B.

Luego ı́nf A+ ı́nf B es la mayor de las cotas inferiores de A+B, y por tanto

ı́nf(A+B) = ı́nf A+ ı́nf B.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ejercicio 45. ⋆

(Propiedades del supremo y del ı́nfimo respecto al producto) Sean A,B ⊆ R conjuntos
no vaćıos, acotados y tales que

A ⊆ (0,+∞), B ⊆ (0,+∞).

*** Bien?
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1. Demostrar que

sup(A ·B) = supA · supB, donde A ·B = {a · b : a ∈ A, b ∈ B}.

2. Demostrar que
ı́nf(A ·B) = ı́nf A · ı́nf B.

Solución:

(1) Propiedad del supremo.

Paso 1: supA · supB es cota superior de A ·B.

Sea x ∈ A · B. Entonces existen a ∈ A y b ∈ B tales que x = a · b. Como 0 ≤ a ≤ supA y
0 ≤ b ≤ supB, se obtiene

x = a · b ≤ supA · supB.

Luego supA · supB es cota superior de A ·B.

Paso 2: minimalidad.

Sea M una cota superior cualquiera de A ·B. Fijamos a ∈ A con a > 0. Entonces, para todo b ∈ B,

a · b ≤ M.

Dividiendo por a > 0, se obtiene

b ≤ M

a
.

Luego M
a es cota superior de B, y por tanto

supB ≤ M

a
, es decir a · supB ≤ M.

Como esto vale para todo a ∈ A, se deduce que M/ supB es cota superior de A, y por tanto

supA ≤ M

supB
.

Multiplicando por supB,
supA · supB ≤ M.

Luego supA · supB es la menor de las cotas superiores de A ·B, y se concluye que

sup(A ·B) = supA · supB.

(2) Propiedad del ı́nfimo.

Paso 1: ı́nf A · ı́nf B es cota inferior de A ·B.

Sea x = a · b ∈ A ·B. Como ı́nf A ≤ a y ı́nf B ≤ b, con a, b ≥ 0, se obtiene

ı́nf A · ı́nf B ≤ a · b = x.

Paso 2: maximalidad.



1.2. NÚMEROS REALES 67

Sea m una cota inferior cualquiera de A ·B. Fijamos a ∈ A con a > 0. Entonces, para todo b ∈ B,

m ≤ a · b.

Dividiendo por a > 0,
m

a
≤ b.

Luego m
a es cota inferior de B, y por tanto

m

a
≤ ı́nf B, es decir m ≤ a · ı́nf B.

Como esto vale para todo a ∈ A, se deduce que m/ ı́nf B es cota inferior de A, y por tanto

m ≤ ı́nf A · ı́nf B.

Luego ı́nf A · ı́nf B es la mayor de las cotas inferiores de A ·B, y se concluye que

ı́nf(A ·B) = ı́nf A · ı́nf B.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ejercicio 46. ⋆

(Supremo e ı́nfimo de productos) Sean A,B ⊂ [0,∞) conjuntos no vaćıos y acotados
superiormente. Definimos

A ·B = {ab : a ∈ A, b ∈ B}.

1. Demostrar que sup(A ·B) = supA · supB.

2. Demostrar que ı́nf(A ·B) = ı́nf A · ı́nf B.

Solución:

Sea α = supA, β = supB, m = ı́nf A y n = ı́nf B. Como A,B ⊂ [0,∞), se tiene α, β,m, n ≥ 0.

(1) Supremo.

Paso 1: αβ es cota superior de A ·B.

Sea x ∈ A · B. Entonces x = ab con a ∈ A, b ∈ B. Como 0 ≤ a ≤ α y 0 ≤ b ≤ β, al multiplicar
desigualdades (válido por no negatividad) se obtiene

0 ≤ ab ≤ αβ.

Luego αβ es cota superior de A ·B, y por tanto

sup(A ·B) ≤ αβ.

Paso 2: αβ es la menor de las cotas superiores.
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Sea ε > 0. Por la caracterización del supremo, existe aε ∈ A tal que

α− ε < aε ≤ α,

y existe bε ∈ B tal que
β − ε < bε ≤ β.

Entonces aεbε ∈ A ·B y

aεbε > (α− ε)(β − ε) = αβ − ε(α+ β) + ε2.

Luego
sup(A ·B) ≥ aεbε > αβ − ε(α+ β).

Como esto vale para todo ε > 0, tomando ε → 0 se deduce

sup(A ·B) ≥ αβ.

Junto con el Paso 1, concluimos

supA · supB ≤ sup(A ·B) ≤ supA · supB ⇐⇒ sup(A ·B) = supA · supB

(2) Ínfimo.

Paso 1: mn es cota inferior de A ·B.

Sea x = ab ∈ A ·B. Como m ≤ a y n ≤ b y todos son no negativos, al multiplicar se obtiene

mn ≤ ab = x.

Luego mn es cota inferior de A ·B, y por tanto

ı́nf(A ·B) ≥ mn.

Paso 2: mn es la mayor de las cotas inferiores.

Sea ε > 0. Por la caracterización del ı́nfimo, existe aε ∈ A tal que

m ≤ aε < m+ ε,

y existe bε ∈ B tal que
n ≤ bε < n+ ε.

Entonces aεbε ∈ A ·B y

aεbε < (m+ ε)(n+ ε) = mn+ ε(m+ n) + ε2.

Luego
ı́nf(A ·B) ≤ aεbε < mn+ ε(m+ n) + ε2.

Como esto vale para todo ε > 0, tomando ε → 0 se deduce

ı́nf(A ·B) ≤ mn.
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Igual que hicimos con el supremo, junto con el Paso 1, concluimos

ı́nf(A ·B) = ı́nf A · ı́nf B.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ejercicio 47. ⋆

(́Infimo y supremo de un conjunto definido por una sucesión) Sea

A =

{
1

2
± n

2n+ 1
: n ∈ N, n ≥ 1

}
.

Calcular ı́nf A y supA.

Solución:

Escribimos A = A+ ∪A−, donde

A+ =

{
1

2
+

n

2n+ 1
: n ≥ 1

}
, A− =

{
1

2
− n

2n+ 1
: n ≥ 1

}
.

Paso 1: cotas básicas. Como 0 <
n

2n+ 1
<

1

2
para todo n ≥ 1, se tiene

0 <
1

2
− n

2n+ 1
<

1

2
y

1

2
<

1

2
+

n

2n+ 1
< 1.

Luego 0 es cota inferior de A y 1 es cota superior de A.

Paso 2: cálculo del ı́nfimo. Se cumple

1

2
− n

2n+ 1
=

(2n+ 1)− 2n

2(2n+ 1)
=

1

2(2n+ 1)
.

Por tanto,

A− =

{
1

2(2n+ 1)
: n ≥ 1

}
,

y entonces A− contiene números positivos arbitrariamente pequeños. En efecto, dado ε > 0, por el

ejercicio ∃n ∈ N tal que
1

n
< ε, y tomando 2(2n+ 1) ≥ n se obtiene

1

2(2n+ 1)
≤ 1

n
< ε.

Luego 0 es la mayor cota inferior de A, es decir,

ı́nf A = 0.
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Paso 3: cálculo del supremo. Observamos que

1

2
+

n

2n+ 1
= 1− 1

2(2n+ 1)
.

Por tanto, los elementos de A+ son menores que 1 pero pueden acercarse a 1 tanto como se quiera.

Dado ε > 0, eligiendo n tal que
1

2(2n+ 1)
< ε, se tiene

1− ε < 1− 1

2(2n+ 1)
=

1

2
+

n

2n+ 1
< 1.

Luego ninguna cota superior de A puede ser menor que 1, y como 1 śı es cota superior, concluimos
que

supA = 1.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ejercicio 48. ⋆

Sea x ∈ R con x ≥ 0 fijo. Definimos n1 como el primer entero (mı́nimo) tal que

(1 + x)n1 > 1 + n1x+ n1x
2.

Demostrar que para todo entero n > n1 también se cumple

(1 + x)n > 1 + nx+ nx2.

Solución:

Definimos, para n ∈ N,
An = (1 + x)n −

(
1 + nx+ nx2

)
.

La hipótesis dice que An1
> 0 y que n1 es el menor entero con esa propiedad. Queremos probar que

∀n > n1 : An > 0.

Paso 1: relación de recurrencia para An.

Calculamos An+1:
An+1 = (1 + x)n+1 −

(
1 + (n+ 1)x+ (n+ 1)x2

)
.

Como (1 + x)n+1 = (1 + x)n(1 + x), reescribimos:

An+1 = (1 + x) (1 + x)n −
(
1 + (n+ 1)x+ (n+ 1)x2

)
.

Sumamos y restamos (1 + x)
(
1 + nx+ nx2

)
:

An+1 = (1+ x)
[
(1+ x)n −

(
1+nx+nx2

)]
+
[
(1+ x)

(
1+nx+nx2

)
−
(
1+ (n+1)x+ (n+1)x2

)]
.
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Es decir,
An+1 = (1 + x)An +Rn, (1)

donde
Rn = (1 + x)

(
1 + nx+ nx2

)
−
(
1 + (n+ 1)x+ (n+ 1)x2

)
.

Paso 2: signo de Rn para x ≥ 0.

Desarrollamos:

(1 + x)
(
1 + nx+ nx2

)
= 1 + nx+ nx2 + x+ nx2 + nx3 = 1 + (n+ 1)x+ 2nx2 + nx3.

Restando 1 + (n+ 1)x+ (n+ 1)x2:

Rn =
(
2n− (n+ 1)

)
x2 + nx3 = (n− 1)x2 + nx3.

Como x ≥ 0 y n ≥ 1, se tiene
Rn ≥ 0,

y además Rn > 0 si x > 0 y n ≥ 2.

Paso 3: monotonicidad a partir de An > 0.

De (1), usando que 1 + x ≥ 1 y Rn ≥ 0,

An+1 = (1 + x)An +Rn ≥ (1 + x)An.

En particular, si An > 0 entonces

An+1 > (1 + x) · 0 = 0,

es decir, An+1 > 0.

Paso 4: conclusión.

Como por hipótesis An1 > 0, aplicando el paso anterior sucesivamente obtenemos

An1+1 > 0, An1+2 > 0, . . .

Luego para todo n > n1 se cumple An > 0, es decir,

(1 + x)n > 1 + nx+ nx2.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ejercicio 49. ⋆

(Desigualdad triangular) Demostrar que para cualesquiera x, y ∈ R se cumple

|x+ y| ≤ |x|+ |y|.

Solución:
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Usaremos que para todo t ∈ R se cumple |t| ≥ 0 y |t|2 = t2.

Como |x| ≥ 0 y |y| ≥ 0, se tiene |x|+ |y| ≥ 0, y por tanto

(|x|+ |y|)2 ≥ 0.

Además,
(|x|+ |y|)2 = |x|2 + 2|x||y|+ |y|2. (1)

Por otra parte,
|x+ y|2 = (x+ y)2 = x2 + 2xy + y2. (2)

Como |x||y| = |xy| y siempre se cumple
xy ≤ |xy|,

multiplicando por 2,
2xy ≤ 2|x||y|. (3)

Sumando x2 + y2 en ambos lados de (3) y usando (1)–(2), obtenemos

|x+ y|2 = x2 + 2xy + y2 ≤ x2 + 2|x||y|+ y2 = (|x|+ |y|)2.

Como ambos lados son no negativos, al tomar ráıces cuadradas se conserva la desigualdad:

|x+ y| ≤ |x|+ |y|.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ejercicio 50. ⋆

(Desigualdades fundamentales del valor absoluto) Demostrar que para cualesquiera
x, y ∈ R se cumple ∣∣|x| − |y|

∣∣ ≤ |x− y| ≤ |x|+ |y|.

Solución:

(1) Desigualdad triangular inversa.

Por la desigualdad triangular, aplicada a x = (x− y) + y, se tiene

|x| = |(x− y) + y| ≤ |x− y|+ |y|.

Restando |y| en ambos lados,
|x| − |y| ≤ |x− y|. (1)

Intercambiando x e y se obtiene
|y| − |x| ≤ |x− y|. (2)

De (1) y (2) se deduce ∣∣|x| − |y|
∣∣ ≤ |x− y|.

(2) Desigualdad triangular.
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Aplicando directamente la desigualdad triangular a x− y = x+ (−y) se obtiene

|x− y| ≤ |x|+ | − y| = |x|+ |y|.

Juntando ambos resultados se concluye que∣∣|x| − |y|
∣∣ ≤ |x− y| ≤ |x|+ |y|.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ejercicio 51. ⋆

(Cota inferior para una suma) Demostrar que para cualesquiera x1, . . . , xn ∈ R se cumple

|x1 + x2 + · · ·+ xn| ≥ |x1| − (|x2|+ |x3|+ · · ·+ |xn|) .

Solución:

Aplicamos la desigualdad triangular a la descomposición

x1 =
(
x1 + x2 + · · ·+ xn

)
−
(
x2 + · · ·+ xn

)
.

Entonces
|x1| ≤ |x1 + x2 + · · ·+ xn|+ |x2 + · · ·+ xn| . (1)

Por la desigualdad triangular,

|x2 + · · ·+ xn| ≤ |x2|+ · · ·+ |xn|. (2)

Sustituyendo (2) en (1) obtenemos

|x1| ≤ |x1 + x2 + · · ·+ xn|+ (|x2|+ · · ·+ |xn|) .

Restando |x2|+ · · ·+ |xn| en ambos lados,

|x1 + x2 + · · ·+ xn| ≥ |x1| − (|x2|+ · · ·+ |xn|) .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ejercicio 52. ⋆

Resolver en R la ecuación
|x+ 1|+ |x|+ |x− 1| = 2.

Solución:

Los puntos de cambio de signo son x = −1, 0, 1. Estudiamos por intervalos.
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(1) Si x ≥ 1. Entonces |x+ 1| = x+ 1, |x| = x, |x− 1| = x− 1, y

|x+ 1|+ |x|+ |x− 1| = (x+ 1) + x+ (x− 1) = 3x.

La ecuación 3x = 2 da x = 2
3 , que no pertenece al intervalo. No hay soluciones.

(2) Si 0 ≤ x ≤ 1. Entonces |x+ 1| = x+ 1, |x| = x, |x− 1| = 1− x, y

|x+ 1|+ |x|+ |x− 1| = (x+ 1) + x+ (1− x) = x+ 2.

La ecuación x+ 2 = 2 da x = 0, que pertenece al intervalo.

(3) Si −1 ≤ x ≤ 0. Entonces |x+ 1| = x+ 1, |x| = −x, |x− 1| = 1− x, y

|x+ 1|+ |x|+ |x− 1| = (x+ 1) + (−x) + (1− x) = 2− x.

La ecuación 2− x = 2 da x = 0, que pertenece al intervalo.

(4) Si x ≤ −1. Entonces |x+ 1| = −(x+ 1), |x| = −x, |x− 1| = −(x− 1), y

|x+ 1|+ |x|+ |x− 1| = (−(x+ 1)) + (−x) + (−(x− 1)) = −3x.

La ecuación −3x = 2 da x = − 2
3 , que no pertenece al intervalo. No hay soluciones.

Por tanto, la única solución es
x = 0.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ejercicio 53. ⋆

(Suma de los n primeros números naturales) Demostrar por inducción que, para todo
n ∈ N,

1 + 2 + · · ·+ n =
n(n+ 1)

2
.

Solución:

Paso 1: Caso base. Para n = 1 se tiene

1 =
1 · 2
2

= 1.

Luego la fórmula es cierta para n = 1.

Paso 2: Hipótesis de inducción. Suponemos que para algún n ≥ 1 se cumple

1 + 2 + · · ·+ n =
n(n+ 1)

2
. (H)

Paso 3: Paso inductivo. Sumamos n+ 1 en ambos lados de (H):

1 + 2 + · · ·+ n+ (n+ 1) =
n(n+ 1)

2
+ (n+ 1).
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Factorizando (n+ 1),

n(n+ 1)

2
+ (n+ 1) = (n+ 1)

(n
2
+ 1
)
= (n+ 1)

(
n+ 2

2

)
=

(n+ 1)(n+ 2)

2
.

Por tanto,

1 + 2 + · · ·+ (n+ 1) =
(n+ 1)(n+ 2)

2
,

que coincide con la fórmula sustituyendo n por n+ 1.

Por el principio de inducción matemática, la igualdad es válida para todo n ∈ N.
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Ejercicio 54. ⋆

(Suma de cuadrados) Demostrar por inducción que, para todo n ∈ N,

12 + 22 + · · ·+ n2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
.

Solución:

Paso 1: Caso base. Para n = 1,

12 = 1 =
1 · 2 · 3

6
.

Luego la fórmula es cierta para n = 1.

Paso 2: Hipótesis de inducción. Suponemos que para algún n ≥ 1 se cumple

12 + 22 + · · ·+ n2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
. (H)

Paso 3: Paso inductivo. Entonces

12 + 22 + · · ·+ n2 + (n+ 1)2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
+ (n+ 1)2

= (n+ 1)

(
n(2n+ 1)

6
+ (n+ 1)

)
= (n+ 1)

(
2n2 + n+ 6n+ 6

6

)
= (n+ 1)

(
2n2 + 7n+ 6

6

)
= (n+ 1)

(
(2n+ 3)(n+ 2)

6

)
=

(n+ 1)(n+ 2)(2n+ 3)

6
.

Como 2n+ 3 = 2(n+ 1) + 1, obtenemos

12 + 22 + · · ·+ (n+ 1)2 =
(n+ 1)

(
(n+ 1) + 1

)(
2(n+ 1) + 1

)
6

.

Esto demuestra la fórmula para n+ 1.
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Por el principio de inducción, la igualdad es cierta para todo n ∈ N.
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Ejercicio 55. ⋆

(Suma de cubos) Demostrar por inducción que, para todo n ∈ N,

13 + 23 + · · ·+ n3 =

(
n(n+ 1)

2

)2

.

Solución:

Paso 1: Caso base. Para n = 1,
13 = 1 = (1)

2
.

Luego la igualdad es cierta para n = 1.

Paso 2: Hipótesis de inducción. Suponemos que para algún n ≥ 1 se cumple

13 + 23 + · · ·+ n3 =

(
n(n+ 1)

2

)2

. (H)

Paso 3: Paso inductivo. Sumando (n+ 1)3 en ambos lados de (H),

13 + 23 + · · ·+ n3 + (n+ 1)3 =

(
n(n+ 1)

2

)2

+ (n+ 1)3.

Factorizamos (n+ 1)2:(
n(n+ 1)

2

)2

+ (n+ 1)3 = (n+ 1)2
(
n2

4
+ (n+ 1)

)
= (n+ 1)2

(
n2 + 4n+ 4

4

)
.

Como n2 + 4n+ 4 = (n+ 2)2, obtenemos

13 + 23 + · · ·+ (n+ 1)3 = (n+ 1)2
(
(n+ 2)2

4

)
=

(
(n+ 1)(n+ 2)

2

)2

.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ejercicio 56. ⋆

Hallar la ley general del producto

Pn =

n∏
k=2

(
1− 1

k2

)
, n ≥ 2,
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y demostrarla por inducción.

Solución.

Paso 1: factorizar cada término. Para k ≥ 2,

1− 1

k2
=

k2 − 1

k2
=

(k − 1)(k + 1)

k2
=

k − 1

k
· k + 1

k
. (1)

Paso 2: escribir el producto separando factores. Sustituyendo (1) en Pn,

Pn =

n∏
k=2

k − 1

k
·

n∏
k=2

k + 1

k
. (2)

Paso 3: ver qué se cancela en cada producto.

Primer producto:
n∏

k=2

k − 1

k
=

1

2
· 2
3
· 3
4
· · · n− 1

n
=

1

n
. (3)

Segundo producto:
n∏

k=2

k + 1

k
=

3

2
· 4
3
· 5
4
· · · n+ 1

n
=

n+ 1

2
. (4)

Paso 4: combinar (3) y (4). Sustituyendo (3) y (4) en (2),

Pn =
1

n
· n+ 1

2
=

n+ 1

2n
(n ≥ 2). (5)

Paso 5: demostración por inducción.

Caso base (n = 2).

P2 = 1− 1

22
=

3

4
=

2 + 1

2 · 2
.

Hipótesis de inducción. Suponemos que para algún n ≥ 2,

Pn =
n+ 1

2n
.

Paso inductivo. Entonces

Pn+1 = Pn

(
1− 1

(n+ 1)2

)
=

n+ 1

2n
· (n+ 1)2 − 1

(n+ 1)2
=

n+ 1

2n
· n(n+ 2)

(n+ 1)2
=

n+ 2

2(n+ 1)
.

Esto coincide con la fórmula para n+ 1:

Pn+1 =
(n+ 1) + 1

2(n+ 1)
.

Por inducción, la fórmula Pn =
n+ 1

2n
es válida para todo n ≥ 2.
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Ejercicio 57. ⋆

(Fórmula del binomio de Newton) Demostrar por inducción que para todo n ∈ N y
cualesquiera x, y ∈ R se cumple

(x+ y)n =

n∑
k=0

(
n

k

)
xn−ky k,

(
n

k

)
=

n!

k!(n− k)!
.

Solución:

Paso 1: Caso base. Para n = 0,

(x+ y)0 = 1 =

(
0

0

)
x0y0.

Luego la fórmula es cierta para n = 0.

Paso 2: Hipótesis de inducción. Suponemos que para algún n ≥ 0 se cumple

(x+ y)n =

n∑
k=0

(
n

k

)
xn−ky k. (H)

Paso 3: Paso inductivo. Multiplicamos (H) por (x+ y):

(x+ y)n+1 = (x+ y)

n∑
k=0

(
n

k

)
xn−ky k.

Distribuyendo,

(x+ y)n+1 =

n∑
k=0

(
n

k

)
xn+1−ky k +

n∑
k=0

(
n

k

)
xn−ky k+1.

En la segunda suma hacemos el cambio de ı́ndice j = k + 1:

n∑
k=0

(
n

k

)
xn−ky k+1 =

n+1∑
j=1

(
n

j − 1

)
xn+1−jy j .

Renombrando j por k,

(x+ y)n+1 =

n∑
k=0

(
n

k

)
xn+1−ky k +

n+1∑
k=1

(
n

k − 1

)
xn+1−ky k.

Agrupamos términos con la misma potencia xn+1−kyk:

(x+ y)n+1 =

(
n

0

)
xn+1 +

n∑
k=1

((
n

k

)
+

(
n

k − 1

))
xn+1−ky k +

(
n

n

)
yn+1.
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Usamos la identidad de Pascal:(
n

k

)
+

(
n

k − 1

)
=

(
n+ 1

k

)
, 1 ≤ k ≤ n,

y además
(
n
0

)
=
(
n+1
0

)
= 1,

(
n
n

)
=
(
n+1
n+1

)
= 1. Por tanto,

(x+ y)n+1 =

n+1∑
k=0

(
n+ 1

k

)
xn+1−ky k.

Esto demuestra la fórmula para n+ 1.

Por el principio de inducción, la igualdad es válida para todo n ∈ N.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ejercicio 58. ⋆

(Desigualdad de Bernoulli generalizada) Sea n ∈ N y sean x1, . . . , xn ∈ R tales que xi ≥ 0
para todo i. Demostrar que

(1 + x1)(1 + x2) · · · (1 + xn) ≥ 1 + x1 + x2 + · · ·+ xn.

Solución:

Procedemos por inducción sobre n.

Paso 1: Caso base. Para n = 1,
(1 + x1) = 1 + x1.

Luego la desigualdad es cierta.

Paso 2: Hipótesis de inducción. Suponemos que para algún n ≥ 1 se cumple

(1 + x1) · · · (1 + xn) ≥ 1 + x1 + · · ·+ xn. (H)

Paso 3: Paso inductivo. Multiplicamos (H) por (1+ xn+1). Como xn+1 ≥ 0, se tiene 1+ xn+1 ≥
1 > 0 y la desigualdad se conserva:

(1 + x1) · · · (1 + xn)(1 + xn+1) ≥ (1 + x1 + · · ·+ xn)(1 + xn+1).

Desarrollando el lado derecho,

(1 + x1 + · · ·+ xn)(1 + xn+1) = 1 + (x1 + · · ·+ xn) + xn+1 + (x1 + · · ·+ xn)xn+1.

Como xn+1 ≥ 0 y x1 + · · ·+ xn ≥ 0, se tiene

(x1 + · · ·+ xn)xn+1 ≥ 0,

y por tanto
(1 + x1 + · · ·+ xn)(1 + xn+1) ≥ 1 + x1 + · · ·+ xn + xn+1.
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Concluimos que
(1 + x1) · · · (1 + xn+1) ≥ 1 + x1 + · · ·+ xn + xn+1.

Esto demuestra la desigualdad para n+ 1.

Por el principio de inducción, la desigualdad es válida para todo n ∈ N.
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Ejercicio 59. ⋆

Sea x1, . . . , xn > 0 y supongamos que

x1x2 · · ·xn = 1.

Demostrar por inducción que

x1 + x2 + · · ·+ xn ≥ n,

y que hay igualdad si y solo si x1 = · · · = xn = 1.

Solución:

Caso base (n = 1). Si x1 = 1, entonces x1 ≥ 1 y hay igualdad.

Caso n = 2. Si x1x2 = 1, entonces x2 = 1
x1
. Además:

x1 ≥ 1 ⇒ x2 ≤ 1, x1 ≤ 1 ⇒ x2 ≥ 1.

En cualquier caso,
(x1−1)2

x1
≥ 0

x2
1+1−2x1

x1
≥ 0

x1 +
1
x1

− 2 ≥ 0

x1 +
1
x1

≥ 2

La igualdad se da si y solo si x1 = 1, y entonces también x2 = 1.

Hipótesis de inducción. Suponemos que el resultado es cierto para n (n ≥ 2): para cualesquiera
n números positivos de producto 1,

x1 + · · ·+ xn ≥ n,

con igualdad si y solo si x1 = · · · = xn = 1.

Paso de inducción.

Sea ahora x1, . . . , xn+1 > 0 con
x1x2 · · ·xn+1 = 1.

Si todos xi = 1, entonces
∑

xi = n+ 1 y ya habŕıamos demostrado la desigualdad.

Si no todos son iguales, existe al menos un ı́ndice i tal que xi ̸= 1. Entonces necesariamente existen
ı́ndices p y q tales que

xp > 1 y xq < 1.
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donde o bien p o bien q toman el valor i. Esto se debe a que no todos los xi pueden ser simultánea-
mente ≥ 1 o ≤ 1, puesto que en el primer caso el producto seŕıa mayor que 1 y en el segundo menor
que 1, pero nunca seŕıa exactamente igual a 1.

Ahora sustituimos el par xp, xq por su producto u = xpxq, obteniendo aśı n números positivos con
producto 1. Observamos que xp > 1 implica xp − 1 > 0 y xq < 1 implica 1− xq > 0, luego

(xp − 1)(1− xq) > 0.

Desarrollando,
xp − xpxq − 1 + xq > 0

xp + xq > xpxq + 1 = u+ 1

Puesto que u > 0.

Ahora definimos un nuevo conjunto de n números positivos tomando:

y1 = u, y2, . . . , yn = los n− 1 restantes de {x1, . . . , xn+1} \ {xp, xq}.

Entonces el producto de los yi es

y1y2 · · · yn = (xpxq) ·
∏
i̸=p,q

xi =

n+1∏
i=1

xi = 1.

Por hipótesis de inducción para n números,

y1 + · · ·+ yn ≥ n,

es decir,

u+
∑
i̸=p,q

xi ≥ n.

Por otra parte, como
xp + xq > u+ 1,

se sigue que

(xp + xq) +
∑
i̸=p,q

xi > (u+ 1) +
∑
i̸=p,q

xi =

u+
∑
i̸=p,q

xi

+ 1 ≥ n+ 1.

Por tanto,
x1 + · · ·+ xn+1 ≥ n+ 1.

Además, si no todos los xi son iguales a 1, la desigualdad es estricta:

x1 + · · ·+ xn+1 > n+ 1.

En consecuencia, la igualdad
x1 + · · ·+ xn+1 = n+ 1

se da si y solo si
x1 = · · · = xn+1 = 1.
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Ejercicio 60. ⋆

(Relación entre medias) Sean x1, . . . , xn > 0 y definimos las medias aritmética, geométri-
ca y armónica como

A =
x1 + · · ·+ xn

n
, G = (x1 · · ·xn)

1/n, H =
n

1
x1

+ · · ·+ 1
xn

.

Suponiendo demostrado el ejercicio anterior:

si y1, . . . , yn > 0 y y1 · · · yn = 1, entonces y1 + · · ·+ yn ≥ n,

deducir que

H ≤ G ≤ A.

Solución:

(1) Demostración de G ≤ A. Sea

G = (x1 · · ·xn)
1/n > 0, yi =

xi

G
(i = 1, . . . , n).

Entonces yi > 0 y

y1 · · · yn =
x1 · · ·xn

Gn
=

x1 · · ·xn

x1 · · ·xn
= 1.

Por el ejercicio anterior,

y1 + · · ·+ yn ≥ n.

Sustituyendo yi =
xi

G ,

x1

G
+ · · ·+ xn

G
≥ n ⇐⇒ x1 + · · ·+ xn

n
≥ G.

Es decir,

G ≤ A.

Caso de igualdad en G ≤ A. Hay igualdad si y solo si y1 = · · · = yn = 1, es decir, si y solo si
x1 = · · · = xn.

(2) Demostración de H ≤ G. Aplicamos el resultado anterior a los números positivos 1
x1
, . . . , 1

xn
.

Su media aritmética es

A′ =
1

n

(
1

x1
+ · · ·+ 1

xn

)
=

1

H
,

y su media geométrica es

G′ =

(
1

x1
· · · 1

xn

)1/n

=
1

G
.
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Por lo ya demostrado (aplicado a 1
xi
),

G′ ≤ A′ ⇐⇒ 1

G
≤ 1

H
.

Como G,H > 0, al invertir se obtiene
H ≤ G.

Caso de igualdad en H ≤ G. Hay igualdad si y solo si 1
x1

= · · · = 1
xn

, es decir, si y solo si
x1 = · · · = xn.

Conclusión. Combinando (1) y (2),
H ≤ G ≤ A,

y hay igualdad en ambas desigualdades si y solo si x1 = · · · = xn.
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Ejercicio 61. ⋆

(Desigualdad de Cauchy–Buniakovski–Schwarz) Sean x1, . . . , xn, y1, . . . , yn ∈ R. Demos-
trar que (

n∑
i=1

xiyi

)2

≤

(
n∑

i=1

x2
i

)(
n∑

i=1

y2i

)
.

Solución:

Si x1 = · · · = xn = 0 o y1 = · · · = yn = 0, entonces ambos lados valen 0 y la desigualdad es cierta.
Suponemos en adelante que

n∑
i=1

y2i > 0.

Consideramos, para t ∈ R, la suma de cuadrados

Φ(t) =

n∑
i=1

(xi − tyi)
2.

Como es suma de cuadrados, se cumple

Φ(t) ≥ 0, ∀t ∈ R. (1)

Desarrollamos Φ(t):

Φ(t) =

n∑
i=1

(
x2
i − 2txiyi + t2y2i

)
=

(
n∑

i=1

x2
i

)
− 2t

(
n∑

i=1

xiyi

)
+ t2

(
n∑

i=1

y2i

)
.

Por tanto, Φ(t) es un polinomio cuadrático en t:

Φ(t) = at2 − 2bt+ c,
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donde

a =

n∑
i=1

y2i > 0, b =

n∑
i=1

xiyi, c =

n∑
i=1

x2
i .

La condición (1) dice que este polinomio es no negativo para todo t ∈ R. Luego su discriminante es
menor o igual que 0:

(−2b)2 − 4ac ≤ 0.

Es decir,

4b2 ≤ 4ac ⇐⇒ b2 ≤ ac,

lo que equivale a (
n∑

i=1

xiyi

)2

≤

(
n∑

i=1

x2
i

)(
n∑

i=1

y2i

)
.

Caso de igualdad. Hay igualdad si y solo si existe t ∈ R tal que Φ(t) = 0, es decir,

xi − tyi = 0 ∀i,

lo cual equivale a que (x1, . . . , xn) y (y1, . . . , yn) sean proporcionales.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ejercicio 62. ⋆

(Desigualdades clásicas) Sea n ∈ N. Demostrar:

(a) n! ≤ nn.

(b) Si n > 1, entonces n! <

(
n+ 1

2

)n

.

(c) Si n > 1, entonces

(n!)2 ≤
(
(n+ 1)(2n+ 1)

6

)n

.

(d) (Producto de Wallis) Para n ≥ 1,

1

2
· 3
4
· 5
6
· · · 2n− 1

2n
<

1√
2n+ 1

.

(e) Para n ≥ 2,

1 +
1√
2
+

1√
3
+ · · ·+ 1√

n
>

√
n.

(f) Si n > 3, entonces nn+1 > (n+ 1)n.
(g) Si n > 1, entonces

(2n)! < 22n(n!)2.

Solución:
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(a) Como k ≤ n para k = 1, . . . , n, al multiplicar:

n! = 1 · 2 · · ·n ≤ n · n · · ·n︸ ︷︷ ︸
n veces

= nn.

(b) Aplicamos que la media aritmética es mayor o igual que la geométrica a 1, 2, . . . , n:

(n!)1/n ≤ 1 + 2 + · · ·+ n

n
=

n+ 1

2
.

Elevando a n y observando que la desigualdad es estricta si n > 1 (no todos los sumandos son
iguales),

n! <

(
n+ 1

2

)n

.

(c) Aplicamos que la media aritmética es mayor o igual que la geométrica a 12, 22, . . . , n2:(
n∏

k=1

k2

)1/n

≤ 1

n

n∑
k=1

k2.

Es decir,

(n!)2/n ≤ 1

n
· n(n+ 1)(2n+ 1)

6
=

(n+ 1)(2n+ 1)

6
.

Elevando a n:

(n!)2 ≤
(
(n+ 1)(2n+ 1)

6

)n

.

(d) Para cada k ≥ 1 se cumple

2k − 1

2k
<

√
2k − 1

2k + 1
,

pues al elevar al cuadrado:

(2k − 1)2

4k2
<

2k − 1

2k + 1
⇐⇒ (2k − 1)(2k + 1) < 4k2 ⇐⇒ 4k2 − 1 < 4k2.

Multiplicando de k = 1 a n:

n∏
k=1

2k − 1

2k
<

√√√√ n∏
k=1

2k − 1

2k + 1
=

√
1

2n+ 1
=

1√
2n+ 1

.

(e) Esta demostración utiliza la desigualdad de Cauchy-Buniakovski-Schwarz (CBS) para relacionar
la suma de los inversos de las ráıces con la suma de las ráıces mismas. Consideremos las sucesiones
xk = k−1/4 y yk = k1/4 para k = 1, 2, . . . , n. La desigualdad de CBS establece que para cualesquiera
secuencias de números reales se cumple:(

n∑
k=1

x2
k

)(
n∑

k=1

y2k

)
≥

(
n∑

k=1

xkyk

)2
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Sustituyendo nuestras sucesiones elegidas, obtenemos:(
n∑

k=1

(
k−1/4

)2)( n∑
k=1

(
k1/4

)2)
≥

(
n∑

k=1

k−1/4 · k1/4
)2

Simplificando los exponentes algebraicamente (k−1/2 = 1√
k
y k1/2 =

√
k), la expresión se transforma

en: (
n∑

k=1

1√
k

)(
n∑

k=1

√
k

)
≥

(
n∑

k=1

1

)2

= n2 (1)

Analicemos el segundo factor del lado izquierdo. Es evidente que para todo ı́ndice k en el intervalo
1 ≤ k ≤ n, se cumple que

√
k ≤

√
n. Sumando estas desigualdades desde k = 1 hasta n, tenemos:

n∑
k=1

√
k ≤

n∑
k=1

√
n = n

√
n

Notemos que, como el problema nos exige n ≥ 2, los primeros términos de la suma (por ejemplo,√
1) son estrictamente menores que

√
n. Esto garantiza que la suma total sea estrictamente menor

que la cota superior:
n∑

k=1

√
k < n

√
n (2)

Para facilitar la lectura matemática, denotemos nuestra suma objetivo como S =
∑n

k=1
1√
k
.

De (1), deducimos que:

n2 ≤ S ·

(
n∑

k=1

√
k

)

Dado que la suma S está compuesta únicamente por términos positivos, S > 0. Al multiplicar
ambos lados de (2) por S, el sentido de la desigualdad estricta se conserva:

S ·

(
n∑

k=1

√
k

)
< S · (n

√
n)

Ahora, por la propiedad transitiva de las desigualdades, podemos encadenar nuestros resultados:

n2 ≤ S ·

(
n∑

k=1

√
k

)
< S · n

√
n

n2 < S · n
√
n

Finalmente, dividimos ambos extremos de la desigualdad entre la cantidad positiva n
√
n:

n2

n
√
n
< S =⇒ n2−1,5 < S =⇒

√
n < S
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Sustituyendo S por su expresión original, concluimos la demostración:

n∑
k=1

1√
k
>

√
n

(f) Transformamos la desigualdad solicitada en una expresión más sencilla de trabajar

(n+ 1)n < nn+1

(n+ 1)n < nnn

(n+1)n

nn < n(
n+1
n

)n
< n(

1 + 1
n

)n
< n

Por el binomio de Newton,(
1 +

1

n

)n

=

n∑
k=0

(
n

k

)
1

nk
=

n∑
k=0

n!

k!(n− k)!

1

nk
=

n∑
k=0

1

k!

n!

(n− k)!nk

Vamos a estudiar el término n!
(n−k)!nk

n!

(n− k)!nk
=

n(n− 1)...(n− k + 1)

nk
=

n

n

n− 1

n
...
n− k + 1

n

Es el producto de muchas fracciones, todas menores o iguales que 1, por lo tanto

n∑
k=0

1

k!

n!

(n− k)!nk
<

n∑
k=0

1

k!
<

∞∑
k=0

1

k!
= e.

Como n > 3 ⇒ n ≥ 4 y e < 4 ≤ n, se concluye(
1 +

1

n

)n

< e < n,

y por tanto nn+1 > (n+ 1)n.

(g) Consideramos la suma
2n∑
k=0

(
2n

k

)
= 22n

Como todos los sumandos son positivos, en particular(
2n
n

)
< 22n

(2n)!
n!n! < 22n

Multiplicando por (n!)2:
(2n)! < 22n(n!)2.
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Ejercicio 63. ⋆

Sea x1, . . . , xn ∈ R tales que 0 ≤ xk ≤ π para todo k. Demostrar que

|sin(x1 + x2 + · · ·+ xn)| ≤ sinx1 + sinx2 + · · ·+ sinxn.

Solución:

Paso 1: Caso de dos variables. Sean u, v ∈ R. Usamos la fórmula del seno de la suma:

sin(u+ v) = sinu cos v + cosu sin v.

Tomando valor absoluto y aplicando la desigualdad triangular,

| sin(u+ v)| ≤ | sinu cos v|+ | cosu sin v|.

Como | cos t| ≤ 1 para todo t ∈ R, se obtiene

| sin(u+ v)| ≤ | sinu|+ | sin v|. (1)

Paso 2: Paso inductivo. Aplicamos (1) sucesivamente. Para tres términos,

| sin(x1 + x2 + x3)| ≤ | sin(x1 + x2)|+ | sinx3| ≤ | sinx1|+ | sinx2|+ | sinx3|.

Repitiendo este razonamiento, se obtiene para cualquier n ∈ N:∣∣∣∣∣sin
(

n∑
k=1

xk

)∣∣∣∣∣ ≤
n∑

k=1

| sinxk|. (2)

Paso 3: Eliminación del valor absoluto. Como 0 ≤ xk ≤ π, se cumple sinxk ≥ 0 y por tanto

| sinxk| = sinxk.

Sustituyendo en (2), concluimos

|sin(x1 + x2 + · · ·+ xn)| ≤ sinx1 + sinx2 + · · ·+ sinxn.
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