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Lecturas complementarias

• Opp. 1, Pro 1(sólo hasta 1.2): Introducción 
a TDS
– Importancia de TDS en la ingeniería
– Perspectiva histórica
– Esquema de un sistema de TDS
– Tipos de señales

• Transparencias:11-21
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Lecturas complementarias

• Oppenheim, Willsky. Señales y Sistemas. 
Prentice-Hall, 1997. Cap. 1, cap. 2 (sólo lo 
referente a tiempo discreto)

Ejercicios Opp: 2.29, 2.43
Ejercicios Pro: 2.1, 2.2
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Señales

• Señal: Algo que lleva info.
• Info contenida en algún patrón de 

variaciones (ej: voz, vídeo):x(t).
• Convención: variable indep. es t.
• Señales en tiempo discreto 

x[n]:secuencias.

Opp 2.0
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Señales Básicas
Delta de Kronecker
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Bibliografía: Opp. 2.1, Pro. 2.1
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Señales Básicas
Escalón unidad
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Bibliografía: Opp. 2.1, Pro. 2.1
Ejercicios Pro: 2.3
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Señales Básicas
Exponencial real

[ ] nn CeCnx βα ==(0.9)

Bibliografía: Opp. 2.1, Pro. 2.1, Opp I 1.3
Ejercicios Pro: 2.15*
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Señales Básicas
Exponencial imaginaria pura
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(0.10)

(0.11)

(0.12)

(0.13)

(0.14)

(0.15)

Bibliografía: Opp. 2.1, Pro. 2.1, Opp I 1.3
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Señales Básicas
Exponencial imaginaria pura

),gcd(0 Nm
NN =

[ ) ( ]ππππω ,2,020 −≈∈=
N
m

Periodicidad en n
nje 0ω

njnj ee 21 ωω + ),( 2121 NNmcmN =+

(0.16)

(0.17)

(0.18)

Periodicidad en w [ ) ( ]πππω ,2,00 −≈∈njnj eek 21
21 2 ωωωπω =⇒+=

Bibliografía: Opp. 2.1, Pro. 2.1, Opp I 1.3
Ejercicios Opp: 2.28
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Señales Básicas
Exponencial compleja

[ ] ( ) ( )njn eznx 0
0

ωα==

}Re{ 0z

}Im{ 0z

Bibliografía: Opp. 2.1, Pro. 2.1, Opp I 1.3
Ejercicios Opp: 2.7
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Sistemas Básicos
[ ] [ ] [ ]∑

−∞=

==
n

k
kxnxIny )(Integrador

[ ] [ ] [ ] [ ]1)(1 −−== −
− nxnxnxDnyDiferencia finita

causal

[ ] [ ] [ ] [ ]1)(1 +−== −
+ nxnxnxDnyDiferencia finita

no causal

[ ] [ ]))((1 nxIDnx −
−=

[ ] [ ]))(( 1 nxDInx −
−=

[ ] [ ] [ ] [ ]
2

)( nxnxnxEvnxe
−+

==Parte par

[ ] [ ] [ ] [ ]
2

)( nxnxnxOddnxo
−−

==Parte impar

[ ] [ ] [ ]nxnxnx oe +=

[ ] ][][][][ mymxmnynxm
n

xy ∗−=+= ∑
∞

−∞=

φCorrelación

(0.27)

(0.28)

(0.29)

(0.30)

(0.31)

(0.32)

(0.33)

(0.34)

(0.35)

Ejercicios Pro: 2.4, 2.5, 2.58, 2.59, 2.60, 2.61
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Propiedades Básicas de los 
Sistemas

Sistemas con memoria [ ] [ ] [ ] [ ],...)2,1,( −−= nxnxnxTny

Sistemas sin memoria [ ] [ ])( nxTny =

Sistemas invertibles [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]))(()(:)()( 111 nxTTnyTnxyTnxTny −−− ==∃⇒=

Sistemas causales [ ] [ ] [ ] [ ],...)2,1,( −−= nxnxnxTny

Sistemas no causales [ ] [ ] [ ] [ ],...)2,1,( ++= nxnxnxTny

Sistemas estables [ ] [ ] nBnxTBnBnx TTx ∀<∃⇒∀< ,)(:,

Sistemas invariantes
en el tiempo [ ] [ ] [ ] [ ])()( 00 nnxTnnynxTny −=−⇒=

Sistemas lineales [ ] [ ]( ) [ ]( ) [ ]( )nxbTnxaTnbxnaxT 2121 +=+

(0.19)

(0.20)

(0.21)

(0.22)

(0.23)

(0.24)

(0.25)

(0.26)

Bibliografía: Opp. 2.2, Pro. 2.2
Ejercicios Opp: 2.23*, 2.30*, 2.55, 2.56, 2.62, 2.63, 2.68
Ejercicios Pro: 2.6, 2.7, 2.8*, 2.10, 2.11, 2.12, 2.13, 2.14



13

Curso 2009/2010 TDS EPS-San Pablo CEU 13

Sistemas LTI

[ ] [ ])( nxTny =Sistema

[ ] [ ] [ ]∑
∞

−∞=

=
k

k nhkxnySistema lineal

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]nhnxknhkxny
k

∗=−= ∑
∞

−∞=

Sistema LTI

(0.36)

(0.37)

(0.38)

Applet convolución discreta: http://www.jhu.edu/~signals/discreteconv2/index.html

Bibliografía: Opp. 2.3, Pro. 2.3
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Suma de convolución

• Evaluación directa/gráfica 
(secuencias finitas):
– Reflexión: h[-k]
– Para cada n:
– Desplazamiento: h[n0-k]:

• n>0: derecha
• n<0: izquierda.

– Multiplicación: vn0=x[k].h[n0-k]
– Suma de todos los productos.

• Evaluación analítica: Ejemplo: [ ] [ ] [ ] [ ]nunununy
n

n

α
αα
−
−

=∗=
+

1
1 1

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]nhnxknhkxny
k

∗=−= ∑
∞

−∞=

Opp:2.3
Ejercicios Opp: 2.2, 2.3, 2.22, 2.24
Ejercicios Pro: 2.16*, 2.17, 2.18, 2.19, 2.20, 2.21, 2.22, 2.29, 2.31*, 2.32, 2.33, 
2.34, 2.36, 2.37, 2.38, 2.39, 2.45, 2.51, 2.52 2.63, 2.64
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Propiedades Sistemas LTI
[ ] [ ] [ ] [ ]nxnynynx ∗=∗Conmutatividad

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]nhnxnhnxnhnhnx 2121 )( ∗+∗=+∗Distributividad

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]nhnhnxnhnhnx 2121 )()( ∗∗=∗∗Asociatividad

[ ] [ ]nknh δ=Sistemas sin memoria

[ ] [ ] [ ]nnhnh δ=∗ −1Sistemas invertibles

[ ] 00 <∀= nnhSistemas causales

[ ] ∞<∑
∞

−∞=n

nhSistemas estables

(0.39)

(0.40)

(0.41)

(0.42)

(0.43)

(0.44)

(0.45)

Bibliografía: Opp. 2.4, Pro. 2.3
Ejercicios Opp: 2.1*, 2.10, 2.12, 2.15, 2.18, 2.19, 2.21*, 2.25, 2.35, 2.36, 2.37*, 
2.50, 2.60, 2.34*.
Ejercicios Pro: 2.24, 2.35*, 2.40, 2.56, 2.57
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Sistemas definidos por ecuaciones 
en diferencias finitas

• Método 1: Ecuación de recurrencia

• Método 2: Sol. Homogénea+Sol. Particular
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(0.48)

(0.49)

(0.50)

Bibliografía: Opp. 2.5, Pro 2.4
Ejercicios Opp: 2.39, 2.61



17

Curso 2009/2010 TDS EPS-San Pablo CEU 17

Sol. Ecuación Homogénea
Ejemplo: [ ] [ ] [ ] [ ] ]1[21 8

1
4
3 −+=−+−− nxnxnynyny

[ ] n
h zny =

( ) 0))(( 4
1

2
12

8
1

4
3222

8
11

4
3 =−−=+−=+− −−−− zzzzzzzzz nnnnn

[ ] [ ] [ ] 021 8
1

4
3 =−+−− nynyny hhh

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

⇒

4
1
2
1

.0

z
z

TrivialSolz

[ ] ( ) ( )nn
h KKny 4

1
22

1
1 +=

Polinomio característico

Si hay raíces múltiples, supongamos 
que ¼ es de orden 2, entonces la 
solución es de la forma

[ ] ( ) ( )nn
h nKKKny 4

1
322

1
1 )( ++= (0.51)

Bibliografia: Opp. 2.5, Pro. 2.4
Ejercicios Opp: 2.38
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Sol. Particular
Ejemplo: [ ] [ ] [ ] [ ] ]1[21 8

1
4
3 −+=−+−− nxnxnynyny ppp

[ ] [ ]nunx =

[ ] [ ]nKunyp =

[ ] [ ] [ ] [ ] ]1[21 8
1

4
3 −+=−+−− nxnxnynyny ppp

][nx ][ny

K 'K
pnnKM )...( 1

10 p
ppn KnKnKM +++ −

nK 0cosω
nK 0sinω nKnK 0201 coscos ωω +

[ ] [ ] [ ] [ ] ]1[21 8
1

4
3 −+=−+−− nununKunKunKu

2=n

3
16

8
1

4
3 11 =⇒+=+− KKKK

[ ] [ ]nunyp 3
16=

(0.52)

Bibliografia: Pro. 2.4
Ejercicios Pro: 2
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Solución Ecuación en Diferencias
Ejemplo: [ ] [ ] [ ] [ ] ]1[21 8

1
4
3 −+=−+−− nxnxnynyny

[ ] [ ] [ ]nynyny ph +=

[ ] [ ]nunyp 3
16=

[ ] ( ) ( )nn
h KKny 4

1
22

1
1 +=

[ ] ( ) ( )( ) [ ]nuKKny nn
3

16
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1

1 ++=

n=0

n=1

[ ] [ ] [ ] [ ] 3
16

218
1

4
3 1]1[0210 ++==−++−−−= KKxxyyy

[ ] [ ] [ ] [ ] 3
16

4
1

22
1

14
11

8
1

4
3 ]0[1101 ++==++−−= KKxxyyy

3
5

21 ,6 −=−= KK

[ ] ( ) ( )( ) [ ]nuny nn
3

16
4
1

3
5

2
16 +−−=

Bibliografia: Pro. 2.4
Ejercicios Opp: 2.5*, 2.16
Ejercicios Pro: 2.27, 2.54
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Sol. Ecuación de recurrencia
Ejemplo:

[ ] [ ] [ ]nxnyny =−− 1
2
1 [ ] [ ] [ ]1

2
1

−+= nynxny

n=-2
n=-1

[ ] [ ] [ ] 0322 2
1 =−+−=− yxy

[ ] ][nnx δ=

[ ] [ ] [ ] 0211 2
1 =−+−=− yxy

n=0 [ ] [ ] [ ] 1100 2
1 =−+= yxy

n=1 [ ] [ ] [ ] 2
1

2
1 011 =+= yxy

n=2 [ ] [ ] [ ] ( )22
1

2
1 122 =+= yxy

…
[ ] [ ] [ ] ( )nnynxny 2

1
2
1 1 =−+=

[ ] ( ) ][2
1 nuny n=

[ ] 00 <= nnyCondiciones iniciales:

Bibliografía: Opp. 2.5, Pro 2.4
Ejercicios Opp: 2.4
Ejercicios Pro: 2.23, 2.42
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Respuesta al impulso
Ejemplo: [ ] [ ] [ ] [ ] ]1[22413 −+=−−−− nxnxnynyny

[ ] ( ) ( )( )nn
h KKny 41 21 +−=

n=0 [ ] [ ] [ ] [ ] 211]1[2024130 KKxxyyy +==−++−+−=

n=1 [ ] [ ] [ ] [ ] 21 45]0[2114031 KKxxyyy +−==++−+=

5
6

25
1

1 , =−= KK

[ ] ( )( ) [ ]nunh nn 41 5
6

5
1 +−−=

Bibliografia: Pro. 2.4.4
Ejercicios Opp: 2.20, 2.31*
Ejercicios Pro: 2.25, 2.28, 2.30, 2.55
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Funciones propias de los sistemas 
LTI

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] )( 000000 zHzzkhzzkhknhzknhkxny n

k

kn

k

kn

k

k

k

===−=−= ∑∑∑∑
∞

−∞=

−
∞

−∞=

−
∞

−∞=

∞

−∞=

[ ] 0
n n j nx n z r e ω= =

[ ] ∑=
k

n
kk zanx [ ] ∑=

k

n
kkk zzHany )(

(0.46)

(0.47)

Bibliografía: Opp. 2.6
Ejercicios Opp: 2.13*, 2.14*, 2.26, 2.27

.
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Representación en Serie de 
Fourier

[ ] [ ]Nnxnx += 0
2
N
πω =

[ ] njk
k en 0ωφ = ,...2,1,0 ±±=k Pero sólo hay N señales distintas de este tipo

[ ] [ ]nn rNkk += φφ

[ ] [ ] [ ]∑∑
−

=>=<

==
1

0

N

k
kk

Nk
kk nananx φφ [ ] [ ]∑

>=<
−=

Nn
kk nnx

N
a φ1

k N k

k N k

a a
a a

+

− −

=
=Atención:

(0.53)

(0.54) (0.55)

(0.56) (0.57)

(0.58)

La frecuencia de la exponencial correspondiente al coeficiente  es ka 0ωω kk =

Applet: http://www.jhu.edu/~signals/fourier2/index.html
http://www.jhu.edu/~signals/listen-new/listen-newindex.htm

Bibliografía: Opp. 2.7, Opp 8.1, Pro. 4.2

¡
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Propiedades de la Serie de Fourier
Linealidad [ ] [ ]nBynAx + kk BbAa +

Desplazamiento en el tiempo [ ]0nnx − 00njk
kea ω−

Desplazamiento en frecuencia [ ] njkenx 00ω
0kka −

Conjugación [ ]nx* *
ka−

Inversión en el tiempo [ ]nx − ka−

Escalado en el tiempo [ ] [ ]
⎩
⎨
⎧ =

=
resto

MknMnx
nxM 0

/
ka

M
1

Convolución periódica [ ] [ ]∑
>=<

−
Nr

rnyrx kkbNa

Producto [ ] [ ]nynx ∑
>=<

−
Nl

lklba

(0.59)

(0.60)

(0.61)

(0.62)

(0.63)

(0.64)

(0.65)

(0.66)

Applet: http://www.jhu.edu/~signals/dtftprops/indexDTFTprops.htm

Bibliografía: Opp. 2.8, Opp 2.9, Pro. 4.2
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Propiedades de la Serie de Fourier
Diferencia finita [ ] [ ]1−− nxnx ( ) k

kj ae 01 ω−−

“Integración” [ ]∑
−∞=

n

k
kx kkj a

e 01
1

ω−−

Simetrías [ ]nx *
kk aa −=

Sólo es periódica y finita si 00 =a

es real

[ ]nx kaes real y par es real y par

[ ]nx kaes real e impar es imaginaria
pura e impar

[ ]nxe }Re{ ka
[ ]nxo }Im{ ka

Teorema de Parseval [ ] ∑∑
>=<>=<

=
Nk

k
Nn

anx
N

221

(0.67)

(0.68)

(0.69)

(0.70)

(0.71)

(0.72)

(0.73)
(0.74)

(0.75)

Bibliografía: Opp. 2.8, Opp 2.9, Pro. 4.2
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Algunas series de Fourier

[ ]
j
eennx

njnj

N
M

N
M

N
M

2
)sin(

22

2

ππ

π
−−

==
1),gcd( =NM

j
a

j
a MM 2

1,
2
1

−== −

)cos( 2 nN
Mπ

2
1,

2
1

== −MM aa

Ejemplo: )cos()cos(3)sin(1 2
422 ππππ ++++ nnn NNN

10 =a ja 2
1

2
3

1 +=

ja 2
1

2
3

1 −=−

2
2
1

2

πjea =
2

2
1

2

πjea −
− =

(0.76)

(0.77)1),gcd( =NM

Bibliografía: Opp I 3.6
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Algunas series de Fourier

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+

±±=
+

=
resto

k
Nk

N

NNk
N

N

a

N

N
k

)sin(
))12(sin(1

,...2,,012

1

1

π

π

[ ] Knx =

[ ] [ ]∑
∞

−∞=

−=
k

kNnnx δ ka Nk ∀= 1

⎩
⎨
⎧ ±±=

=
resto

NNkK
ak 0

,...2,,0

(0.78)

(0.79)

(0.80)

Bibliografía: Opp I 3.6
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Transformada de Fourier
[ ]nx

[ ]nx~

[ ] [ ]∑
>=<

=
Nk

kk nanx φ~

Bibliografía: Opp. 2.7, Pro 4.2
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Transformada de Fourier

[ ] [ ] ∫==
∞→ )2(

)(
2
1~lim

π

ωω ω
π

deeXnxnx njj

N

[ ]∑
>=<

−=
Nn

knj
k enx

N
a ω~1

Defino [ ] nj

n

j enxeX ωω −
∞

−∞=
∑=)( Luego, )(1

0ωjk
k eX

N
a =

[ ] [ ] [ ] ∑∑∑
>=<>=<>=<

===
Nk

njkjk

Nk
k

jk

Nk
kk eeXneX

N
nanx 0

000 )(
2
1)(1~ ω
π

φφ ωωω

Para reconstruir la señal en el espacio del tiempo

N
πω 2

0 =

(0.81)

(0.82)
ω

ka

0ω 0)1( ω−N

1a

0

0a 1−Na

0ωk

ka

0ω

Bibliografía: Opp. 2.7, Pro 4.2
Ejercicios Opp: 2.72, 2.74
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Convergencia de la TF

[ ] nj

n

j enxeX ωω −
∞

−∞=
∑=)( converge uniformemente si [ ] ∞<∑

∞

−∞=n
nx

si [ ] nj
N

Nn

j
N enxeX ωω −

−=
∑=)(

señales de energía finita [ ] ∞<∑
∞

−∞=

2

n
nx

convergencia cuadrática media 0)()(
)2(

2

lim =−∫
∞→ π

ωω ωdeXeX j
N

j

N

se define convergencia uniforme 0)()(lim =−
∞→

ωω j
N

j

N
eXeX

(0.83)

(0.84)

(0.85)

(0.86)

(0.87)

Bibliografía:  Pro 4.2



31

Curso 2009/2010 TDS EPS-San Pablo CEU 31

Convergencia de la TF
¡Pero para las señales  de energía finita puede 
haber fenómenos de Gibbs en frecuencia!. 

La interpretación intuitiva es que                   tiende)( ωj
N eX

a              salvo en un número finito de discontinuidades  )( ωjeX

Este hecho tendrá su importancia a la hora de diseñar filtros discretos.

Ejemplo:

n
nwsennx c

π
)(][ = ∑

−=

−=
N

Nn

njc
N e

n
nwsenX ω

π
ω )()(

⎩
⎨
⎧

<<
<

=
πωω

ωω
ω

||,0
||,1

)(
c

cX
n

nwsennx c

π
)(][ =

pero

Bibliografía: Pro 4.2
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TF de señales periódicas
nje 0ω ∑

∞

−∞=

−−
l

l)2(2 0 πωωπδ

[ ] ∑
>=<

=
Nk

njk
keanx 0ω ∑

∞

−∞=

−
k

k ka )(2 0ωωδπ

Ejemplo:
njnj een 00

2
1

2
1

0 )cos( ωωω −+= ∑∑
∞

−∞=

∞

−∞=

−++−−
ll

ll )2()2( 00 πωωπδπωωπδ

)()( 00 ωωπδωωπδ ++− πωπ <≤−

En general

(0.88)

(0.89)

Bibliografía: Pro 4.2
Ejercicios Opp: 2.17*
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Propiedades de la TF
Linealidad [ ] [ ]nBynAx + )()( ωω jj eBYeAX +

Desplazamiento en el tiempo [ ]0nnx − 0)( njj eeX ωω −

Desplazamiento en frecuencia [ ] njenx 0ω

Conjugación [ ]nx*

Inversión en el tiempo [ ]nx −

Escalado en el tiempo [ ] [ ]
⎩
⎨
⎧ =

=
resto

mknmnx
nxm 0

/

Convolución [ ] [ ]nynx ∗

Producto [ ] [ ]nynx

)( )( 0ωω−jeX

)(* ωjeX −

)( ωjeX −

)( ωjmeX

)()( ωω jj eYeX

∫ −

)2(

)( )()(
2
1

π

θωθ θ
π

deYeX jj

(0.90)

(0.91)

(0.92)

(0.93)

(0.94)

(0.95)

(0.96)

(0.97)

Bibliografía: Opp. 2.8, Pro. 4.3
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Propiedades de la TF
Diferencia finita [ ] [ ]1−− nxnx ( ) )(1 ωω jj eXe−−

Integración [ ]∑
−∞=

n

k

kx )(
1

1 ω
ω

j
j eX

e−−

Simetrías
[ ]nx )()( * ωω jj eXeX −=es real

[ ]nx es real y par es real y par

[ ]nx es real e impar es imaginaria
pura e impar

[ ]nxe )}(Re{ ωjeX
[ ]nxo

∑
∞

−∞=

−+
k

j keX )2()( 0 πωδπ

Diferenciación en frecuencia [ ]nnx
ω

ω

d
edXj

j )(

)( ωjeX

)( ωjeX

)}(Im{ ωjeX

(0.98)

(0.99)

(0.100)

(0.101)

(0.102)

(0.103)

(0.104)

(0.105)
(0.106)

Par

Impar

Par

Impar

Impar

Par

Tiempo Frecuencia

Real

Imaginaria Impar

Par

Bibliografía: Opp. 2.8, Pro. 4.3
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Propiedades de la TF
Teorema de Parseval [ ] ∫∑ =

∞

−∞= )2(

22 )(
2
1

π

ω ω
π

deXnx j

n

[ ] [ ] ∫∑ =
∞

−∞= )2(

** )()(
2
1

π

ωω ω
π

deYeXnynx jj

n

(0.107)

(0.108)

Bibliografía: Opp. 2.8, Pro. 4.3
Ejercicios Opp: 2.44*,2.49*, 2.65, 2.71, 2.73, 2.75, 2.76, 2.77, 2.78, 2.79
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Algunas TFs
[ ]nuan

ωjae−−1
11<a

na
2

2

cos21
1

11
1

aa
a

ae
ae

ae j

j

j +−
−

=
−

+
− − ωω

ω

ω

1<a

∑
∞

−∞=
− −+

− k
j k

e
)2(

1
1 πωδπω

[ ]nu

[ ]nuan n)1( +
2

1
1

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
− − ωjae

1<a

[ ]nua
r

rn n
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−+
1

1 r

jae
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
− − ω1

11<a

( ) [ ]nua
n n

p

p

ω
ω
sin

)1(sin +
ωωω jj

p eaea 22cos21
1

−− +−
1<a

(0.109)

(0.110)

(0.111)

(0.112)

(0.113)

(0.114)

Bibliografía: Opp I 5.6
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Algunas TFs
[ ] ∑

>=<

=
Nk

njk
keanx 0ω ∑

∞

−∞=

−
k

k ka )(2 0ωωδπ

)cos( 0 αω +n )()( 00 ωωδπωωδπ αα ++− − jj ee πωπ <≤−

nje 0ω )(2 0ωωπδ −

)sin( 0nω )()( 00 ωωδπωωδπ
+−−

jj
πωπ <≤−

πωπ <≤−

[ ] [ ]∑
∞

−∞=

−=
k

kNnnx δ ∑
∞

−∞=

−
k

k )( 00 ωωδωN
πω 2

0 =

[ ]nδ 1

1 )(2 ωπδ πωπ <≤−

(0.115)

(0.116)

(0.117)

(0.118)

(0.119)

(0.120)

(0.121)

Bibliografía: Opp I 5.6



38

Curso 2009/2010 TDS EPS-San Pablo CEU 38

Algunas TFs

[ ]
⎩
⎨
⎧ ≤≤−

=
resto

NnN
nx

0
1 21 ( )( ) 2

2
1

212
1 12

sin
1sin NNj

eNN −
−++ ω

ω
ω

[ ]
⎩
⎨
⎧ ≤

=
resto

Nn
nx

0
1 1

( )
2
1

2
1

1

sin
sin

ω
ω +N

π<<W0

⎩
⎨
⎧ ≤

=
resto

W
eX j

0
1

)(
ωω πωπ <≤−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ nWcW
ππ

sin

(0.122)

(0.123)

(0.124)

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≠

=
= 0cos

00
][ n

nT
n

n
nh π ωω jeX j =)( (0.125)πωπ <≤−

Bibliografía: Opp I 5.6
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Algunas TFs
Ejemplo: [ ] ]5[]5[ 55 −=−= − nuaanuanx nn

[ ]nuan
ωjae−−1

1

1<a

[ ]0nnx − 0)( njj eeX ωω −

ω

ω

j

j

ae
ea

−

−

−1

55

1<a

Ejemplo:

[ ] ][][ nub
ba

bnua
ba

anx nn

−
−

−
=

( )( ) ( ) ( )ωωωω jjjj beba
b

aeba
a

beae −−−− −−
−

−−
=

−− 1
1

1
1

11
1

(0.126)

(0.127)

Bibliografía: Opp I 5.6
Ejercicios Opp: 2.46
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Dualidad de la TF

Periódica en 
frecuencia. 
Frecuencia continua

No periódica en el 
tiempo. Tiempo 
discreto

No periódica en 
frecuencia. 
Frecuencia continua

No periódica en el 
tiempo. Tiempo 
continuo

Transformada 
de Fourier

Periódica en 
frecuencia. 
Frecuencia discreta

Periódica en el 
tiempo. Tiempo 
discreto

No periódica en 
frecuencia. 
Frecuencia discreta

Periódica en el 
tiempo. Tiempo 
continuo

Series de 
Fourier

Dominio de la 
frecuencia

Dominio del tiempoDominio de la 
frecuencia

Dominio del tiempo

Tiempo discretoTiempo continuo

∑
∞

−∞=

=
k

tjk
keatx 0)( ω ∫ −=

)(0 0

0)(1

T

tjk
k etx

T
a ω

∫
∞

∞−

= ωω
π

ω dejXtx tj)(
2
1)( ∫

∞

∞−

−= dtetxjX tjωω )()(

[ ] ∑
>=<

=
Nk

njk
keanx 0ω [ ]∑

>=<

−=
Nk

njk
k enx

N
a 0

1 ω

[ ] ∫=
)2(

)(
2
1

π

ωω ω
π

deeXnx njj [ ]∑
∞

−∞=

−=
n

njj enxeX ωω )(

(0.128)

Bibliografía: Pro. 4.2, Opp I 5.7
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Caracterización en frecuencia de  un 
sistema LTI

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] )( 000000 zHzzkhzzkhknhzknhkxny n

k

kn

k

kn

k

k

k

===−=−= ∑∑∑∑
∞

−∞=

−
∞

−∞=

−
∞

−∞=

∞

−∞=

[ ] nznx 0=

[ ] ∑=
k

n
kk zanx [ ] ∑=

k

n
kkk zzHany )(

(0.46)

(0.47)

[ ]∑
∞

−∞=

−=
k

kzkhzH 00 )( La respuesta en frecuencia a un sistema es 
la transformada de Fourier de la respuesta impulsional
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Caracterización en frecuencia de 
un sistema LTI

[ ] njenx 0ω= [ ] [ ] )( 000 ωωω jnjnj eHenheny =∗=

[ ] ∫=
)2(

)(
2
1

π

ωω ω
π

deeXnx njj [ ] ∫=
)2(

)()(
2
1

π

ωωω ω
π

deeHeXny njjj

Ejemplo: [ ] njjnjj eeeennx 00
2
1

2
1

0 )cos( ωαωααω −−+=+=

[ ] =+= −−− )()( 0000
2
1

2
1 ωωαωωα jnjjjnjj eHeeeHeeny

=+= −− )()( 0000 *
2
1

2
1 ωωαωωα jnjjjnjj eHeeeHee

( )=+= −−− )(
2
1)(

2
1 0

0
0

00 )(
ωω ωαωαω jj eHjnjjeHjnjjj eeeeeeeH

( ))(cos)( 00
0

ωω αω jj eHneH ++=

(0.131)

(0.132)

Bibliografía: Opp. 2.6, Pro. 4.4
Ejercicios Opp: 2.6, 2.11*, 2.32, 2.33*, 2.41, 2.45, 2.48, 2.51, 2.52, 2.53, 2.54, 
2.57, 2.69
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Caracterización en frecuencia de  un 
sistema definido por una ecuación en 

diferencias
[ ] [ ]∑∑

==

−=−
M

k
k

N

k
k knxbknya

00
∑∑
=

−

=

− =
M

k

jkj
k

N

k

jkj
k eeXbeeYa

00

)()( ωωωω

∑

∑

=

−

=

−

== N

k

jk
k

M

k

jk
k

j

j
j

ea

eb

eX
eYeH

0

0

)(
)()(

ω

ω

ω

ω
ω

Ejemplo: [ ] [ ] [ ] [ ]nxnynyny 221 8
1

4
3 =−+−−

( )( ) ( ) ( )ωωωωωω
ω

jjjjjj
j

eeeeee
eH −−−−−− −

−
−

=
−−

=
+−

=
4
1

2
1

4
1

2
12

8
1

4
3 1

2
1

4
11

2
1

2)(

[ ] ( ) [ ] ( ) [ ]nununh nn
4
1

2
1 24 −=

(0.129)

(0.130)

)(2)()()( 2
8
1

4
3 ωωωωωω jjjjjj eXeeYeeYeY =+− −−

( ) )(21)( 2
8
1

4
3 ωωωω jjjj eXeeeY =+− −−

Bibliografía: Opp. 2.5, Pro. 4.4
Ejercicios Opp: 2.8*, 2.9, (2.34*), 2.42, 2.47, 2.64, 2.66, 2.67, 2.70
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Régimen estacionario y transitorio

[ ] [ ]nuenx nj 0ω=

Ejemplo régimen estacionario:

[ ] njenx 0ω= [ ] [ ] )( 000 ωωω jnjnj eHenheny =∗=

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] =⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
=∗= ∑

=

−
n

k

kjnjnj ekhnuenhnueny
0

000 ωωω

Ejemplo régimen transitorio:

[ ] [ ] [ ] =⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−= ∑∑

∞

+=

−
∞

=

−

10

000

nk

kj

k

kjnj ekhekhnue ωωω

[ ] [ ] [ ] [ ]nynyekheHnue tss
nk

kjjnj +=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−= ∑

∞

+=

−

1

000 )( ωωω

Régimen
estacionario

(steady state)

Régimen
transitorio

Bibliografía: Pro. 4.4, Opp 2.6
Ejercicios Opp: 2.40
Ejercicios Pro: 2.9
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Régimen estacionario y transitorio

[ ] [ ] [ ]∑
∞

+=

−=
1

00

nk

kjnj
t ekhnueny ωω

Ejemplo régimen transitorio:

Si h[n] es un sistema FIR, entonces [ ] 00 0 nnnyn t >∀=∃

Si h[n] es un sistema IIR, entonces 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]∑∑∑
∞

=

∞

+=

∞

+=

− ≤≤=
011

00

knknk

kjnj
t khkhekhnueny ωω

Es decir, la respuesta está acotada si el sistema es estable. Y el 
transitorio tiende a 0 si la respuesta al impulso tiende a 0 con n

Bibliografía: Pro. 4.4
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Régimen estacionario y transitorio

Bibliografía: Pro. 4.4
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Procesos estocásticos

[ ] ][][][][ mxmxmnxnxm
n

xx ∗−=+= ∑
∞

−∞=

φ

Para una señal determinista

Supondremos que cada x[n] es es resultado de una variable aleatoria xn con  

A menudo es útil caracterizar una v.a por promedios:

Media Correlación y Autocorrelación

∫
∞

∞−

== dxnxxpxEm
nn xnx ),(}{

),( nxp
nx

},{],[ mnnxx xxEmnn +=+φ

∑==
x

xnx nxxpxEm
nn

),(}{

}{}{}{ mnmn yExEyxE +=+

}{}{ nn xaEaxE =

},{],[ mnnxy yxEmnn +=+φ

][][][][ mmmm xxxxyxxy −=⇒−= φφφφ

Procesos estacionarios

xx mm
n
=

][],[ mmnn xxxx φφ =+

Bibliografía: Opp. 2.10, Opp. A, Pro. 2.6, Pro. A
Ejercicios Opp: 2.59
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Procesos estocásticos y Sistemas 
LTI

[ ]{ } { } { } { } )(][][][][][][][ 0j

kkk
eHnxEkhnxEknxEkhknxkhEnyE ==−=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−= ∑∑∑
∞

−∞=

∞

−∞=

∞

−∞=

x estacionarioLTI

[ ] [ ]{ } =
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+−−=+=+ ∑ ∑
∞

−∞=

∞

−∞=k r
yy mrnxknxrhkhEmnynyEmnn ][][][][],[φ

{ } =−+=+−−= ∑ ∑∑ ∑
∞

−∞=

∞

−∞=

∞

−∞=

∞

−∞= k r
xx

k r
rkmrhkhmrnxknxErhkh ][][][][][][][ φ

x estacionario

∑ ∑
∞

−∞=

∞

−∞=

=+−=
l k

xx klhkhlm ][][][φ

∑
∞

−∞=

∗=−=
l

hhxxhhxx mmllm ][][][][ φφφφ , luego y es también estacionaria

(0.139)

(0.140)

Bibliografía: Opp. 2.10, Opp. A, Pro. 2.6, Pro. A
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Procesos estocásticos y Sistemas 
LTI

2* )()()()(][][][ ωωωωφ jjjj
hhhh eHeHeHemhmhm ==Φ⇒∗−=

)()()(
2 ωωω j

xx
jj

yy eeHe Φ=Φ

[ ]{ } ∫
−

Φ==
π

π

ωω ω
π

φ deeHnyE j
xx

j
yy )()(

2
1]0[

22

Ejemplo: Si es un filtro paso banda

[ ]{ } ∫∫∫ Φ=Φ+Φ==
−

−

h

l

h

l

l

h

dededenyE j
xx

j
xx

j
xxyy

ω

ω

ω
ω

ω

ω
ω

ω

ω ω
π

ω
π

ω
π

φ )(
2
12)(

2
1)(

2
1]0[2

)( ωj
xx eΦ es una función no negativa, real, y par

)()()( ωωω j
xx

jj
xy eeHe Φ=Φ

(0.141) (0.142)
(0.143)

(0.144)

Bibliografía: Opp. 2.10, Opp. A, Pro. 2.6, Pro. A
Ejercicios Opp: 2.80*,2.81*, 2.82, 2.83*, 2.84, 2.85, 2.86, 2.87, 2.88, 2.89, 2.90, 
2.91
Ejercicios Pro: 2.62
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Señales paso banda

)( ΩjX Ω

0

1

cΩ

1

cΩ−

)()(2)( ΩΩ=Ω+ jujXjX
Ω

0 cΩ

2
Señal analítica o pre-envolvente

( ) )(ˆ)()()()( 1 txjtxtxjttx t +=∗+=+ πδ

∫
∞

∞− −
=∗= τ

τ
τ

ππ d
t
xtxtx t

)()()(ˆ 11

Transformada de Hilbert

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>Ω−
=Ω
<Ω

=Ω
0
00
0

)(
j

j
jH

)()()(ˆ ΩΩ=Ω jHjXjX

(0.145)

(0.146)

(0.147)

(0.148)
(0.149)

Bibliografía: Pro. 9.1
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Señales paso banda

))(()( cl jXjX Ω+Ω=Ω +

Señal equivalente paso bajo

( ) { }tj
lccscc

cetxtttattxttxtx Ω=+Ω=Ω−Ω= )(Re)(cos)(sin)(cos)()( θ

)()()()()()( tj
sc

tj
l etatjxtxetxtx c θ=+== Ω

+

( ) { }tj
lccscc

cetxtttattxttxtx Ω=+Ω=Ω+Ω= )(Im)(sin)(sin)(cos)()(ˆ θ

Componente en fase
Componente en cuadratura

Envolvente
Fase

))(())(()( 2
1*

2
1

clcl jXjXjX Ω−Ω+Ω−Ω−=Ω

(0.150)

(0.151)

(0.152)

(0.153)

(0.154)

Ω

0

2

Bibliografía: Pro. 9.1
Ejercicios Opp: 2.58
Ejercicios Pro: 9.3*



52

Curso 2009/2010 TDS EPS-San Pablo CEU 52

Apéndice I:
Relaciones trigonométricas

zjze jz sincos +=
2

cos
jzjz eez

−+
=

j
eez

jzjz

2
sin

−−
=

z
zzzz 2tan1

tan2cossin22sin
+

==

z
zzzz 2

2
22

tan1
tan11cos2sin212cos

+
−

=−=−=

bababa sincoscossin)sin( +=+
cos( ) cos cos sin sina b a b a b+ = −

)cos()cos(coscos 2
1

2
1 bababa ++−=

)cos()cos(sinsin 2
1

2
1 bababa +−−=

)sin()sin(cossin 2
1

2
1 bababa ++−=

22 cossin2sinsin bababa −+=+

22 coscos2coscos bababa −+=+

22 sinsin2coscos bababa −+−=−

Bibliografía: Formulario CRC
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Apéndice II:
Partial Fraction Expansion

=
++++
++++

= −−−
−

−

−−−
−

−−
−

1...
...)( 1

1
)1(

1

0
1

1
)2(

2
)1(

1

zazaza
bzbzbzbzG n

n
n

n

n
n

n
n

∑∑
= =

−−−−

−−−
−

−−
−

−
=

−−−
++++

=
P

p

m

m
m

p

pm
m

P
mm

n
n

n
n

p

P zz
K

zzzzzz
bzbzbzb

1 1
111

2
1

1

0
1

1
)2(

2
)1(

1

)1()1...()1()1(
...

21

donde

( )
p

p

p

p
p

zz
m

pmm

mm
mm

p
p

pm zGzz
dz
dz

mm
K =

−
−−

−
−− −−

−
= )()1()(

)!(
1 1

)(

)(
)(

Bibliografía: Opp I Apéndice
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Apéndice II:
Partial Fraction Expansion

Ejemplo:
)1()1()1)(1(

2
1

2)( 1
4
1
21

1
2
1
11

1
4
11

2
12

8
11

4
3 −−−−−− −

+
−

=
−−

=
+−

=
z

K
z

K
zzzz

zH

( ) 4
)1(

2)()1(
2
1

2
1 1

4
1

1
2
1

11 =
−

=−= =−=
−

zz z
zHzK

( ) 2
)1(

2)()1(
4
1

4
1 1

2
1

1
4
1

21 −=
−

=−= =−=
−

zz z
zHzK

)1(
2

)1(
4)( 1

4
11

2
1 −− −

−
−

=
zz

zH

( ) ( ) ][2][4][ 4
1

2
1 nununh nn −=

Bibliografía: Opp I Apéndice
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Apéndice II:
Partial Fraction Expansion

Ejemplo:
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Bibliografía: Opp I Apéndice
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Apéndice II:
Partial Fraction Expansion

Ejemplo:
ωω

ω
ω

ωω

ωωω
ω

2
6
1

6
5

10
102

6
1

6
5

3
3
12

6
11

11
31)( jj

j
j

jj

jjj
j

ee
eddecc

ee
eeeeH −−

−
−

−−

−−−

++
+

++=
++

+++
=

ωωωωωω 3
16

12
16

5
06

1
1106

5
00

3
3
12

6
11 )()()(31 jjjjjj ececcedccdceee −−−−−− +++++++=+++

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⇒

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

6
1

1

0

1

0

3
1
6
11

1

0

1

0

6
1
6
5

6
1
6
5

0
2
1

3
1

000
00
101
0101

d
d
c
c

d
d
c
c

ωω
ω

ωω

ω
ωω

jj
j

jj

j
jj

ee
e

ee
eeeH −−

−
−−

−
−

+
−

+
++=

++
+

++=
2
1

3
12

6
1

6
5

6
1

1
1

1
121

1
021)(

( ) ( )( ) ][]1[2][][ 2
1

3
1 nunnnh nn −−−+−+= δδ

Bibliografía: Opp I Apéndice
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Apéndice III: Miscelánea
)(1)( t

a
at δδ =
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Textos

• Cohen2005: The history of noise



1

Tema 1 – Muestreo de 
señales continuas
4º Ing. Telecomunicación

EPS – Univ. San Pablo – CEU

Oppenheim II (Cap. 4). Proakis (Cap. 9). Oppenheim I (Cap. 7)
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Introducción

• http://www.youtube.com/watch?v=vbjRnn
DofFo

• http://www.ieee.org/web/membership/IEE
Etv/about.html
– (Analog to digital traits)
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Muestreo periódico

)(txc [ ] )(nTxnx c=
×

)(ts

)(txs
Conversión de tren 
de impulsos en 
secuencia discreta

Conversor C/D

Bibliografía: Opp 4.1
Problemas Opp: 4.1
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Representación del muestreo en el 
dominio de la frecuencia

[ ] )(nTxnx c=

)(txc

∑
∞

−∞=

−=
n

nTtts )()( δ

Dominio del tiempo
)( ΩjX c

Dominio de la frecuencia

Ω
NΩNΩ− )( ΩjS

Ω

1

sΩ sΩ2 sΩ3sΩ−3 sΩ− 2 sΩ− 0

sΩ

)( ΩjX s

Ω
0

T
1

NΩ Ns Ω−Ω
)( ωjeX

ω

0

T
1

π2 π4 π6π6− π4− π2−

∑
∞

−∞=

−=
n

cs nTtnTxtx )()()( δ

Applet: 
http://www.jhu.edu/~signals/samplin
g/index.html

Bibliografía: Opp 4.2

Problemas Opp: 4.7*, 4.10, 4.11
Problemas Pro: 1.15, 9.6
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Representación del muestreo en el 
dominio de la frecuencia

[ ] )(nTxnx c=

)(txc

∑
∞

−∞=

−=
n

nTtts )()( δ

)( ΩjX c

∑
∞

−∞=

Ω−ΩΩ=Ω
k

ss kjS )()( δ Ts
π2

=Ω

∑
∞

−∞=

−=
n

cs nTtnTxtx )()()( δ

∑
∞

−∞=

−=
k

TTc
j kjX

T
eX ))((1)( 2πωω

Dominio del tiempo Dominio de la frecuencia

[ ] ∑∑
∞

−∞=

−
∞

−∞=

− ==
n

nj
c

n

njj enTxenxeX ωωω )()(

∑
∞

−∞=

Ω Ω−Ω=
k

sc
Tj kjX

T
eX ))((1)( TΩ=ω

(1.1)

(1.4)

(1.5)

(1.6)

(1.2)

(1.3)

∑∑
∞

−∞=

Ω−
∞

−∞=

=Ω−Ω=Ω∗Ω=Ω
n

nTj
c

k
sccs enTxkjX

T
jSjXjX )())((1)()(

2
1)(
π

)()( Ω=Ω jXeX s
Tj

Bibliografía: Opp 4.2
Problemas Opp: 4.2*, 4.3*, 4,4*.
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Aliasing
Se produce aliasing cuando NsN Ω−Ω>Ω

)( ΩjX s

Ω

(1.7)

Bibliografía: Opp 4.2
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Aliasing

2
sΩ

2
sΩ− sΩsΩ−

2
sΩ

2
sΩ− sΩsΩ−

2
sΩ

2
sΩ− sΩsΩ−

No aliasing

Casi aliasing

Aliasing y cambio de fase

Bibliografía: Opp 4.2
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Aliasing

Applet: http://www.dsptutor.freeuk.com/aliasing/AliasingDemo.html
http://www2.egr.uh.edu/~glover/applets/Sampling/Sampling.html
http://www.sic.rma.ac.be/~xne/el401/aliasing



9

Curso 2009/2010 TDS EPS-San Pablo CEU 9

Filtro Anti-aliasing

)( ΩjHaa

Ω

2
sΩ−

T

2
sΩ

)(txc [ ] )(nTxnx c=
×

)(ts

)(txs
Conversión de tren 
de impulsos en 
secuencia discreta

Conversor C/D

)( ΩjHaa

)(txa

Bibliografía: Opp 4.2

Problemas Opp: 4.5*, 4.8*
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Muestreo de señales aleatorias
)(txa

T

C/D
[ ]nx Supongamos que             es un proceso aleatorio

de media cero, estacionario en sentido amplio, con 
densidad espectral de potencia                y limitado
en banda         . Entonces,

)(txa

)( ΩjS
ax

NΩ

[ ] [ ]{ } { } )())(()(][ mTTmnxnTxEmnxnxEm
aa xxaaxx φφ =+=+=

( ) ( )( )∑
∞

−∞=

Ω Ω−Ω=
k

sx
Tj

x kjS
T

eS
a

1

(1.8)

(1.9)

Problemas Opp: 4.47, 4.48
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Reconstrucción de la señal

[ ] )(nTxnx c=

Dominio del tiempo
)( ΩjX r

Dominio de la frecuencia

Ω
NΩNΩ−

1

)( ΩjX s

Ω
T
1

)( ωjeX

ω
0

T
1

π2 π4 π6π6− π4− π2−

[ ]∑
∞

−∞=

−=
n

s nTtnxtx )()( δ

)()()( thtxtx rsr ∗=
)( ΩjHr

Ω

2
sΩ−

T

2
sΩ

2
sΩ

2
sΩ−

ππ−

Bibliografía: Opp 4.3
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Reconstrucción de la señal

)(txc[ ] )(nTxnx c=

)(ts

)(txs
Conversión de 
secuencia discreta 
en tren de impulsos

Conversor D/C

)( ΩjHr

)( ΩjHr

Ω

2
sΩ−

T

2
sΩ (1.10)

Bibliografía: Opp 4.3
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Reconstrucción de la señal

[ ] )(nTxnx c=

[ ]∑
∞

−∞=

−=∗=
n

rrsr nTthnxthtxtx )()()()( ( )Tj
rsrr eXjHjXjHjX ΩΩ=ΩΩ=Ω )()()()(

[ ]∑
∞

−∞=

−=
n

s nTtnxtx )()( δ ( )Tj

n

nTj
s eXenxjX Ω

∞

−∞=

Ω− ==Ω ∑ ][)(

Dominio del tiempo Dominio de la frecuencia

[ ]∑
∞

−∞=

−=
n

njj enxeX ωω )(

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=
T
tcthr sin)(

(1.11) (1.12)

(1.13) (1.14)

(1.15) (1.16)
[1.3]

Bibliografía: Opp 4.3



14

Curso 2009/2010 TDS EPS-San Pablo CEU 14

Reconstrucción de la señal
[ ] [ ]∑∑

∞

−∞=

∞

−∞= −
−

=−=∗=
nn

rrsr TnTt
TnTtsennxnTthnxthtxtx

/)(
]/)([)()()()(

π
π

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=
T
tcthr sin)(

Bibliografía: Opp 4.3

Problemas Opp: 4.19
Problemas Pro: 9.12
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Teorema del muestreo
Sea una señal           limitada en ancho de banda cuya frecuencia máxima 
es        . Entonces, esta señal se puede recuperar exactamente a partir de 
sus muestras tomadas a una frecuencia                         mediante la 

función de  interpolación                        .La fórmula correspondiente de

interpolación  es

)(txc

maxf
max

1 2 ff sT ≥=

[ ]∑
∞

−∞=

−=∗=
n

rrsr nTthnxthtxtx )()()()(

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=
T
tcthr sin)(

(1.17)

Bibliografía: Proakis, Pag 28
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Procesado discreto de señales 
continuas

)(txc [ ]ny

T

C/D
[ ]nx

T

D/C( )ωjeH
)(tyc

∑
∞

−∞=

−=
k

TTc
j kjX

T
eX ))((1)( 2πωω ( )Tj

rc eYjHjY ΩΩ=Ω )()()()()( ωωω jjj eXeHeY =

( )ΩΩ=Ω jXjHjY ceffc )()(

( )
⎩
⎨
⎧ <Ω

=Ω
Ω

resto
TeH

jH
Tj

eff 0
)(

π ( ) πωωωω <∀= :)( Teff
j jHeH

[1.4] [1.12]

(1.19)(1.18)

)(][ nTThnh eff= (1.20)
[1.4]

Invarianza de la 
respuesta al impulso

Bibliografía: Opp 4.4
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Procesado discreto de señales 
continuas

Ejemplo:

Ω=Ω jjHc )(

( )
dt

tdxty c
c =)(

⎩
⎨
⎧ <ΩΩ

=Ω
resto
Tj

jHeff 0
)(

π

( ) πωωωω <∀= :T
j jeH

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≠

=
= 0cos

00
][ n

nT
n

n
nh π

( ){ }ωjeHIm

ωπ−
T
π

)}(Im{ ΩjHc

Ω

T
π−

)}(Im{ ΩjHeff

ΩT
π−

T
π

T
π

T
π−

π
[0.125]

Bibliografía: Opp 4.4
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Procesado discreto de señales 
continuas

Ejemplo:

⎩
⎨
⎧ <ΩΩ<Ω

=Ω=Ω
resto

T
jHjH cc

effc 0
:1

)()(
π

[1.11]

)( ΩjHc

Ω

cΩ−

1

cΩ

⎩
⎨
⎧ <<

=
resto

eH ccj

0
:1

)(
πωωωω

( )ωjeH

ω

cω−

1

cω

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ΩΩ

= tcth cc

ππ
sin)(

Tcc Ω=ω
πωπ <≤−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ΩΩ

== ncnTcTnTThnh cccc

π
ω

π
ω

ππ
sinsin)(][

Bibliografía: Opp 4.4

Problemas Opp: 4.12, 4.13, 4.20*, 4.22, 4.23, 4.24*, 4.25, 4.28*, 4.30, 4.31, 4.32, 
4.33, 4.34, 4.35, 4.37, 4.45, 4.49
Problemas Pro: 9.4, 9.5
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Cambio de la frecuencia de 
muestreo

)(txc

T

C/D
[ ]nx

T

D/C
)(txc

'T

C/D
[ ]nx'

[ ] )(nTxnx = [ ] )'(' nTxnx =

Bibliografía: Opp 4.6
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Reducción de la frecuencia de 
muestreo

[ ]nx
↓M

[ ] MTTnMTxnMxnx cd =⇒== ')(][

∑
∞

−∞=
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k

TTc
j kjX

T
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∞
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MTMTc

r
TTc

j
d rjX
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rjX

T
eX ))((1))((

'
1)( 2

'
2

'
πωπωω

[1.4] kMir +=
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−

=

−
−

=

∞
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1

0

1
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22 21))((11 M

i

j
M

i k
MTTMTc

M
i

MeX
M

ikjX
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πωππω

∞<<∞− k
10 −≤≤ Mi

(1.21)

(1.22)

Bibliografía: Opp 4.6



21

Curso 2009/2010 TDS EPS-San Pablo CEU 21

Reducción de la frecuencia de 
muestreo

)( ωjeX

0

T
1

π2π2− π4π4−

)( 2
ωjeX

0

T
1

π4π4−

T
1

π2π2−

)( 2 πω −jeX

)()()( )(
2
1

2
1 22 πω ωω −+= jjj

d eXeXeX

0

T2
1

π4π4− π2π2−

Bibliografía: Opp 4.6



22

Curso 2009/2010 TDS EPS-San Pablo CEU 22

Reducción de la frecuencia de 
muestreo

)( ωjeX

TΩ=ω
0

T
1

π2π2−

)( ωj
d eX

0

MT
1

π2π2−
MTT Ω=Ω= 'ω

TNN Ω=ω

NNN MT ωω =Ω= ''

[ ]nx
↓M

[ ]nx~ [ ] [ ]nMxnxd
~~ =LPF

Gª=1
Corte= M

π

Bibliografía: Opp 4.6

Problemas Opp: 4.9*, 4.14, 4.26, 4.36, 4.46
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Incremento de la frecuencia de 
muestreo

[ ]nx
↑L

[ ] LTTLnTxnx ci /')/( =⇒=

[ ] ∑
∞

−∞=

−=
⎩
⎨
⎧ ±±=

=
k

e kLnkx
resto

LLnLnx
nx ][][

0
,...2,,0]/[

δ ( ) ( )Lj

k

kLjj
e eXekxeX ωωω == ∑

∞

−∞=

][

(1.23)

(1.25)(1.24)

Bibliografía: Opp 4.6
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Incremento de la frecuencia de 
muestreo

)( ωjeX

TΩ=ω
0

T
1

π2π2−

)( ωj
e eX

0

T
1

π2π2−
LTT /' Ω=Ω=ω
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[ ]nx
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Gª=L
Corte= L

π

[ ]nxi

ππ−

Bibliografía: Opp 4.6
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Incremento de la frecuencia de 
muestreo

[ ]nx
↑L

[ ]nxe LPF
Gª=L
Corte= L

π

[ ]nxi

[ ] )(sin
L
ncnhi = [ ]

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ <−=

resto
Lnnh L

n

i 0
1

[ ] [ ] [ ] ∑
∞

−∞=

−=∗=
k

ieiei kLnhkLxnhnxnx ][][ (1.26)

(1.27)
(1.28)

Bibliografía: Opp 4.6
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Incremento de la frecuencia de 
muestreo

[ ] )(sin
L
ncnhi =

[ ]
⎪⎩

⎪
⎨
⎧ <−=

resto
Lnnh L

n

i 0
1

Interpoladores

[ ] 10 =ih

[ ] 0=kLhi

Ideal

Lineal

( )
2

2
1
2

)sin(
)sin(1
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

ω
ωω

L
j

i L
eH Distorsión en frecuencia

[1.27]

[1.28]

(1.29)

Bibliografía: Opp 4.6

Problemas Opp: 4.15, 4.27, 4.29, 4.39*
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Incremento de la frecuencia de 
muestreo

Respuesta en frecuencia del interpolador linea (caso L=5)
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Cambio de la frecuencia de 
muestreo por un factor racional

)(txc

T

C/D
[ ]nx

T

D/C
)(txc

'T

C/D
[ ]nx'

[ ] )(nTxnx = [ ] )'(' nTxnx =

L
MTT ='

Bibliografía: Opp 4.6
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Cambio de la frecuencia de 
muestreo por un factor racional

↑L
LPF
Gª=L
Corte= L

π

[ ]nx'[ ]nx
↓M

LPF
Gª=1
Corte= M

π

↑L
[ ]nx'[ ]nx

↓M
LPF
Gª=L
Corte= },min{ LM

ππ

Bibliografía: Opp 4.6

Problemas Opp: 4.16*, 4.17*, 4.18, 4.38*, 4.40*, 4.41, 4.42, 4.44, 4.51, 4.52, 
4.53, 4.54, 4.55, 4.58, 4.59, 4.60
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Implementación real

)(txc [ ]ny

T

C/D
[ ]nx

T

D/C( )ωjeH
)(tyc

)(txc [ ]nyBˆ

T

A/D

[ ]nxBˆ

T

D/A( )ωjeH

)(ˆ tyc

Anti-
aliasing

Sample
& Hold )(ˆ ΩjHr

T

)(txa )(0 tx )(ˆ tyDA

Presentación: http://www.ieee.org/web/membership/IEEEtv/about.html
(Analog to digital types)

Bibliografía: Opp 4.8
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Sample & Hold: zero-order hold

⎩
⎨
⎧ <<

=
resto

Tt
th

0
01

)(0

Se necesita mantener estable la entrada 
al conversor A/D para que éste pueda 
convertir correctamente a binario.

0 0( ) ( ) ( ) ( )a
n

x t h t x nT t nTδ
∞
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n
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⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Ω
Ω

=Ω
π

sin)(0

(1.30) (1.31)

(1.32)

T

A/DSample
& Hold

T

Bibliografía: Opp 4.8 
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RX

Cuantificación de la señal: A/D
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡
Δ

Δ==
][])[(][ˆ nxnxQnx

(2

][ˆ])[ˆ(][ˆ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
Δ

==
nxnxBnxB

[ ]nx

Q(x)

[ ]nx̂

B(x)

[ ]nxBˆ

simN
RX

=Δ

2(2
][ˆ])[ˆ(][ˆ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢+

Δ
==

NsimnxnxBnxB

(22/
][ˆ])[ˆ(][ˆ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛==

RX
nxnxBnxB

(1.33)

(1.34)

(1.35)

(1.36)

(1.37)

Bibliografía: Opp 4.8 

Ejercicio: implementar un cuantificador
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Cuantificación de la señal: A/D

National semiconductor ADC11L066CIVYX: 11-Bit, 66 MSPS, 450 MHz
Bandwidth A/D Converter with Internal Sample-and-Hold
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Error de cuantificación
[ ]nx

Q(x)

[ ]nx̂

Δ

][][ˆ][ nxnxne −=

2][ Δ≤ne

2][ Δ>ne2][ Δ>ne

•El error es un proceso aleatorio estacionario
•Está incorrelado con la señal de entrada
•Es un proceso incorrelado
•Tiene una distribución “uniforme”

[ ]nx [ ]nx̂

][ne

+

12

2
2 Δ
=euσ

( )
12

2

10
12

2

102

2

10 22 log10log10log10
simN

RX

xx

e

xSNR σσ
σ
σ

===
Δ

x
sim

RXN
σ1010 log20log208.10 −+≈

2
+eσ

2
−eσ

}Pr{}Pr{}Pr{ 2222
++−− ∈+∈+∈= RxRxRx eueuee σσσσ

(1.38)

(1.39)

(1.40)

(1.41)
[1.39]

(1.42)

x

RXB
σ10log2002.68.10 −+=

Bibliografía: Opp 4.8 

Ejercicio: Comprobar que el error de cuantificación tiene una distribución 
uniforme y que está incorrelado consigo mismo y con la señal.
Ejercicio: Estudiar la influencia de la relación RX/sigma_x sobre la SNR

Problemas Pro: 1.16
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Conversión D/A
][ˆ nyB

Δ

[ ]nŷ

T

Conversión de 
secuencia discreta 

en tren de 
impulsos

)(0 th×
)(ˆ tyDA)(ˆ ty

0 0 0ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) [ ] ( ) [ ] ( )DA B
n n

y t h t y t h t y n t nT y n h t nTδ
∞ ∞

=−∞ =−∞

= ∗ = ∗ Δ − = −∑ ∑

)(ˆ tyc
)(ˆ ΩjHr

( ) )(ˆ)(ˆ
0 Ω=Ω Ω jHeYjY Tj

DA

( ) ( ) )(ˆ)(ˆ)(ˆ)(ˆ
0 Ω=ΩΩ=Ω ΩΩ jHeYjHjHeYjY r

Tj
r

Tj
c

=
Ω
Ω

=Ω
)(
)()(ˆ

0 jH
jHjH r

r
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
<Ω⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Ω
Ω ΩΩ

Ω
−

resto

ec ss
j

s

0

sin 2
1

π

[1,30,1.32]

(1.43)

(1.44)

(1.45)

∑
∞

−∞=

−Δ=
n

B nTtnyty )(][ˆ)(ˆ δ

Bibliografía: Opp 4.8 

Ejercicio: Implementar este sistema
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Conversión D/A

)(0 ΩjH

)( ΩjHr

)(
)(

0 Ω
Ω
jH
jHr

)(ˆ ΩjYDA

( )TjeYT Ωˆ

Bibliografía: Opp 4.8
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Procesado digital: A/D+filtro+D/A
)(txc [ ]nyBˆ

T

A/D

[ ]nxBˆ

T

D/A( )ωjeH

)(ˆ tyc

Anti-
aliasing

Sample
& Hold )(ˆ ΩjHr

T

)(txa )(0 tx )(ˆ tyDA

)()()( ΩΩ=Ω jXjHjX caaa

)()()( 00 ΩΩ=Ω jXjHjX a

∑
∞

−∞=

−=
k

TT
j kjX

T
eX ))((1)( 2

0
πωω

)()()(ˆ ωωω jjj eEeXeX +=

)(ˆ1)(ˆ ωω jj
B eXeX

Δ
=

)(ˆ)()(ˆ ωωω j
B

jj
B eXeHeY =

( ) )(ˆ)(ˆ
0 ΩΔ=Ω Ω jHeYjY Tj

BDA

( ) )(ˆˆ)(ˆ ΩΩ=Ω jHjYjY rDAc

[1.4]

[1.38]

[1.35]

[1.44]

Bibliografía: Opp 4.8
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Procesado digital: A/D+filtro+D/A
)(txc [ ]nyBˆ

T

A/D

[ ]nxBˆ

T

D/A( )ωjeH

)(ˆ tyc

Anti-
aliasing

Sample
& Hold )(ˆ ΩjHr

)(txa )(0 tx )(ˆ tyDA

( )0
ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )j T
c r aa cY j H j H j H e H j X j E jΩΩ = Ω Ω Ω Ω + Ω

( ) 22

0 )()(ˆ)( e
Tj

re eHjHjHjS σΩΩΩ=Ω

(1.50)

(1.51)

Bibliografía: Opp 4.8

Problemas Opp: 4.43, 4.56
Problemas Pro: 9.15
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Conversión D/A
Sample & Hold: 1st order

∑
∞

−∞=

−=
n

DA nTthnyty )(][ˆ)(ˆ 1

TntnTnTt
T

nynynytyDA )1()(]1[ˆ][ˆ][ˆ)(ˆ +<≤−
−−

+= β

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
<≤−
<≤+

=
resto

TtT
Tt

th T
t
T
t

0
21

01
)(1

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Ω
Ω

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Ω
Ω

++−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Ω
Ω

=Ω Ω
Ω

−
s

j

sss

ecjcTjH
π

ββ sin11sin)(1

)( ΩjHr

0=β
1.0=β

1=β

(1.46)

(1.47)

(1.48)

(1.49) [1.31]

Bibliografía: Opp 4.8

Problemas Opp: 4.57
Problemas Pro: 9.14
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Muestreo de señales paso banda

Ω

0

1

cΩ

1

cΩ−

)( ΩjX c

Nc Ω+Ω

!)!(2 Ncs Ω+Ω≥Ω

Solución: Muestrear el equivalente paso bajo

ttxttxtx cscc Ω−Ω= sin)(cos)()([0.153]

Nc Ω−Ω

El ancho de banda de la señal 
equivalente paso bajo es         .
La idea es muestrear la componente 
en fase y en cuadratura por separado

NΩ

Supongamos que ( )NNc k Ω=Ω+Ω 2

)2(2 Ns Ω=Ω

Nyquist

(1.52)
(1.53)

Bibliografía: Proakis 9.1

Hacer aquí Opp 4.21
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Muestreo de señales paso banda
ttxttxtx cscc Ω−Ω= sin)(cos)()(

=Ω−Ω== nTnTxnTnTxnTxnx cscc sin)(cos)()(][
( )NNc k Ω=Ω+Ω 2

TNs
π2)2(2 =Ω=Ω

( ) ( ) =−= −−
2

12
2

12 sin)(cos)( k
s

k
c nnTxnnTx ππ

1

( ')( 1) 2
( 1) ( ' )( 1) 2 1

m
c

k m
s

x mT n m
x mT T n m+

⎧ − =
= ⎨

− − − = −⎩

0

T

T’=2T

t

Ns Ω=Ω 2'

[0.153]

(1.54)

[1.52,1.53]

(1.55)

m=0 m=0 m=1 m=1 m=2 m=2

( )NNc k Ω=Ω+Ω 2

TNs
π2)2(2 =Ω=Ω

12 −
Ω

=Ω
k

c
N

TN 2
π

=Ω

2
12

212
−=Ω⇒=

−
Ω k

c
c T

Tk
ππ

Bibliografía: Proakis 9.1
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Muestreo de señales paso banda
Reconstrucción de cada una de las componentes

0

T

T’=2T

t

( )∑
∞

−∞=

−=
m

rcc mTthmxtx '][)( ( )∑
∞

−∞=

+−=
m

rss TmTthmxtx )'(][)(

0)1](0[]0[ −= cxx
1)1](0[]1[ +−= k

sxx
1)1](1[]2[ −= cxx

11)1](1[]3[ ++−= k
sxx

2)1](2[]4[ −= cxx
12)1](2[]5[ ++−= k

sxx
m

c mxmx )1](2[][ −= 1)1](12[][ ++−+= km
s mxmx(1.56) (1.57)

(1.58) (1.59)

Bibliografía: Proakis 9.1



43

Curso 2009/2010 TDS EPS-San Pablo CEU 43

Muestreo de señales paso banda
=Ω−Ω= ttxttxtx cscc sin)(cos)()(

( ) =Ω+−−Ω−= ∑
∞

−∞=m
crscrc tTmTthmxtmTthmx sin))'((][cos)'(][

( )=Ω+−−+−Ω−−= ∑
∞

−∞=

++

m
cr

km
cr

m tTmTthmxtmTthmx sin))'(()1](12[cos)'()1](2[ 1

( ) =+−Ω+−+−−Ω−= ∑
∞

−∞=m
crcr TmtTmthmxmTtmTthmx ))12((cos)))12((]12[)2(cos)2(]2[

)(cos)(][ nTtnTthnx c
n

r −Ω−= ∑
∞

−∞=
Suponiendo que ( )NNc k Ω=Ω+Ω 2

[0.153,1.58,1.59]

[1.52]

(1.60)

2
12 −=Ω k

cT π

bababa sinsincoscos)cos( +=+

Bibliografía: Proakis 9.1
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Muestreo de señales paso banda

1

)( ΩjX c

Nc Ω+Ω

Supongamos que kBNc =Ω+Ω

Ω

0 cΩ

1

)( ΩjX c

Nc Ω+Ω

Supongamos que kBNc ≠Ω+Ω

B

⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢ Ω+Ω

=
B

k Nc

k
B Nc

N
Ω+Ω

=Ω= '2'
Ω

0 cΩ

1

)( ΩjX c

Nc Ω+Ω

'B

''' kBNc =Ω+Ω

Entonces

)2(4)2(2 '
NsN Ω<Ω≤Ω

(1.61)

(1.62)

(1.63)

(1.64)

(1.65)

Bibliografía: Proakis 9.1

Problemas Pro: 9.1, 9.2, 9.3, 9.13
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Aplicaciones del oversampling:
Filtros antialiasing

)(txc

2
11 N

N

T
MMT == Ω

π

C/D

[ ]nx̂

Anti-
aliasing

)(txa

↓M

[ ]nxd

LPF
Gª=1
Corte= M

π

)( ΩjX c

Ω
NΩNΩ−

1

)( ΩjHaa

)( ΩjX a

Ω
NΩNΩ−

1

( )ωjeX̂

ω

NωNω−

T
1

π2

( )ωj
d eX

ω

MT
1

π2

Bibliografía: Opp 4.9
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Aplicaciones del oversampling:
Reducción del ruido de muestreo

2
11 N

N

T
MMT == Ω

π

C/D

[ ]nx

Q(x)

)(txa

↓M

[ ]nxd

LPF
Gª=1
Corte= M

π

[ ]nx̂

( )2ωjeX

ω

NωNω−

2
1

T

π2

( )2ωj
d eX

ω

( )2
1

MT

π2

( )2ˆ ωjeX

ω

NωNω−

2
1

T

π2

12
2 2Δ=eσ

M
e
2σ

[ ] ]}[{}{ 22 nxEnxE d =

[ ] ]}[{}{ 212 neEneE Md =

(1.66, 1.67)

Bibliografía: Opp 4.9
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Aplicaciones del oversampling:
Noise shaping

TN

N

T
MM ==Ω 2
11π

C/D

[ ]nx

Q(x)

)(txa

↓M

[ ]nxd

LPF
Gª=1
Corte= M

π

[ ]nx̂

+ 11
1

−− z
+

1−z

−

T

C/D

[ ]nx)(txa

↓M

[ ]nxd

LPF
Gª=1
Corte= M

π

[ ]nx̂

+ 11
1

−− z
+

1−z

−
+

[ ]ne

Bibliografía: Opp 4.9
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Aplicaciones del oversampling:
Noise shaping

T

C/D

[ ]nx)(txa

↓M

[ ]nxd

LPF
Gª=1
Corte= M

π

[ ]nx̂

+ 11
1

−− z
+

1−z

−
+

[ ]ne

)(
1

1))(ˆ)(()(ˆ
1

1 zE
z

zXzzXzX +
−

−= −
−

)()1()()(ˆ 1 zEzzXzX −−+=

]['][]1[][][][ˆ nenxnenenxnx +=−−+=
22

' 2 ee σσ =

( ) ( ) 22
2

22

' sin21 ee
jj

e eeS σσ ωωω =−= −

(1.68)

(1.69)

(1.70)
(1.71)

Bibliografía: Opp 4.9

Problemas Opp: 4.61, 4.62
Problemas Pro: 9.8
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Resumen

• Muestreo periódico (D/C y C/D)
• Procesado discreto de señales continuas
• Cambio del periodo de muestreo
• Conversión D/A y A/D
• Muestreo de señales paso banda
• Aplicaciones del oversampling
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Tema 2 – Transformada Z y 
análisis transformado de 

sistemas LTI
Carlos Óscar Sánchez Sorzano

4º Ing. Telecomunicación
EPS – Univ. San Pablo – CEU

Bibliografía: Oppenheim I (Cap. 10), Oppenheim II (Cap. 3), Proakis (Cap. 3)
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2

Funciones propias de los sistemas 
LTI

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] )( 000000 zHzzkhzzkhknhzknhkxny n

k

kn

k

kn

k

k

k
===−=−= ∑∑∑∑

∞

−∞=

−
∞

−∞=

−
∞

−∞=

∞

−∞=

[ ] nznx 0=

[ ] ∑=
k

n
kk zanx [ ] ∑=

k

n
kkk zzHany )(

[0.46]

[0.47]

[ ] )( 00 zHzkh
k

k =∑
∞

−∞=

−

Bibliografía: Oppenheim 2.6
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3

Transformada Z
[ ]∑

∞

−∞=

−=
n

nznxzX )(

ωjrez = [ ] }][{)( n

n

njn rnxTFernxzX −
∞

−∞=

−− == ∑ ω
ωjez

zXnxTF
=

= )(]}[{

}Re{z

}Im{z

1=z

La transformada Z de          converge en z 
si la transformada de Fourier de 
converge, es decir,

][nx
nrnx −][

0z
0: zzz =∀

Si converge para      , entonces converge
para               . Esto define una región de 
convergencia (ROC).

La transformada de Fourier converge, si 
la ROC incluye al círculo unidad.

X(z) y todas sus derivadas son 
continuas dentro de la ROC.

∞<∑
∞

−∞=

−

n

nrnx ][

Bibliografía: Oppenheim II 3.1, Proakis 3.1
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Transformada Z
Ejemplo:

][][ nuanx n= ( )∑∑
∞

=
−

−
∞

−∞=

−

−
===

0
1

1

1
1][)(

n

n

n

nn

az
azznuazX

azaz >⇒<− 11Si

}Re{z

}Im{z

1=z

a

Se llaman polos a aquellos 
puntos para los que                .
Se llaman ceros a aquellos 
puntos para los que                .

∞=)(zX

0)( =zX

Bibliografía: Oppenheim II 3.1, Proakis 3.1
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Transformada Z
Ejemplo:

]1[][][ −−+= nubnuanx nn

( ) ( ) 11
0

1

1'

'1

0

1

1
1

1
1)( −−

∞

=

−
∞

=

−
∞

=

−
−

−∞=

−

−
+

−
−=+=+= ∑∑∑∑ azbz

azzbzazbzX
n

n

n

n

n

nn

n

nn

azaz >⇒<− 11Si

bzzb <⇒<− 11Si

Caso 1: ab < No existe X(z)

Caso 2: ab = No existe X(z)

Caso 3: ab > Existe X(z) para bza <<

Bibliografía: Oppenheim II 3.1, Proakis 3.1

Ejemplo: Proakis, pp 160

Problemas Opp: 3.1*, 3.2*, 3.24
Problemas Pro: 3.1
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Transformada Z
Polos y ceros de una transformada racional

∏

∏

∑

∑

∑

∑

∑

∑

=

−

=

−

=

−

=

−

−

=

−

=

−

−

−

=

−

=

−

−

−
===== N

k
k

M

k
k

N

k

kN
k

M

k

kM
k

MN
N

k

kN
k

M

k

kM
k

N

M

N

k

k
k

M

k

k
k

zp

zz

a
b

za

zb
z

za

zb

z
z

za

zb

zQ
zPzX

0

1

0

1

0

0

0

0

0

0

0

0

)1(

)1(

)(
)()(

(N-M) ceros ó (M-N)
polos en el origen

M ceros fuera del origen
N polos fuera del origen

Bibliografía: Oppenheim II 3.1, Proakis 3.1, Proakis 3.3
Problemas Pro: 3.21
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Relación con la TF

ωjez
zXnxTF

=
= )(]}[{• Cuidado con

Ejemplo:

)(sin][ ncnx cc
π
ω

π
ω= )(][: zXrnxr

n

n ¬∃⇒∞<¬∃ ∑
∞

−∞=

−

¡pero la TF tiende en sentido L2 a una función 
periódica discontinua!

Ejemplo:

)cos(][ 0nnx ω=

En estos casos no se debe pensar en la TF como la evaluación de la TZ 
en el círculo unidad.

ω
ωωω

jezz
jjj XzXeXeXeX

=
== )()()()()( *

1**2
•
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Propiedades de la ROC
•La ROC se compone de regiones anulares centradas en el origen del 
plano z.
•La ROC no contiene ningún polo
•Si x[n] es de duración finita entonces la ROC es todo el plano z salvo con 
posible excepción de z=0 y/o z=∞.

ROC⊄∞},0{ROC⊄∞}{ ROC⊄}0{

Bibliografía: Oppenheim 3.2, Proakis 3.1
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Propiedades de la ROC

0r
}Re{z

}Im{z

0r }Re{z

}Im{z

0r

}Re{z

}Im{z

Bibliografía: Oppenheim 3.2, Proakis 3.1
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Propiedades de la ROC
Ejemplo:

⎩
⎨
⎧ <≤

=
resto

Nna
nx

n

0
0

][

az
az

z
z

az
azzX

NNNN

−
−

=
−

−
= −

−

−

−

11

1

1
)(1)(

ROC⊄}0{ 0r }Re{z

}Im{z

Bibliografía: Oppenheim 3.2, Proakis 3.1

Ejercicio: representar los polos y ceros de una transformada Z
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Propiedades de la ROC
•Si X(z) es racional, entonces su 
ROC está delimitada por polos o se 
extiende hasta el infinito.
•Si X(z) es racional y x[n] está
acotada por la izquierda, entonces la 
ROC se extiende desde el polo más 
externo hacia el infinito. Si además 
x[n] es causal, entonces el infinito 
está incluido en la ROC.
•Si X(z) es racional y x[n] está
acotada por la derecha, entonces la 
ROC se extiende desde el origen 
hasta el polo más interno. Si además 
x[n] es anticausal, entonces el origen 
está incluido en la ROC.

)(
)()(

zQ
zPzX =

}Re{z

}Im{z

}Re{z

}Im{z

Bibliografía: Oppenheim 3.2, Proakis 3.1

Problemas Opp: 3.8*, 3.10*, 3.11*, 3.46
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Propiedades de la ROC
Ejemplo:

( )( )11 11
1)( −− −−

=
bzaz

zX

}Re{z

}Im{z

ba <<1

a b
2 }Re{z

}Im{z

a b
2 }Re{z

}Im{z

a b
2

}Re{z

}Im{z

a b
2

1=z

Esta es la ROC porque es la 
única para la que la TF converge

Bibliografía: Oppenheim 3.2, Proakis 3.1

Ejercicio: realizar la TZ inversa de X(z) con cada una de las ROC

Problemas Opp: 3.4*, 3.12, 3.15, 3.48
Problemas Pro: 3.5, 3.20, 3.44, 3.51, 3.53
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Propiedades de la TZ
Linealidad [ ] [ ]nBynAx + )()( zBYzAX +

Desplazamiento en el tiempo [ ]0nnx − 0)( nzzX −

Escalado en el dominio z [ ] njenx 0ω )( 0 zeX jω−

Al menos yx ROCROC ∩

ROC salvo la adición o 
substracción del origen

ROC
[ ] nznx 0 ( )

0z
zX

=ROCz0

Inversión en el tiempo [ ]nx − )( 1−zX
1−ROC

TF:Desplazamiento en frecuencia

{ }ROCzzCz ∈∈ 0/:

Bibliografía: Proakis 3.2, Oppenheim 3.4

Problemas Pro: 3.9
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Propiedades de la TZ

Conjugación [ ]nx*

Upsampling [ ] [ ]
⎩
⎨
⎧ =

=
resto

mknmnx
nxm 0

/

Convolución [ ] [ ]nynx ∗

)( ** zX

)( mzX

)()( zYzX

mROC /1

ROC

Al menos yx ROCROC ∩

Parte real [ ]}Re{ nx ))()(( **
2
1 zXzX +
ROCAl menos

Parte imaginaria [ ]}Im{ nx ))()(( **
2
1 zXzXj −
ROCAl menos

Downsampling [ ] ][nmxnxm = ∑
−

=

−
1

0

1 )(
21

m

k

j
m

m
k

mezX
π

mROC

Bibliografía: Proakis 3.2, Oppenheim 3.4 

Problemas Opp: 3.3, 3.7*, 3.9*, 3.16, 3.18, 3.19*, 3.20*, 3.21, 3.22, 3.31, 3.34
Problemas Pro: 3.2, 3.3, 3.4, 3.7*, 3.8, 3.16, 3.27
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Propiedades de la TZ

Diferenciación en frecuencia [ ]nnx
dz

zdXz )(
−

ROC
Tma. del valor inicial

Si                           , entonces[ ] 0,0 <∀= nnx [ ] )(lim0 zXx
z ∞→

=

Diferencia finita [ ] [ ]1−− nxnx ( ) )(1 1 zXz−−

Al menos }0{ >∩ zROC

Integración [ ]∑
−∞=

n

k
kx )(

1
1

1 zX
z−−

Al menos }1{ >∩ zROC

Si                           , entonces[ ] 0,0 >∀= nnx [ ] )(lim0
0

zXx
z→

=
ROC∈∞
ROC∈0

Bibliografía: Proakis 3.2, Oppenheim 3.4

Problemas Opp: 3.37, 3.54
Problemas Pro: 3.6*, 3.10, 3.52, 3.54
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Propiedades de la TZ
Correlación [ ] [ ]lylxlrxy ∗−=][ )()( 1 zYzX −

Al menos yx ROCROC ∩

Multiplicación [ ] [ ]nynx * ( )( ) dvvvzYvX
Cj

11***
2
1 )( −−

∫π

Al menos yuxuylxl rrzrr <<
)()( 1−∩⊂

zYzX ROCROCC

Relación de Parseval [ ] [ ]=∑
∞

−∞=n

nynx * ( )( ) dvvvYvX
Cj

11**
2
1 )( −−

∫π

)()( 1−∩⊂ zYzX ROCROCC

Bibliografía: Proakis 3.2, Oppenheim 3.4

La relación de Parseval sale de la regla de multiplicación particularizada para 
z=1

Problemas Opp: 3.17, 3.32, 3.33, 3.40, 3.41, 3.42, 3.47, 3.50, 3.51*
Problemas Pro: 3.13*, 3.18, 3.22, 3.28, 3.30*, 3.35, 3.42, 3.43, 3.49, 3.50
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Algunas TZs
[ ]nuan

11
1

−− az

na
111 1

1
1

1
−−− −

−
− zaaz

[ ]nunan

( )21

1

1 −

−

− az
az

za <

[ ]1−−− nuan
11

1
−− az

az <

az
a

<<
1

za <

[ ]1−−− nunan

( )21

1

1 −

−

− az
az az <

[ ]0nn −δ 0nz−

⎩
⎨
⎧

<∞−
>−

0}{
0}0{

0

0

nC
nC

[ ]1)1( ++ nuan n

( )211
1

−− az
za <

Bibliografía: Proakis 3.3, Oppenheim 3.1
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Algunas TZs
( ) [ ]nunrn

0cosω 221
0

1
0

)cos2(1
)cos(1

−−

−

+−
−

zrzr
zr

ω
ω

zr <

( ) [ ]nunrn
0sinω 221

0

1
0

)cos2(1
)sin(

−−

−

+− zrzr
zr

ω
ω

zr <

[ ] ])[( Nnunuan −− 11
1

−

−

−
−

az
za NN

z<0

[ ]nunrn
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +

0

0

sin
)1(sin

ω
ω

221
0 )cos2(1
1

−− +− zrzr ω zr <

( ) [ ]nunrn )cos( 0 φω + 221
0

1
0

)cos2(1
))cos((cos

−−

−

+−
−−

zrzr
zr

ω
φωφ

zr <

Bibliografía: Proakis 3.3, Oppenheim 3.1
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Transformada Z inversa

• Directa

• Inspección

• Expansión en fracciones parciales

• Expansión en serie de potencias

∫ −= dzzzX
j

nx n 1)(
2
1][
π

Integral de línea para alguna circunferencia                               
recorrida en sentido contrario a las agujas del reloj.

ROCzzz ∈= 00 :

Bibliografía: Oppenheim 3.3, Proakis 3.4
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Transformada Z inversa

• Directa
[ ]∑

∞

−∞=

−=
n

nznxzX )(

}Re{z

}Im{z

C

=−==⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
= ∑∑ ∫∫ ∑∫

∞

−∞=

∞

−∞=

−−−
∞

−∞=

−−

kk
C

kn

C

n

k

k

C

n knjkxdzzkxdzzzkxdzzzX ][2][][][)( 111 δπ

][2 nxj π= ROCC ⊂ Tma. integral 
de Cauchy

( )∫ ⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
−

−

−

−
C

zdz
zfd

k
kj Cdefueraz

Cdedentrozdz
zz
zf k

k

0

0
)(

)!1(
1

0
2
1

0
)(

01

1

π

Si ∞≠)( 0zf

Bibliografía: Oppenheim 3.3, Proakis 3.4

Multiplico por los dos lados por z^(n-1) e integro en C. C se recorre en sentido 
contrario a las agujas del reloj. Como C está en la ROC la suma converge y se 
puede intercambiar la suma con la integral. Ejercicio: demostrar que la aplicación 
del teorema integral de Cauchy a la integral dada da una delta.
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Transformada Z inversa

• Directa

∑∑ ∫∫ ∑∫
===

=
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
N

i
ii

N

i
C

i

i
jC

N

i i

i
jCj zAdz

zz
zAdz

zz
zAdz

zg
zf

11
2
1

1
2
1

2
1 )()()(

)(
)(

πππ

Suponiendo que todos los polos son distintos

)(
)()()(

zg
zfzzzA ii −=

1

1
( ) ( )

i

N
n

i z z
i

z z X z z −
=

=

−∑

Residuo del polo i Suma de los 
residuos de 
todos los polos

11
2[ ] ( ) n

j C
x n X z z dzπ

−= =∫

Bibliografía: Oppenheim 3.3, Proakis 3.4
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Transformada Z inversa

• Directa

∑∫
=

=−

−

−=
N

i
zzm

i
m

mCj ii

i

i dz
zAddz

zg
zf

1
1

1

)!1(
1

2
1 )(

)(
)(

π

Suponiendo que hay polos de multiplicidad múltiple

)(
)()()(

zg
zfzzzA k

iik −=

∑
=

=−

−−

−

−
=

N

i
zzm

nm
i

m

m ii

ii

i dz
zzXzzdnx

1
1

11

)!1(
1 )()(][

Suma de los 
residuos de 
todos los polos

Bibliografía: Oppenheim 3.3, Proakis 3.4 
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Transformada Z inversa
• Directa

Ejemplo: 11
1)( −−

=
az

zX ∫∫ −
=

−
= −

−

C

n

C

n

dz
az

z
j

dz
az

z
j

nx
ππ 2

1
12

1][ 1

1

Caso 1: ∞≠∀⇒≥ nzzn :0
n

az azAnx == =)(][ 1

Caso 2: ∞==⇒< nzzn :00 Polo de orden n

1−=n

011
)(

1
2
1][ 0 =−

+=
−

= ==∫ zazC azz
dz

azzj
nx

π

n
n

z
az

zazzA =
−

−= )()(1

zazz
azzA 1

)(
1)()(1 =
−

−=

azazz
zzA

−
=

−
=

1
)(

1)(2

za <

Bibliografía: Oppenheim 3.3, Proakis 3.4
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Transformada Z inversa
• Directa

Ejemplo: 11
1)( −−

=
az

zX ∫∫ −
=

−
= −

−

C

n

C

n

dz
az

z
j

dz
az

z
j

nx
ππ 2

1
12

1][ 1

1

Caso 2:

2−=n
=

−
= ∫C dz

azzj
nx

)(
1

2
1][ 2π221

1
)(

1)()(
zazz

azzA =
−

−=

azazz
zzA

−
=

−
=

1
)(

1)( 2
2

2

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+= == 02

11
zaz azdz

d
z

0
)(

11
022 =

−
−= == zaz azz

Bibliografía: Oppenheim 3.3, Proakis 3.4 

Ejercicio: calcular x[n] para n=-3

Problemas Opp: 3.38, 3.39, 3.57
Problemas Pro: 3.29, 3.56, 3.57, 3.58
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Transformada Z inversa

• Inspección

Ejemplo:

=
−+

=
−+

= −−

−

−−

−

1
2
12

4
1

1
2
1

12
4
1

1

21
2

1
)(

zz
z

zz
zzX z<2

1

21
2
1

1
2
1

)1(
2

−

−

−
−

−=
z
z

( ) ][][ 2
1 nunnx n=

Ejemplo: 11
1)( −−

=
az

zX ][][ nuanx n=
za <

Bibliografía: Oppenheim 3.3, Proakis 3.4 

Problemas Opp: 3.5*, 3.13
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Transformada Z inversa

Ejemplo:

( )( ) 1
2
1

2
1

4
1

1
1

2
11

4
1 1111

1)( −−−− −
+

−
=

−−
=

z
K

z
K

zz
zX z<2

1

( ) 1
)1(

1)()1(
4
1

4
1 1

2
1

1
4
1

1 −=
−

=−= =−=
−

zz z
zXzK

( ) 2
)1(

1)()1(
2
1

2
1 1

4
1

1
2
1

2 =
−

=−= =−=
−

zz z
zXzK

1
2
11

4
1 1

2
1

1)( −− −
+

−
−=

zz
zX z<2

1 ( ) ( ) ][2][][ 2
1

4
1 nununx nn +−=

• Expansión en fracciones parciales

Bibliografía: Oppenheim 3.3, Proakis 3.4

Problemas Opp: 3.6*, 3.14*, 3.23, 3.35, 3.36, 3.43*, 3.44, 3.45
Problemas Pro: 3.24, 3.25, 3.26, 3.33, 3.37, 3.38*, 3.39, 3.40*, 3.41, 3.45, 3.46, 
3.47, 3.48, 3.55
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Transformada Z inversa

Ejemplo:

=−+−= −−− )1)(1)(1()( 111
2
12 zzzzzX },0{ ∞−C1

2
1

2
12 1 −+−− zzz

]1[][]1[]2[][ 2
1

2
1 −+−+−+= nnnnnx δδδδ

Ejemplo:

( )∑
∞

=

−
+− −=+=

1

11 1)1log()(
n

nn
n

n
zaazzX za <

( ) ( ) ( )
1

1 1

1

1 1[ ] 1 [ ] 1 [ 1]
0 0

n
nk n

k n

k

a na ax n n k u nnk nn
δ

+∞
+ +

=

⎧
− ≥⎪= − − = = − −⎨

⎪ ≤⎩
∑

• Expansión en serie de potencias

Bibliografía: Oppenheim 3.3, Proakis 3.4
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Transformada Z inversa

Ejemplo:

• Expansión en serie de potencias

...1
1

1)( 221
1 +++=

−
= −−

− zaaz
az

zX

1 11 −− az

...1 221 +++ −− zaaz
11 −+− az
1−az

221 −− +− zaaz
22 −za
… ][...]2[]1[][][ 2 nuananannx n=+−+−+= δδδ

a }Re{z

}Im{z

Decreciente

Bibliografía: Oppenheim 3.3, Proakis 3.4

Problemas Opp: 3.25, 3.26, 3.27, 3.28, 3.29
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Transformada Z inversa

Ejemplo:

• Expansión en serie de potencias

...
1

1)( 221
1 −−−=

−
=

−
= −−

− zaza
az

z
az

zX

z za +−

...221 −−− −− zaza
21zaz −+−
21za−

3221 zaza −− +−
32za−

… ]1[...]2[]1[][ 21 −−−=−+−+−= −− nuanananx nδδ

a
}Re{z

}Im{z

Creciente

Bibliografía: Oppenheim 3.3, Proakis 3.4

Problemas Pro: 3.12, 3.14*, 3.15, 3.19, 3.23
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Resumen

• Definición de la Transformada Z
• Relación con la Transformada de Fourier
• Propiedades de la ROC
• Propiedades de la Transformada Z
• Algunas transformadas Z
• Transformada Z inversa:

– Directa
– Inspección
– Expansión en serie de potencias

Problemas Opp: 3.49, 3.52, 3.53, 3.55, 3.56
Problemas Pro: 3.36
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Tema 3 – Análisis de Sistemas 
LTI en el dominio transformado

Carlos Óscar Sánchez Sorzano
4º Ing. Telecomunicación

EPS – Univ. San Pablo – CEU

Oppenheim II (Cap. 5), Proakis (Cap. 4)

Probl Opp: 5.1, 5.6, 5.28, 5.29, 5.30, 5.33, 5.71
Probl Pro: 4.83*, 4.84, 4.92, 4.93
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Introducción

• http://video.google.es/videoplay?docid=67
26953938324261715
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Filtros ideales

πω << c0

⎩
⎨
⎧ ≤

=
resto

eH cj
lp 0

1
)(

ωωω πωπ <≤− ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ncnh cc

lp π
ω

π
ω sin][

Filtros Paso Bajo (Low Pass Filters)

Son filtros no causales y con respuesta impulsional infinita.

πω << c0
)(1)( ωω j

lp
j

hp eHeH −= ][][][ nhnnh lphp −= δ

Filtros Paso Alto (High Pass Filters)
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Filtros realizables

∏

∏

∑

∑

∑

∑

∑

∑

=

−

=

−

=

−

=

−

−

=

−

=

−

=

−

=

−

−

−
===== N

k
k

M

k
k

N

k

kN
k

M

k

kM
k

MN
N

k

kN
k

M

k

kM
k

M

N

N

k

k
k

M

k

k
k

zp

zz

a
b

za

zb
z

za

zb

z
z

za

zb

zX
zYzH

0

1

0

1

0

0

0

0

0

0

0

0

)1(

)1(

)(
)()(

∑∑
=

−

=

− =
M

k

k
k

N

k

k
k zXzbzYza

00
)()(∑∑

==

−=−
M

k
k

N

k
k knxbknya

00
][][

Ejemplo:

2
8
31

4
5

21

1
4
31

2
1

21

1
21

)1)(1(
)1()( −−

−−

−−

−

++
+−

=
++

−
=

zz
zz

zz
zzH

]2[]1[2][]2[]1[][ 8
3

4
5 −+−−=−+−+ nxnxnxnynyny

]2[]1[]2[]1[2][][ 8
3

4
5 −−−−−+−−= nynynxnxnxny

Ejercicio: Implementar este filtro y compararlo con la salida de la función filter de 
MATLAB
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Filtros definidos por ecuaciones en 
diferencias de coeficientes constantes

Una ecuación en diferencias no define de forma única la respuesta al impulso 
del sistema. Por ejemplo,

∑∑
==

−=−
M

k
k

N

k
k knxbknya

00
][][ ∑∑

==

−=−
M

k
k

N

k
k knbknha

00
][][ δ

sea n
k

N

k
k pAnh ∑

=

=
1

][' donde

0]['
0

=−∑
=

N

k
k knha

, entonces

∑∑
==

−=−+−
M

k
k

N

k
k knbknhknha

00
][])['][( δ

jik
m

k

N

m
m ppRApa ≠∈=−

=
∑ ,,0

0

y

Es decir, hay N coeficientes indeterminados kA , que pueden ser fijados por medio

de condiciones iniciales ][],...,2[],1[ Nyyy −−− ][],...,2[],1[ Nyyysi es causal ó
si es anticausal.

Bibliografía: Oppenheim 5.2, Proakis 3.6

Pág 37, Opp II. Ejercicio: Comprobar que la suma justo a la derecha es 
efectivamente 0.

Probl Opp: 5.2, 5.7
Probl Pro: 4.45, 4.46, 4.91
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Respuesta al impulso de un 
sistema racional

∑∑
∑

∑
=

−

−

=

−

=

−

=

−

−
+==

N

k
k

k

k
NM

k

k
kN

k

k
k

M

k

k
k

zp
AzB

za

zb
zH

10

0

0

1
)(

Expansión en fracciones parciales

∑∑
=

−

=

+−=
N

k

n
kk

NM

k
k nupAknBnh

10

][][][ δ

FIR IIR
sólo si M≥N

Ejemplo:

1

)1(1

0 1
1)( −

+−+

=

−

−
−

==∑ az
zazazH

MMM

n

nn

])1[][(][ −−−= Mnunuanh n

Mjjj
k

MMM aeaeaez 1
2

1
2

1
2

,...,, 10 +++=
πππ

)1(0,...,0,0 += Mpk

0=kz

apk =

Polos en 
el origen

Polos fuera 
del origen

Bibliografía: Oppenheim 5.2 , Proakis 3.6

Probl Opp: 5.3*, 5.4
Probl Pro: 4.47, 4.48
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Respuesta de un sistema racional

∑∑
=

−
=

− −
+

−
===

L

k k

k
N

k k

k

zq
Q

zp
A

zQ
zN

zA
zBzXzHzY

1
1

1
1 11)(

)(
)(
)()()()(

El sistema está
inicialmente en 
reposo.

No se producen 
cancelaciones 
polo-cero. Polos del 

sistema
Polos de la 
entrada

Respuesta 
natural

Respuesta 
forzada

∑∑
==

+=
L

k

n
kk

N

k

n
kk nuqQnupAny

11

][][][

Respuesta 
transitoria

Régimen 
permanente

Bibliografía: Oppenheim 5.2 , Proakis 3.6

No todas las X se pueden expresar como un cociente. Pero supongamos que 
ésta sí. Si el sistema no estuviese inicialmente en reposo debería usarse la TZ 
unilateral.
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Respuesta transitoria y régimen 
permanente

Ejemplo: ][]1[5.0][ nxnyny +−=

( ) ][cos10][ 4 nunnx π=

15.01
1)( −−

=
z

zH

21

1
2

1

21

1
10)(

−−

−

+−

−
=

zz

z
zX

21

1
2

1

1
2
1 21

1
1

110)()()(
−−

−

− +−

−

−
==

zz

z
z

zXzHzY
21

1

1
2
1 21

015.13894.11
1

3.6
−−

−

− +−
−

+
−

=
zz

z
z

][)º7.28cos(56.13][)5.0(907.1][ 4 nunnuny n −+−= π

Bibliografía: Proakis 3.6, 4.4

Aquí se ve muy bien la respuesta transitoria y la permanente.

Probl Opp: 5.34
Probl Pro: 4.29 (*** AQUÍ ME QUEDO), 4.31, 4.43
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Estabilidad    y         causalidad

∞<= =

∞

−∞=

−
∞

−∞=
∑∑ 1][][ z

k

n

k
znhnh

∞<∑
∞

−∞=k
nh ][

h[n] es estable si la ROC de H(z) 
incluye al círculo unidad.

0r }Re{z

}Im{z

}Re{z

}Im{z

1<kp

Bibliografía: Oppenheim 5.2, Proakis 3.6

Para que un filtro definido por una ED sea causal y estable tiene que ser que 
todos los polos estén dentro del círculo unidad. Si no fuese causal por ejemplo, 
h[n]=a*delta[n+1]+delta[n] (H(z)=az+1), entonces tendría un polo en el infinito.

Probl Opp: 5.5*, 5.8, 5.9*, 5.10, 5.11
Probl Pro: 4.99, 4.104
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Estabilidad

Ejemplo:

11
1)( −−

=
z

zH

][]1[][ nxnyny =−−

1>z

][][ nunx =

( )211
1)()()(
−−

==
z

zXzHzY

][)1(][ nunny +=

La señal de entrada está acotada

Pero la salida, no

xx BnxnB <∀∃ ][:

yy BnynB <∀¬∃ ][:

Bibliografía: Oppenheim 5.2, Proakis 3.6
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Estabilidad y Causalidad
Ejemplo:

( )( )11 11
1)( −− −−

=
bzaz

zH

}Re{z

}Im{z

ba <<1

a b
2 }Re{z

}Im{z

a b
2 }Re{z

}Im{z

a b
2

}Re{z

}Im{z

a b
2

1=z

El sistema es estable 
pero no causal

][]2[]1[)(][ nxnabynybany =−+−+−

El sistema es causal 
pero no estable

El sistema no es ni 
causal ni estable

Bibliografía: Oppenheim 5.2, Proakis 3.6

Probl Pro: 4.88
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Cancelaciones polo-cero
Ejemplo:

( )( )
( )( )
( )( )11

2
1

11

11
2
1

21

21
2
5

21

211
2131

211
651

1
651)( −−

−−

−−

−−

−−

−−

−−
−−

=
−−
+−

=
+−
+−

=
zz
zz

zz
zz

zz
zzzH

]2[6]1[5][]2[]1[][ 2
5 −+−−=−+−− nxnxnxnynyny

Cancelación polo-cero

1
2
1

1
2
5

1
2
1

1

1
1

1
31

−

−

−

−

−
−=

−
−

=
z

z
z
z

( ) ]1[][][ 1
2
1

2
5 −−= − nunnh nδ

El sistema es estable debido a la cancelación polo-cero 
pero en una implementación real no tienen por qué
cancelarse exactamente.

Bibliografía: Proakis 3.6



13

Curso 2009/2010 Carlos Óscar Sánchez Sorzano 
(EPS-San Pablo CEU)

13

Test de estabilidad de Schür-Cohn

)(
)()(

zA
zBzH =

∑
=

−=
m

k

km
km zazA

0

)()(

Notación

Polinomio de orden m:

∑
=

−
−

−− ==
m

k

km
kmm

m
m zazAzzA

0

)(1)()(~
Polinomio inverso o recíproco:

Test

1)(
0 =ma

)()( zAzAN =1.

)(m
mm aK =4.2.

)(~ zAm4.1. Calcular

Nm =2.
0≠m4. mientras 

21 1
)(~)()(

m

mmm
m K

zAKzAzA
−
−

=−4.3.

1−= mm4.4.

A(z) tiene todas sus raíces 
dentro del círculo unidad si 
y sólo si 

1:},...,2,1{ <∈∀ mKNm

Bibliografía: Proakis 3.6

Proakis pp 217
Ejercicio: Implementar este algoritmo
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Test de estabilidad de Schür-Cohn

Ejemplo: 2
2
11

4
71

1)( −− −−
=

zz
zH

2
2
11

4
7

2 1)( −− −−= zzzA
21

4
7

2
1

2 )(~ −− +−−= zzzA

2
1)2(

22 −== aK

1
2
7

2
2

222
1 1

1
)(~)()( −−=

−
−

= z
K

zAKzAzA

1
2
7

1 )(~ −+−= zzA

2
7)1(

11 −== aK 11 >K El sistema no es estable

Bibliografía: Proakis 3.6
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Estabilidad de un sistema de
2º orden

2
2

1
1

0

1
)( −− ++
=

zaza
bzH

0, 21 =zz

4
4

2
, 2

2
11

21
aaapp −

±−=

)( 211 ppa +−=

212 ppa =

1<iKEstabilidad

22 aK =

2

1
1 1 a

aK
+

=

Polos complejos 04 2
2
1 <− aa

Polos reales dobles 04 2
2
1 =− aa

Polos reales simples 04 2
2
1 >− aa

Bibliografía: Oppenheim 5.2, Proakis 3.6

Las condiciones de estabilidad que hemos dado definen una región en el plano 
de coeficientes (a_1, a_2, ver figura) que tiene forma de triángulo. Es sistema es 
estable si y solo si el punto (a_1, a_2) está dentro de este triángulo, que se 
conoce como triángulo de estabilidad.

Las características del two-pole system dependen de la situación de sus polos, 
o, equivalentemente, de la situación del punto (a_1,a_2) en el triángulo de 
estabilidad. Los polos pueden ser reales o complejos conjugados, dependiendo 
del valor del discriminante Δ=a1^2-4a_2. La parábola a_2=a_1^2/4 divide el 
triángulo de estabilidad en dos regiones (ver figura). La región por debajo de la 
parábola (a_1^2>4a_2) corresponde a polos reales distintos. Los puntos que 
están en la parábola (a_1^2=4a_2)  proporcionan dos polos reales iguales. Por 
último, los punos por encima de la parábola resultan en polos complejos 
conjugados.
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Invertibilidad
][nh[ ]nδ ( )ωjeH ( )ωj

i eH
][][][ nnhnh i δ=∗

1)()( =ωω j
i

j eHeH

1)()( =zHzH i

∏

∏

=

−

=

−

−

−
= N

k
k

M

k
k

zp

zz

a
bzH

0

1

0

1

0

0

)1(

)1(
)(

∏

∏

=

−

=

−

−

−
= M

k
k

N

k
k

i

zz

zp

b
azH

0

1

0

1

0

0

)1(

)1(
)(

Es decir, los polos de un sistema son los ceros de su sistema inverso, y 
los ceros de un sistema son los polos de su inverso. La ROC del 
sistema inverso debe solaparse con la del sistema H(z)

Un sistema LTI es estable y causal y tiene un sistema inverso estable y 
causal sii todos los polos y ceros de H(z) están dentro del círculo unidad

Bibliografía: Oppenheim 5.2, Proakis 3.6

Probl Opp: 5.31, 5.32, 5.36, 5.59, 5.72, 5.73, 5.74, 5.75
Probl Pro: 4.90
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Invertibilidad
Ejemplo:

1

1

1
1)( −

−

−
−

=
az
bzzH 1, <ab

}Re{z

}Im{z

a b

1=z

1

1

1
1)( −

−

−
−

=
bz
azzHi

]1[][][ 1 −−= − nubanuanh nn

]1[][][ 1 −−= − nuabnubnh nn

}Re{z

}Im{z

a b

1=z
}Re{z

}Im{z

a b

1=z

]2[]1[][ 1 −−+−−−= − nuabnubnh nn

Bibliografía: Oppenheim 5.2, Proakis 3.6

Los dos pueden ser sistemas inversos porque los dos solapan con la ROC 
original. El problema del segundo sistema inverso es que no es estable. 
Ejercicio: comprobar que los dos son sistemas inversos.
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Respuesta en frecuencia de un 
sistema LTI

[ ] ][][ nxnhny ∗=[ ]nx ( )ωjeH

( ) ( ) ( )ωωω jjj eXeHeY = ( ) ( ) ( )ωωω jjj eXeHeY =

( ) ( ) ( )ωωω jjj eXeHeY ∠+∠=∠

Ejemplo: ][][ 0nnnh −= δ0)( njj eeH ωω −= 0)( neH j ωω −=∠

nnsnx 0cos][][ ω=

( ) 00 neH j ωφω −−≈∠ 0
0 0 0 0[ ] ( ) [ ]cos( ( ) )jy n H e s n n n nω ω φ≈ − − −

0
)(0 ωωωτ ==n

{ } { })(arg)()( ωω

ω
ωτ jj eH

d
deHgrd −==

donde
Retardo de grupo

)( ωjeS

)( ωjeH∠

Bibliografía: Oppenheim 5.3, Proakis 4.4

S[n] una señal de banda estrecha. Arg(.) es la fase continua de H(e^jw). Cuanto 
más se aleje el retardo de grupo de una constante menos lineal es la fase del 
filtro.

Probl Opp: 5.21, 5.22, 5.25, 5.27, 5.47
Probl Pro: 4.41*, 4.42, 4.57, 4.59*, 4.89
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Efectos del retardo de grupo
Ejemplo:

Entrada Sistema Salida

Bibliografía: Oppenheim 5.1, 5.3
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Efectos del retardo de grupo

Applet: http://cnyack.homestead.com/files/afilt/afilt-phasegroup.htm

Bibliografía: Oppenheim 5.1, 5.3

El pulso se ensancha porque las diferentes frecuencias viajan a diferentes 
velocidades.
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Respuesta en frecuencia de un 
sistema racional

∏

∏

∑

∑

=

−

=

−

=

−

=

−

−

−
== N

k

j
k

M

k

j
k

N

k

kj
k

M

k

kj
k

j

ep

ez

a
b

ea

eb
eH

0

0

0

0

0

0

)1(

)1(
)(

ω

ω

ω

ω

ω

∏

∏

=

−

=

−

−−

−−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
== N

k

j
k

j
k

M

k

j
k

j
k

jjj

epep

ezez

a
beHeHeH

0

*

0

*
2

0

0*2

)1)(1(

)1)(1(
)()()(

ωω

ωω

ωωω

∑∑
=

−

=

− −−−+=
N

k

j
k

M

k

j
k

j epez
a
beH

0
10

0
10

0

0
1010 1log201log20log20)(log20 ωωω

Ganancia del filtro en dBs

Respuesta de amplitud

Bibliografía: Oppenheim 5.3, Proakis 4.4

Probl Pro: 4.54, 4.79, 4.87, 4.106, 4.107, 4.108

El k=0 es k=1.
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Respuesta en frecuencia de un 
sistema racional

Respuesta de fase

{ } )(2)()1()1()(
000

0 ωπωωωω reHARGepez
a
beH j

N

k

j
k

M

k

j
k

j +=−∠−−∠+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∠=∠ ∑∑

=

−

=

−

{ } ππ ω

ω
ω ≤=<

)(
)(arctan)( j

R

j
Ij

eH
eHeHARG

donde

Nr ∈)(ω Sin restricción

{ } )(2)()(arg ωπωω reHARGeH jj +=

donde
Nr ∈)(ω Es tal que                    es continua)(arg ωjeH

Valor principal

Bibliografía: Oppenheim 5.3, Proakis 4.4
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Respuesta en frecuencia de un 
sistema racional

Retardo de grupo

{ } { } { }=−−−= ∑∑
=

−

=

−
N

k

j
k

M

k

j
k

j ep
d
dez

d
deHgrd

00
1arg1arg)( ωωω

ωω

{ }
{ }

{ }
{ }∑∑

=
−

−

=
−

−

−+

−
−

−+

−
=

N

k
j

kk

j
kk

M

k
j

kk

j
kk

epp

epp

ezz

ezz

0
2

2

0
2

2

Re21

Re

Re21

Re
ω

ω

ω

ω

Propiedades

{ } { } { } )()()(arg)( ωωωω

ωωω
jjjj eH

d
deHARG

d
deH

d
deHgrd ∠−=−=−≡

salvo en las discontinuidades

{ } { } { }∫−=−
ω

φω φ
0

0 )()(arg)(arg deHgrdeHeH jjj

Bibliografía: Oppenheim 5.3, Proakis 4.4

Ejercicio: cálculo de esta derivada
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Respuesta en frecuencia de un 
sistema racional 

• Applet: 
• http://www.eas.asu.edu/~dsp/grad/anand/j

ava/FreqResp/FreqResp.html
• http://www.thole.org/manfred/polezero/en_

idx.html



25

Curso 2009/2010 Carlos Óscar Sánchez Sorzano 
(EPS-San Pablo CEU)

25

Respuesta en frecuencia de un 
sistema con un solo cero

ωθωω jjjj ereezeH −− −=−= 11)( 0

9.00 =z

Bibliografía: Oppenheim 5.3, Proakis 4.4

Ejercicio: Repetir estas gráficas
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Respuesta en frecuencia de un 
sistema con un solo cero

ωθωω jjjj ereezeH −− −=−= 11)( 0

)cos(21)( 22
θωω −−+= rreH j { }

)cos(1
)sin(arctan)(
θω

θωω

−−
−

=
r

reHARG j { } 2

2

)(

)cos()(
ω

ω θω
j

j

eH

rreHgrd −−
=

9.0=r

0=θ

9.0=r

0=θ

9.0=r

0=θ

Bibliografía: Oppenheim 5.3, Proakis 4.4

Probl Pro: 4.61*
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Respuesta en frecuencia de un 
sistema con un solo cero

z
zzzrezH j 011)( −

=−= −θ

}Re{z

}Im{z

1=z

z
zz

zH 0)(
−

= 01)()( zezHeH j
z

j −== =
ωω

9.0=r

0=θ

z
0zz −

0z

Bibliografía: Oppenheim 5.3, Proakis 4.4



28

Curso 2009/2010 Carlos Óscar Sánchez Sorzano 
(EPS-San Pablo CEU)

28

Respuesta en frecuencia de un 
sistema con un solo cero

z
zzzH 0)( −

=

}Re{z

}Im{z

1=z

z∠

)( 0zz −∠

zzzzH ∠−−∠=∠ )()( 0 ωωω −−∠=∠ )()( 0zeeH jj

9.0=r

0=θ

Bibliografía: Oppenheim 5.3, Proakis 4.4
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Respuesta en frecuencia de un 
sistema con un solo cero

}Re{z

}Im{z

1=z

z∠
)( 0zz −∠

10 ≥zPara hay una discontinuidad
en la fase

Bibliografía: Oppenheim 5.3, Proakis 4.4

Probl Pro: 4.50
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Respuesta en frecuencia de un 
sistema con un solo polo

ωθω
ω

jjj
j

ereez
eH −− −

=
−

=
1

1
1

1)(
0

Bibliografía: Oppenheim 5.3, Proakis 4.4

Probl Opp: 5.60
Probl Pro: 4.65, 4.66*
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Respuesta en frecuencia de un 
sistema con un solo polo

ωθω
ω

jjj
j

ereez
eH −− −

=
−

=
1

1
1

1)(
0

)cos(21
1)( 2

2

θω
ω

−−+
=

rr
eH j

{ }
)cos(1

)sin(arctan)(
θω

θωω

−−
−

−=
r

reHARG j

{ } 2

2

)(

)cos()(
ω

ω θω
j

j

eH

rreHgrd −−
−=

Los valores obtenidos son
los opuestos a los obtenidos
con un solo cero.

Bibliografía: Oppenheim 5.3, Proakis 4.4

Probl Pro: 4.62
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Respuesta en frecuencia de un 
sistema de segundo orden

( )( ) ωωωω
ω

θ 22*
00 cos21

1
11

1)( jjjj
j

ererezez
eH −−−− +−

=
−−

=

Bibliografía: Oppenheim 5.3, Proakis 4.4

Probl Opp: 5.26
Probl Pro: 4.56, 4.60, 4.67, 4.68*
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Respuesta en frecuencia de un 
sistema de segundo orden IIR

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
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=
)cos(21

1
)cos(21

1)( 22

2

θωθω
ω

rrrr
eH j

{ }
)cos(1

)sin(arctan
)cos(1

)sin(arctan)(
θω

θω
θω

θωω

+−
+

−
−−

−
−=

r
r

r
reHARG j

{ }
)cos(21

)cos(
)cos(21

)cos()( 2

2

2

2

θω
θω

θω
θωω

+−+
+−

−
−−+

−−
−=

rr
rr

rr
rreHgrd j

Los valores obtenidos son
los opuestos a los obtenidos
con dos ceros.

Bibliografía: Oppenheim 5.3, Proakis 4.4
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Respuesta en frecuencia de un 
sistema de segundo orden

}Re{z

}Im{z

1=z

z

*
0z

2
0z

*
00

2

)(
zzzz

z
zH

−−
=

*
00

1)(
zeze

eH
jj

j

−−
=

ωω
ω

Bibliografía: Oppenheim 5.3, Proakis 4.4
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Respuesta en frecuencia de un 
sistema racional

)7957.04461.11)(683.01(
)0166.11)(1(05634.0)( 211

211

−−−

−−−

+−−
+−+

=
zzz

zzzzHEjemplo:

Bibliografía: Oppenheim 5.3, Proakis 4.4

Probl Pro: 4.49, 4.51*, 4.53, 4.63, 4.64
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Relación entre fase y magnitud para 
sistemas definidos por una ED

En general, no hay ninguna relación entre magnitud y fase para un sistema LTI.
Sin embargo, si el sistema está definido por una ED, una vez especificada una 
de ellas, la otra queda determinada dentro de un número reducido de opciones.
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Si uno está dentro del círculo 
unidad, el otro debe estar 
fuera. Los polos de un 
sistema estable y causal 
están automáticamente 
determinados, pero no así los 
ceros.

Bibliografía: Oppenheim 5.4
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Relación entre fase y magnitud para 
sistemas definidos por una ED
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Bibliografía: Oppenheim 5.4

Ejercicio: Calcular la respuesta de fase y de amplitud
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Sistemas paso-todo
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Ejemplo:

Bibliografía: Oppenheim 5.5

Ejercicio: Calcular la fase y el retardo de grupo
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Sistemas paso-todo
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Bibliografía: Oppenheim 5.5
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Sistemas paso-todo

Bibliografía: Oppenheim 5.5
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Sistemas paso-todo
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Bibliografía: Oppenheim 5.5

Usos: Compensadores de fase; convertir filtros paso bajo en paso banda o paso 
alto; filtros de fase mínima

Probls Opp: 5.13, 5.24*
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Sistemas paso-todo
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Bibliografía: Oppenheim 5.5
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Sistemas de fase mínima

Descomposición de un sistema LTI causal y estable

Un sistema es de fase mínima si todos sus polos y ceros están en el interior 
del círculo unidad.
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Bibliografía: Oppenheim 5.5
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Sistemas de fase mínima
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Bibliografía: Oppenheim 5.6

Probl Opp: 5.54
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Sistemas de fase mínima
Compensación de la respuesta frecuencial

][nxd[ ]nx ( )ωj
d eH ( )ωj

c eH
][nxc

][][ nxnxc =Se puede diseñar un sistema causal y estable tal que

)()()( min
ωωω j
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j

d
j

d eHeHeH = )()( 1
min

ωω j
d

j
c eHeH −=

)()()( ωωω jj
ap

j
c eXeHeX =

Se puede compensar la amplitud pero no la fase.

Caso Particular: )( ωj
d eH es de fase mínima, causal y estable

Caso General:

Bibliografía: Oppenheim 5.6

Probl Opp: 5.37
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Sistemas de fase mínima
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Bibliografía: Oppenheim 5.6

Éste es un sistema FIR, estable y causal
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Sistemas de fase mínima
Ejemplo:

Bibliografía: Oppenheim 5.6

Ejercicio: Repetir estas gráficas
Ejercicio: Diseñar el sistema de compensación y estudiar su estabilidad, 
causalidad, etc. Dibujar su respuesta de amplitud, fase y respuesta al impulso.
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Propiedades de los sistemas de 
fase mínima

Fase (phase-lag) mínima
)()()( min zHzHzH ap=

)}(arg{)}(arg{)}(arg{ min zHzHzH ap+=
0<
)}(arg{)}({ zHzHlagphase −=−

Luego,

)}({)}({ min zHlagphasezHlagphase −<−

Hay que tener cuidado con que ∑
∞

−∞=

>=
n

j nheH 0][)( 0
min porque

][nh y               tienen los mismos polos y ceros pero un desfase de ][nh− π

Bibliografía: Oppenheim 5.6



49

Curso 2009/2010 Carlos Óscar Sánchez Sorzano 
(EPS-San Pablo CEU)

49

Propiedades de los sistemas de 
fase mínima

Retardo de grupo mínimo
)()()( min zHzHzH ap=

)}({)}({)}({ min zHgrdzHgrdzHgrd ap+=
0>

Luego, )}({)}({ min zHgrdzHgrd <

Bibliografía: Oppenheim 5.6
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Propiedades de los sistemas de 
fase mínima

Retardo de energía mínimo

Ejemplo:
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Bibliografía: Oppenheim 5.6

Todos estos sistemas tienen la misma respuesta en amplitud

Probl Opp: 5.39, 5.61, 5.62, 5.63
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Propiedades de los sistemas de 
fase mínima

Retardo de energía mínimo
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Ejemplo:

Bibliografía: Oppenheim 5.6

La energía de hmin es la misma que las de h por el Tma. de Parseval.

Probl Opp: 5.17*, 5.18, 5.65, 5.66, 5.67
Probl Pro: 4.85, 4.94, 4.98, 4.101*, 4.102, 4.103*
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Sistemas lineales de fase lineal 
generalizada

Sistemas de fase lineal

ωαω jj eeH −=)( πω <

1)( =ωjeH

ωαω −=∠ )( jeH
αω =)}({ jeHgrd

)(sin][ α−= ncnh R∈α

][][ αδ −= nnh Z∈α

πω <

En general, un sistema de fase lineal es tal que                .ωαωω jjj eeHeH −= )()(

Si        es entero, entonces existe un sistema de fase 0 que es una versión 
desplazada de 

][nh es simétrica respecto a       si        es un entero, es decir,α α2 ][]2[ nhnh =−α

α
][nh

Bibliografía: Oppenheim 5.7

Para sistemas causales no se puede conseguir fase 0 (par). Pero nos gustaría 
que por lo menos sea una fase lineal que tiene un retardo de grupo constante.

Probl Opp: 5.35, 5.49
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Sistemas lineales de fase lineal 
generalizada

Ejemplo:
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Bibliografía: Oppenheim 5.7
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Sistemas lineales de fase lineal 
generalizada

Sistemas de fase lineal generalizada

ωαωω jjj eeHeH −= )()( )()()( βωαωω −−= jjj eeAeH
Fase lineal Fase lineal generalizada (GLP)
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Bibliografía: Oppenheim 5.7

H1 es un filtro paso bajo con retardo. H2 es un moving average de tamaño M y 
retardado M/2 para que sea causal. Diferenciador de tiempo continuo 
implementado en tiempo discreto. El retardo de grupo es constante pero para 
ello hay que obviar las discontinuidades introducidas por la fase de A(e^jw)
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Sistemas lineales de fase lineal 
generalizada

Si                                                             , entonces el sistema es GLP∑
∞

−∞=

=+−∀
n

nnh 0))(sin(][: βαωω

Si                                                             , entonces el sistema es GLP y][]2[,2},,0{ nhnhZ =−∈∈ ααπβ

)( ωjeA es par

Si                                                              , entonces el sistema es GLP y][]2[,2},,{ 2
3

2 nhnhZ −=−∈∈ ααβ ππ

)( ωjeA es impar

Un sistema de fase 0 tiene todos sus polos y ceros en pares recíprocos conjugados.

Un sistema de fase lineal generalizada es un sistema de fase cero con polos o ceros 
adicionales en ∞±= ,1,0z

Bibliografía: Oppenheim 5.7

La segunda condición es la que habíamos impuesto a los sistemas de fase lineal

Probl Opp: 5.15*, 5.16, 5.20, 5.50, 5.51, 5.69
Probl Pro: 4.100*
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Sistemas lineales de fase lineal 
generalizada

Sistemas de fase lineal generalizada causales

Si                                                             , entonces el sistema es GLP∑
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Bibliografía: Oppenheim 5.7

Existen sistemas IIR que son causales y GLP, pero no se pueden expresar como 
un cociente de polinomios, y por lo tanto, no se pueden implementar como una 
ecuación en diferencias

Probl Opp: 5.40, 5.41, 5.42, 5.43, 5.44, 5.48, 5.53
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Sistemas de fase lineal FIR de tipo I
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Bibliografía: Oppenheim 5.7



58

Curso 2009/2010 Carlos Óscar Sánchez Sorzano 
(EPS-San Pablo CEU)

58

Sistemas de fase lineal FIR de tipo I

0z1
0
−z

Bibliografía: Oppenheim 5.7
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Sistemas de fase lineal FIR de tipo II
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Bibliografía: Oppenheim 5.7

El cero en -1 es una cosa característica de estos filtros. H(z)=z^-MH(z^-1) viene 
del tipo I pero el desarrollo es el mismo para el tipo II. Ejercicio: calcular la TF

Probl Opp: 5.52
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Sistemas de fase lineal FIR de tipo III
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Bibliografía: Oppenheim 5.7
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Sistemas de fase lineal FIR de tipo IV
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Bibliografía: Oppenheim 5.7

Probl Opp: 5.23, 5.56, 5.70
Probl Pro: 4.78
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Descomposición de un sistema FIR

kzH =)( )(min zH )(zHcirc )(max zH iMzzHzH −−= )()( 1
minmax

iM es el número de 
ceros de )(min zH

== − )()( minmax
ωω jj eHeH

)(min
ωjeH=

∏
=

min

]0[
z

hk

Bibliografía: Oppenheim 5.7

hmax es el fliplr de hmin (todo en el dominio del tiempo)
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Curso 2009/2010 Carlos Óscar Sánchez Sorzano 
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Descomposición de un sistema FIR

( )( )12
max 8479.115412.09242.0)( −+= zzH ( )16881.10821.11 −− ze j ( )16881.10821.11 −−− ze j

5]-[n0.7-4]-[n0.9-3]-[n0.32]-[n0.3-1]-[n1.1 [n]0.75][ δδδδδδ ++=nh

6]-[nδ+

12]-[n0.7-11]-[n0.9-10]-[n0.39]-[n0.3-8]-[n1.1 7]-[n0.75 δδδδδδ +++

( )1
min 5412.01)( −+= zzH ( )16881.19242.01 −− ze j ( )16881.19242.01 −−− ze j

5412.09242.0
75.0
2=k

( )( )11852.011852.0 11)( −−− ++= zezezH jj
circ ( )( )18512.018512.0 11 −−− ++ zeze jj ( )( )18118.218118.2 11 −−− ++ zeze jj

3]-[n0.46222]-[n0.97111]-[n0.7574[n]][min δδδδ +++=nh

3]-[n2]-[n0.75741]-[n0.9711[n]0.4622][max δδδδ +++=nh

Ejemplo:

Bibliografía: Oppenheim 5.7

El 1/6.9034 de Hmax es para hacer que tenga ganancia 1 a frecuencia 0. 6.9034 
es la suma de todos los coeficientes de hmax

Probl Opp: 5.12*, 5.38, 5.45, 5.46, 5.64
Probl Pro: 4.109*
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Curso 2009/2010 Carlos Óscar Sánchez Sorzano 
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Descomposición de un sistema FIR

Bibliografía: Oppenheim 5.7
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Resumen
• Filtros definidos por un sistema racional
• Propiedades (estabilidad, causalidad, invertibilidad)

• Retardo de grupo
• Respuestas tipo: 1 cero, 1 polo, 2 polos
• Relación magnitud-fase
• Sistemas paso-todo
• Sistemas de fase mínima
• Sistemas de fase lineal generalizada

– Filtros FIR

Probl Opp: 5.58, 5.68
Probl Pro: 4.95, 4.97, 4.105
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Oppenheim II (Cap. 6)
Proakis (Cap. 7)



2



3

Leer Muhammad1999, Chandrakasan, Tarumi2003 y Robelly2004
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Bibliografía: Oppenheim 6.1, Proakis 7.1

Representación de filtros definidos por ED de coefs. constantes en diagrama de 
bloques

Problemas Opp: 6.1*, 6.2*, 6.3, 6.4, 6.5*, 6.8, 6.9, 6.12, 6.21, 6.24, 6.31, 6.32*
Problemas Pro: 7.3, 7.4, 7.6, 7.7, 7.10, 7.19
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Bibliografía: Oppenheim 6.3 y 6.5, Proakis 7.2 y 7.3

Problemas Opp: 6.13
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Bibliografía: Oppenheim 6.3 y 6.5, Proakis 7.2 y 7.3
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Bibliografía: Oppenheim 6.3 y 6.5, Proakis 7.2 y 7.3

Problemas Opp: 6.7, 6.14*, 6.15, 6.25
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Bibliografía: Oppenheim 6.2, Proakis 7.2 y 7.3

Un nodo representa un sumador o una ramificación.
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Bibliografía: Oppenheim 6.2, Proakis 7.2 y 7.3
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Bibliografía: Oppenheim 6.2, Proakis 7.2 y 7.3

La forma no directa (la del grafo de arriba) tiene una multiplicación menos. Esto 
tiene una implicación a la hora de cuantizar los coeficientes. Ejercicio: comprobar 
que efectivamente sale esta H(z)
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Bibliografía: Oppenhim 6.3, Proakis 7.3

Salen sistemas de orden 2 si agrupo los polos. H(z) no se corresponde con el 
diagrama porque he obviado los a0k. Todos los 1/a0k tendría que agruparlos en 
un K final. Los aij tendrían que modificarse convenientemente.

Problemas Opp: 6.22*
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Bibliografía: Oppenhim 6.3, Proakis 7.3

Problemas Pro: 7.8, 7.9, 7.13*, 7.14*, 7.55, 7.57
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Bibliografía: Oppenhim 6.3, Proakis 7.3
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Bibliografía: Oppenhim 6.4, Proakis 7.3

Ejercicio: Comprobar que representan el mismo sistema

Problemas Opp: 6.10, 6.11*, 6.16, 6.17, 6.18*, 6.19, 6.20, 6.23*, 6.26, 6.35*, 6.36
Problemas Pro: 7.5, 7.12
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Bibliografía: Oppenhim 6.4, Proakis 7.3
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La forma directa I y II son la misma en este caso
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Bibliografía: Oppenheim 6.5, Proakis 7.2



19

Bibliografía: Oppenheim 6.5, Proakis 7.2

Salen sistemas de orden 2 si agrupo los polos
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Bibliografía: Oppenheim 6.5, Proakis 7.2
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Bibliografía: Oppenheim 6.5, Proakis 7.2
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Bibliografía: Oppenheim 6.5, Proakis 7.2

Ejercicio: Comprobar este resultado

Problemas Opp: 6.6*, 6.29, 6.30, 6.37, 6.38
Problemas Pro: 7.1
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Bibliografía: Proakis 7.2
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Bibliografía: Proakis 7.2
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Bibliografía: Proakis 7.2
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Bibliografía: Proakis 7.2

Problemas Opp: 6.34
Problemas Pro: 7.2*, 7.11, 7.15, 7.16, 7.17*, 7.18, 7.21, 7.22, 7.23, 7.32, 7.56*
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Bibliografía: Oppenheim 6.6, Proakis 7.5

Una de las motivaciones de buscar distintas estructuras es por su 
comportamiento frente al ruido de cuantización

Problemas Opp: 6.40, 6.41
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Bibliografía: Oppenheim 6.6, Proakis 7.5 

Si se suman varios números en C2, cuya suma total no produce overflow, 
entonces da igual que las sumas intermedias sí produzcan overflow.

Problemas Pro: 7.41
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Bibliografía: Oppenheim 6.7, Proakis 7.6 y 7.7

Es un sistema no lineal. No tiene sentido hablar de función de transferencia 
como en sistemas LTI
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Bibliografía: Oppenheim 6.7, Proakis 7.6 y 7.7

El que pone “con coeficientes 2 bits” es que los coeficientes están a 2 bits, pero 
todo lo demás a 32. En todo esto estoy usando redondeo y no saturación. El 
sistema con cuantización es no lineal. No tiene sentido de hablar de función de 
transferencia en el sentido de algo LTI. Ejercicio: repetir esta gráfica
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Bibliografía: Oppenheim 6.7, Proakis 7.6 y 7.7

8 bits es suficiente?. Ejercicio: Repetir esta gráfica
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Bibliografía: Oppenheim 6.7, Proakis 7.6 y 7.7

Al recortar un poquito Xm ya la señal se sale de rango y en estos intervalos 
puede ser cualquier cosa. Pero siempre dentro de un margen. Ejercicio: repetir 
esta gráfica
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Bibliografía: Oppenheim 6.7, Proakis 7.6 y 7.7

8 bits no es la panacea. Depende del orden del sistema. Ejercicio: repetir esta 
gráfica
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Bibliografía: Oppenheim 6.7, Proakis 7.6 y 7.7

Con 16 bits, parece que este sistema va bien. ¿Da igual redondeo que truncado? 
Ejercicio: repetir esta gráfica
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Bibliografía: Oppenheim 6.7, Proakis 7.6 y 7.7

Truncar o redondear da igual dependiendo del número de bits. Ejercicio: repetir 
esta gráfica
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Bibliografía: Oppenheim 6.7, Proakis 7.6 y 7.7

Esto pasa porque 2.75 es menor que 2.81 que es el valor de uno de los 
coeficientes del filtro.
b =0.0033    0.0164    0.0328    0.0328    0.0164    0.0033
a =1.0000   -2.4744    2.8110   -1.7038    0.5444   -0.0723
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Bibliografía: Oppenheim 6.7, Proakis 7.6 y 7.7

Forma directa II
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Bibliografía: Oppenheim 6.7, Proakis 7.6 y 7.7
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Bibliografía: Oppenheim 6.7, Proakis 7.6 y 7.7
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Bibliografía: Oppenheim 6.7, Proakis 7.6 y 7.7
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Bibliografía: Oppenheim 6.7, Proakis 7.6 y 7.7

Ejercicio: Repetir estas gráficas
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Bibliografía: Oppenheim 6.7, Proakis 7.6 y 7.7

El coste de esta distribución uniforme es realizar más multiplicaciones. Ejercicio: 
Comprobar que este grafo representa un sistema de segundo orden standard
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Bibliografía: Oppenheim 6.7, Proakis 7.6 y 7.7

Conclusión: se debe evitar la forma directa para filtros IIR
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Bibliografía: Oppenheim 6.7, Proakis 7.6 y 7.7
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Bibliografía: Oppenheim 6.7, Proakis 7.6 y 7.7
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Bibliografía: Oppenheim 6.7, Proakis 7.6 y 7.7

Problemas Opp: 6.44*



49

Bibliografía: Oppenheim 6.7, Proakis 7.6 y 7.7

Problemas Opp: 6.33*
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Bibliografía: Oppenheim 6.7, Proakis 7.6 y 7.7



51

Bibliografía: Oppenheim 6.8, Proakis 7.6 y 7.7
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Bibliografía: Oppenheim 6.8, Proakis 7.6 y 7.7
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Bibliografía: Oppenheim 6.8, Proakis 7.6 y 7.7
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Bibliografía: Oppenheim 6.8, Proakis 7.6 y 7.7

El ruido generado por la implementación de los polos es filtrado por el sistema. 
El ruido generado por la implementación de los ceros no se filtra. No se puede 
decidir cuál es mejor que otro hasta que no se vean cuáles son los valores 
específicos de los coeficientes. Hay el mismo número de polos que de ceros 
(N=M) pero mientras hay N coeficientes distintos para los polos, hay M+1 (+1 por 
el b0) coeficientes distintos para los ceros.

Problemas Opp: 6.42, 6.43
Problemas Pro: 7.42, 7.45, 7.46, 7.47, 7.48, 7.49, 7.51, 7.52, 7.53, 7.54
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Bibliografía: Oppenheim 6.8, Proakis 7.6 y 7.7

El problema de este escalado es que es muy restrictivo para la mayoría de la 
señales.
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Bibliografía: Oppenheim 6.8, Proakis 7.6 y 7.7
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Bibliografía: Oppenheim 6.8, Proakis 7.6 y 7.7

El ruido viene de cuantizar el producto por a antes de sumar y cuantizar el 
producto de b. Si xmax o b aumentan entonces la SNR disminuye porque el error 
de cuantización es mayor (eso está claro). Lo curioso es que si a aumenta (el 
polo se acerca al círculo unidad) la SNR disminuye.

Problemas Opp: 6.45
Problemas Pro: 7.44



58

Bibliografía: Oppenheim 6.8, Proakis 7.6 y 7.7



59

Bibliografía: Oppenheim 6.8, Proakis 7.6 y 7.7

Esto significa que el ruido que se genere en H1 y H2 se verá amplificado por 100 
en H3
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Bibliografía: Oppenheim 6.8, Proakis 7.6 y 7.7
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Bibliografía: Oppenheim 6.8, Proakis 7.6 y 7.7
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Bibliografía: Oppenheim 6.8, Proakis 7.6 y 7.7
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Bibliografía: Oppenheim 6.8, Proakis 7.6 y 7.7
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Bibliografía: Oppenheim 6.8, Proakis 7.6 y 7.7

El ruido de 3 y 5 se incrementan porque hay una multiplicación más (k2 y K3), 
pero en los términos de ruido aparece k2 y k3 por lo que si éstos son menores 
que 1 se disminuye fuertemente el error.
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Bibliografía: Oppenheim 6.8, Proakis 7.6 y 7.7

Los sistemas FIR son exactamente iguales que estos.
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Bibliografía: Oppenheim 6.8, Proakis 7.6 y 7.7
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Bibliografía: Oppenheim 6.9, Proakis 7.6 y 7.7

Si una muestra cae justo en medio entre otras dos, redondeamos hacia arriba
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Bibliografía: Oppenheim 6.9, Proakis 7.6 y 7.7

Problemas Pro: 7.50
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Problemas Opp: 6.27, 6.28, 6.39
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Oppenheim II (Cap. 7)
Proakis (Cap. 8)

Problemas Pro: 8.13, 8.14



2



3



4



5



6
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Supondremos que las especificaciones están siempre en el dominio discreto.

Problemas Opp: 7.7
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“If I have seen further it is only by standing on the shoulders of Giants.” Carta de 
Isaac Newton a Robert Hooke en 1676 (Robert Hooke es el de la ley de 
deformación elástica y el del libro Micrographia).
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El coseno de un número complejo (z) se puede definir como la parte real de 
exp(i*z).
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El coseno de un número complejo (z) se puede definir como la parte real de 
exp(i*z). Los filtros de Chebyshev de orden par son inestables puesto que tienen 
un polo en el eje imaginario.
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Este filtro tiene ceros en el eje de frecuencias por lo que la fase es discontinua. 

Problemas Pro: 8.15*, 8.16*
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Obtener un filtro en discreta a partir de la respuesta al impulso en continua

Problemas Opp: 7.24
Problemas Pro: 8.8*
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Ejercicio: implementar el paso de [b,a] continuos a un conjunto de sistemas de 
segundo orden en paralelo en el discreto.

Problemas Opp: 7.9, 7.11, 7.13, 7.17, 7.19
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23



24
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La diferencia en las colas de los filtros se debe al aliasing

Problemas Opp: 7.1*, 7.2*
Problemas Pro: 8.10
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Por ejemplo, un diferenciador continuo no es constante a intervalos y su 
transformación bilineal resulta en una compresión no lineal que da lugar a un 
filtro que no es un diferenciador discreto

Problemas Opp: 7.10, 7.12, 7.14, 7.18, 7.20, 7.21*, 7.22*, 7.23*, 7.25, 7.26, 7.40, 
7.41
Problemas Pro: 8.11, 8.12, 8.17*, 8.18*, 8.21, 8.23
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Problemas Opp: 7.3, 7.4
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La diferencia en las colas de los filtros se debe a la transformación bilineal. Las 
especificaciones se exceden por diseño por el lado de la banda de paso. Pero se 
exceden con mucho en la banda de rechazo debido a la compresión. La 
influencia sobre la fase en este caso no es tan importante pero se sigue 
comprobando que la influencia crece conforme aumenta la frecuencia, es decir, a 
baja frecuencia la fase del sistema discreto es una buena aproximación de la 
fase del sistema continuo.
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La Hd es la H deseada
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“If I have seen further it is only by standing on the shoulders of Giants.” Carta de 
Isaac Newton a Robert Hooke en 1676 (Robert Hooke es el de la ley de 
deformación elástica y el del libro Micrographia).
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“If I have seen further it is only by standing on the shoulders of Giants.” Carta de 
Isaac Newton a Robert Hooke en 1676 (Robert Hooke es el de la ley de 
deformación elástica y el del libro Micrographia).

Información del Vocoder: 
http://www.music.psu.edu/Faculty%20Pages/Ballora/INART55/vocoder.html, 
http://en.wikipedia.org/wiki/Vocoder
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Ejercicio: Repetir esta gráfica
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Ejercicio: Repetir esta gráfica
Problemas Opp: 7.15, 7.33, 7.34*
Problemas Pro: 8.1*, 8.2*, 8.3, 8.4, 8.5, 8.6, 8.7, 8.9*, 8.22, 8.25
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Oppenheim 7.2
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Obsérvese que para un mismo Beta la altura del segundo lóbulo es siempre la 
misma
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M la aproximo al impar más próximo por arriba. El código de colores de la 
respuesta en el tiempo es el mismo que en frecuencia. Ejercicio: Repetir estas 
gráficas
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Aquí se ve que el diseño con un filtro de Kaiser mantiene las mismas 
propiedades de Filtro de fase lineal de tipo III o de tipo IV. En este caso es 
especialmente problemático porque hay un ripple importante si M es par

Problemas Opp: 7.5*, 7.6, 7.16, 7.35
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Problemas Opp: 7.32, 7.37
Problemas Pro: 8.20
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“If I have seen further it is only by standing on the shoulders of Giants.” Carta de 
Isaac Newton a Robert Hooke en 1676 (Robert Hooke es el de la ley de 
deformación elástica y el del libro Micrographia).

Jim McClellan implementó en clase (su profesor era T. Parks) un algoritmo de 
Hoffsteten y Oppenheim. Al arreglar algunos problemas sacaron un algoritmo 
muy potente.
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Los a_n serán más o menos complicados pero serán una combinación de los 
h[n]. W(e^jw) es una función de peso que le da más o menos importancia a los 
errores
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Problemas Opp: 7.36, 7.38, 7.39, 7.47, 7.48, 7.49, 7.55, 7.56, 7.57
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Problemas Opp: 7.8*
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Problemas Opp: 7.28, 7.29*, 7.30, 7.31
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Problemas Opp: 7.27, 7.42, 7.43, 7.44, 7.45, 7.46, 7.50, 7.51, 7.52, 7.53, 7.54, 
7.58
Problemas Pro: 8.19*, 8.26, 8.27, 8.28, 8.29, 8.30
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Proakis (Cap. 11)
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“If I have seen further it is only by standing on the shoulders of Giants.” Carta de 
Isaac Newton a Robert Hooke en 1676 (Robert Hooke es el de la ley de 
deformación elástica y el del libro Micrographia).

Información del Vocoder: 
http://www.music.psu.edu/Faculty%20Pages/Ballora/INART55/vocoder.html, 
http://en.wikipedia.org/wiki/Vocoder
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Supondremos que x[n] es un proceso de media nula.
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Ejercicio: Demostrar que efectivamente la media y la varianza son éstas
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Probl Proakis: 11.1*, 11.8*, 11.9*, 11.10, 11.15, 11.16, 11.21

Ejercicio: comprobar que efectivamente ésta es la forma matricial de las 
ecuaciones de Yule-Walker.
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Ejercicio: Escribir a3

Probl. Proakis: 11.11, 11.12, 11.13, 11.28
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is wide-sense stationary if and only if mean is constant, and autocorrelation 
depends only on difference between arguments
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El objetivo de esta transparencia es demostrar que cualquier señal que tenga 
una densidad espectral de potencia se puede expresar como la respuesta a 
ruido blanco por parte de un sistema lineal.

Probl Proakis: 11.18, 11.19
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Ejercicio: comprobar que la E{w[n-k]x*[n-m]}=phi_wx[m-k]
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Proakis 12.2.2
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Y además epsilon[n] también debe de ser blanco porque si no es blanco significa 
que hay una cierta correlación que podía haber predicho.

Probl Proakis: 11.2*, 11.3*, 11.29
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is wide-sense stationary if and only if mean is constant, and autocorrelation 
depends only on difference between arguments
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Ejercicio: Hacer las demostraciones que están en el recuadro
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Esto es otra forma de llegar al mismo resultado. Imponiendo ortogonalidad 
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Probl Proakis: 11.27
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Proakis (Cap. 5, Cap. 6)
Oppenheim (Cap. 8, Cap. 9)
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“If I have seen further it is only by standing on the shoulders of Giants.” Carta de 
Isaac Newton a Robert Hooke en 1676 (Robert Hooke es el de la ley de 
deformación elástica y el del libro Micrographia).
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Probl Opp: 8.1, 8.2*
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Ejercicio: demostrar estas tres propiedades
Probl Opp: 8.3, 8.21, 8.53
Probl Proakis: 5.31



6

Probl Opp: 8.22, 8.28
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“If I have seen further it is only by standing on the shoulders of Giants.” Carta de 
Isaac Newton a Robert Hooke en 1676 (Robert Hooke es el de la ley de 
deformación elástica y el del libro Micrographia).
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Probl Opp: 8.4*
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Probl Opp: 8.54
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Probl Proakis: 5.28, 5.29
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Probl Opp: 8.5, 8.6*, 8.7*, 8.8, 8.9*, 8.23, 8.30, 8.31, 8.47, 8.48, 8.49, 8.50, 8.51, 
8.61, 8.65
Probl Proakis: 5.6, 5.11, 5.13, 5.17, 5.21*, 5.22, 5.23, 5.30, 5.32, 6.5, 6.17
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X[k] sigue siendo periódica con periodo N pero lo que estamos diciendo es que 
sólo nos importan las muestras en un periodo. Pero es imposible deshacerse de 
la periodicidad.

Probl Opp: 8.10, 8.13, 8.16*, 8.18, 8.19, 8.20, 8.24, 8.25, 8.26, 8.32. 8.33, 8.34, 
8.37, 8.38, 8.42, 8.44, 8.45, 8.46, 8.52, 8.55, 8.56, 8.57, 8.58, 9.26, 9.47
Probl Proakis: 5.1*, 5.7, 5.10, 5.12, 5.14, 5.15, 5.16, 5.18, 5.19, 5.20, 5.25, 5.26, 
5.27, 6.18, 6.19, 6.20, 6.21
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Probl Proakis: 5.24, 6.1, 6.2
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Probl Opp: 8.11, 8.12*, 8.14, 8.15, 8.27, 8.29, 8.35, 8.36
Probl Proakis: 5.2, 5.4, 5.5, 5.8, 5.9
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La última muestra de la salida se produce para n-(P-1)=L-1 o lo que es lo mismo 
n=L+P-2. Ejercicio: realizar esta demostración.

Probl Opp: 8.17
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Probl Opp: 8.39, 8.40, 8.41, 8.43, 8.59, 8.60, 8.62, 8.63, 8.64, 8.66, 8.67
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4N-2 sumas reales porque para cada muestra de Xr necesito 2N-1 sumas reales. 
Ej: N=2 (xr[0]…+xi[0]…+xr[1]…+xi[1])=2*2-1
Probl Opp: 9.1*
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“If I have seen further it is only by standing on the shoulders of Giants.” Carta de 
Isaac Newton a Robert Hooke en 1676 (Robert Hooke es el de la ley de 
deformación elástica y el del libro Micrographia).
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Ejercicio: realizar DFTs de 15 elementos
Probl Opp: 9.29, 9.30, 9.37
Probl Proakis: 6.3*, 6.4*



32



33



34



35



36



37

Probl Opp: 9.2*, 9.3, 9.4, 9.14, 9.15*, 9.16, 9.18, 9.22, 9.23, 9.24, 9.45, 9.46, 
9.50, 9.51
Probl Proakis: 6.7, 6.9, 6.11, 6.12, 6.13*, 6.23, 6.28, 6.36
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Probl Opp: 9.5, 9.7*, 9.21, 9.27, 9.28, 9.31, 9.32, 9.33, 9.35, 9.48
Probl Proakis: 6.16, 6.22, 6.24, 6.33, 6.35, 6.37
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Proakis (Cap. 14), Oppenheim (Cap. 10)



2

Agilent PSA Series High-Performance Spectrum Analyzer
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http://cp.literature.agilent.com/litweb/pdf/5980-1284E.pdf
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http://www.promax.es/esp/productos/fichaprod.asp?product=101
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“If I have seen further it is only by standing on the shoulders of Giants.” Carta de 
Isaac Newton a Robert Hooke en 1676 (Robert Hooke es el de la ley de 
deformación elástica y el del libro Micrographia).
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Bibliografía: Oppenheim 10.1, Proakis 14.1

Probl Opp: 10.1*, 10.2*, 10.3*
Probl Pro: 14.24



10

Bibliografía: Oppenheim 10.1, Proakis 14.1



11

Bibliografía: Oppenheim 10.2, Proakis 14.1



12

Bibliografía: Oppenheim 10.2, Proakis 14.1
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Bibliografía: Oppenheim 7.2

Probl Opp: 10.7*, 10.8*, 
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Bibliografía: Oppenheim 10.2

Delta_ml es la semidistancia al cero del primer lóbulo. A_sl es la amplitud (dB) 
del lóbulo secundario
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Bibliografía: Oppenheim 10.2

Probl Opp: 10.14*, 10.17*



16

Bibliografía: Oppenheim 10.2
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Bibliografía: Oppenheim 10.6, Oppenheim 10.7, Proakis 14.2
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Bibliografía: Oppenheim 10.6, Oppenheim 10.7, Proakis 14.2
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Bibliografía: Oppenheim 10.6, Oppenheim 10.7, Proakis 14.2

Asintóticamente insesgado significa que el sesgo tiende hacia 0 cuando la 
longitud de la ventana tiende a infinito.

Probl Pro: 14.5, 14.6, 
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Bibliografía: Oppenheim 10.6, Oppenheim 10.7, Proakis 14.2
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Bibliografía: Oppenheim 10.6, Oppenheim 10.7, Proakis 14.2

Probl Pro: 14.8*
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Bibliografía: Oppenheim 10.6, Oppenheim 10.7, Proakis 14.2
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Bibliografía: Oppenheim 10.6, Oppenheim 10.7, Proakis 14.2
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Bibliografía: Oppenheim 10.6, Oppenheim 10.7, Proakis 14.2

Probl Pro: 14.1*
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Bibliografía: Oppenheim 10.6, Oppenheim 10.7, Proakis 14.2
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Bibliografía: Oppenheim 10.6, Oppenheim 10.7, Proakis 14.2
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Bibliografía: Oppenheim 10.6, Oppenheim 10.7, Proakis 14.2

La atenuación de la correlación a altos lags es porque estoy calculando la 
autocorrelación enventanada
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Bibliografía: Oppenheim 10.6, Oppenheim 10.7, Proakis 14.2

Probl Pro: 14.9*
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Bibliografía: Proakis 14.3

El error residual es una de las salidas de las ecuaciones de Yule-Walker. Aquí lo 
pongo para refrescar y porque los criterios de selección del orden se basan en 
esta medida

Probl Pro: 14.13*, 14.16, 14.17
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Bibliografía: Proakis 14.3
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Bibliografía: Proakis 14.3



34

Bibliografía: Proakis 14.3
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Bibliografía: Oppenheim 10.3
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Bibliografía: Oppenheim 10.3
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Bibliografía: Oppenheim 10.3
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Bibliografía: Oppenheim 10.3
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Bibliografía: Oppenheim 10.3

rho(t) es la distancia de la antena al elemento reflector. c es la velocidad de la 
luz. El espectrograma lo he cogido de 
http://www.mayhu.com/publication/IEEERadar05.pdf. La línea horizontal cerca de 
los 0Hz es el sea-clutter.
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