Tema 0 — Repaso de Senales
y Sistemas Discretos

4° Ing. Telecomunicacion
EPS — Univ. San Pablo — CEU




Lecturas complementarias

* Opp. 1, Pro 1(solo hasta 1.2): Introduccion
aTDS
— Importancia de TDS en la ingenieria
— Perspectiva historica
— Esquema de un sistema de TDS

— Tipos de senales '
e Transparencias:11-21
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Lecturas complementarias

* Oppenheim, Willsky. Sefales y Sistemas.
Prentice-Hall, 1997. Cap. 1, cap. 2 (solo lo

referente a tiempo discreto)
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Ejercicios Opp: 2.29, 2.43
Ejercicios Pro: 2.1, 2.2



Senales

Senal: Algo que lleva info.

Info contenida en algun patrén de
variaciones (ej: voz, video):x(t).
Convencion: variable indep. es t.

Senales en tiempo discreto
X[n]:secuencias.
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Opp 2.0



Senales Basicas

Delta de Kronecker ! S

0 n#n
(0.1)5[n]={(1) nioé[n—no]={ .

n=0 1 n=n, o

©0.2) x[n]s[n—n,]=x[n,J6[n—n,]

0z

0.3) x[n]s[n]=x[0]s[n]

LB B e G (B e
L}

Cualquier secuencia se puede expresar como una suma ponderada de deltas
x[n]= > x.n-kK]
k=-o0

X, = X[n=K]

(0.4)
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Bibliografia: Opp. 2.1, Pro. 2.1



Senales Basicas

Escalén unidad ol

05) u[n]— 0 n<O
| "1 nx0 4
O 04
u[n no]z{ n<fo o3
1 n2n, 02

e Rt e (s 7 & 0

Relacion con la funcién delta

(0.6) u[n]=§5[n—k]=ki5[k] ©0.7) 8[n]=u[n]-u[n-1]
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Bibliografia: Opp. 2.1, Pro. 2.1
Ejercicios Pro: 2.3



Exponencial real

Curso 2009/2010

0.9) x[n]=Ca" =Ce”

Senales Basicas

o]

= n

P
[ ¥ og

-0 £ & < 2 o 2 4 & a 0
n

TDS EPS-San Pablo CEU

Bibliografia: Opp. 2.1, Pro. 2.1, Opp 1 1.3

Ejercicios Pro: 2.15*




Sefales Basicas
Exponencial imaginaria pura N." o 1
(0.10) X[n]= Ce!™™" = C(cos wyn + jsin ay,n) i
‘ _ UM
i ejfuon _I_efj(uon ::i
(0-11) cos a)on = Re{ejwon}:# nsl[
) - ej(uon_e—j(uon -"L O R N N
(0.12) sinw,n=Im{e'*"}= .
2]
A A
Acos(wn+g) = —e'lel™" 4 —g g7 R _
2 BEGERETRRE
(0.13) ol
o |2 i
e =1 (0.14) ANNNNNN.
Ele,-k%n N k=0:£N£2N,.. N
= |
(0.15) 0 resto - 1 R
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Bibliografia: Opp. 2.1, Pro. 2.1, Opp 1 1.3



Senales Basicas

Exponencial imaginaria pura

Periodicidad en n
e, = 27,% el027)~(-z,z]  (0.16)

N o N
° = ged(m N) (0.17)

glan 4 gion | N,,, =mcm(N,,N,) (0.18)

Periodicidad enw @, = 27K + @, = e/ = ¢*" w, €[0,27)~ (- 7, 7]
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Bibliografia: Opp. 2.1, Pro. 2.1, Opp 1 1.3
Ejercicios Opp: 2.28



Exponencial compleja

A= (z) =(ae™ |

Sefales

Basicas
Im{z,}

» Re{z,}

Curso 2009/2010 TDS EF

> CEU

10

Bibliografia: Opp. 2.1, Pro. 2.1, Opp 1 1.3
Ejercicios Opp: 2.7
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Sistemas Basicos

(0.27) i .
Integrador y[n]=1(x[n]) = kz x[k]
0.28 = _ D] |
028 Jln]= D) = Xl xfn—1] - x[n]=D*(1(x[n]) (0.33)
© 29)Causal x[n]=1(D7*(x[n]) (0.34)
~ Diferencia finita  y[n]= D*(x[n}) = x|n]- x[n+1]
no causal <
(0.30)
Parte par x,[n]=Ev(x[n]) = M
2 s x[n]=x.[n]+x,[n] (0.35)
031 ] sl
Parte impar X, [n] =0dd (x[n]) = —

(0.32) ;
Correlacion ¢, [m]= > x[nly[n+m]=x[-m]* y[m]

=—00
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Ejercicios Pro: 2.4, 2.5, 2.58, 2.59, 2.60, 2.61
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Propiedades Basicas de los
Sistemas
(0.19)Sistemas con memoria Y[n] =T (x[n], x[n —1], x[n - 2]:---)
(0.20)
Sistemas sin memoria Y[n] =T (x[n])
(0.21)
Sistemas invertibles  y[n]=T(x[n]) = 3T *(y) : x[n]=T *(y[n]) =T (T (x|n])
(0.22)
Sistemas causales y[n]=T(x[n] x[n 1], x[n-2]....)
(0.23)
Sistemas no causales yln]=T(x[n] x[n+1} x[n+2]...)
0.24
( )Sistemas estables X[n] <B,,vn=> 3B, :[T(x[n)| < B, ¥n
(0.25) ' '
Sisemas narantes yfo) 1 ufa) = yin—n,]-T p-n,)
0.26
( )Sistemas lineales T (ax,[n]+bx,[n])=aT (x[n])+ bT (x,[n])
Curso 2009/2010 TDS EPS-San Pablo CEU 12

Bibliografia: Opp. 2.2, Pro. 2.2
Ejercicios Opp: 2.23*, 2.30%, 2.55, 2.56, 2.62, 2.63, 2.68
Ejercicios Pro: 2.6, 2.7, 2.8%, 2.10, 2.11, 2.12, 2.13, 2.14
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Sistemas LTI

(0.36)
Sistema y[n]=T(x[n))

(0.37) "
Sistema lineal y[n]= Zx[k]h [n]

(0.38) =
Sistema LTI y[n]= Zx[k]h[n k]=x[n]=h[n]

Applet convolucion discreta: http://www.jhu.edu/~signals/discreteconv2/index.html

Curso 2009/2010 TDS EPS-San Pablo CEU
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Bibliografia: Opp. 2.3, Pro. 2.3
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Suma de convolucion
yln)= > x[kJnln~K]= x{n]+ h[n]

k=—00

» Evaluacion directa/gréafica
(secuencias finitas):
— Reflexién: h[-k]
— Para cadan:
— Desplazamiento: h[n,-k]:
¢ n>0: derecha
¢ n<0: izquierda.
Multiplicacion: v, ,=x[K].h[n,-K]
— Suma de todos los productos.
., L. l-«o
 Evaluacion analitica: Ejemplo: y[n]=u[n]a"u[n]= u[n]

Curso 2009/2010 TDS EPS-San Pablo CEU 14

Opp:2.3
Ejercicios Opp: 2.2, 2.3, 2.22, 2.24

Ejercicios Pro: 2.16%, 2.17, 2.18, 2.19, 2.20, 2.21, 2.22, 2.29, 2.31*, 2.32, 2.33,
2.34, 2.36, 2.37, 2.38, 2.39, 2.45, 2.51, 2.52 2.63, 2.64
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Propiedades Sistemas LTI
(0.39)
(0.40) Conmutatividad X[n]>!< y[n]: y[n]* x[n]
" Distributividad x[n]* (h,[n]+hy[n] = x[n]*h,[n]+ x[n]h,[n]

(0.41)

Asociatividad x[n]* (hy[n]h,[n]) = (x[n]h,[n]) * h,[n]
(0.42)

Sistemas sin memoria h[n]: ké[n]
(0.43)

Sistemas invertibles h[n]*h*[n]=&n]
(0.44)

Sistemas causales h[n]=0 wvn<o0
(0.45) .

Sistemas estables > |hln] <o

Curso 2009/2010 TDS EPS-San Pablo CEU 15

Bibliografia: Opp. 2.4, Pro. 2.3

Ejercicios Opp: 2.1%, 2.10, 2.12, 2.15, 2.18, 2.19, 2.21*, 2.25, 2.35, 2.36, 2.37%,
2.50, 2.60, 2.34*.

Ejercicios Pro: 2.24, 2.35%, 2.40, 2.56, 2.57




Sistemas definidos por ecuaciones
en diferencias finitas

N M
> ayn-k]=>bx[n-k] (0.48)
k=0 k=0

» Método 1: Ecuacion de recurrencia
[ibw[ﬂ—k]—iaky[n—k]j (0.49)

k=0

ﬂﬂ=§-

0

» Método 2: Sol. Homogénea+Sol. Particular
Yanh-k=0  Yayh-kl=Ybxn-k]

T —~ —
y[n]=y,[n]+y,[n] (0.50)

Curso 2009/2010 TDS EPS-San Pablo CEU 16

Bibliografia: Opp. 2.5, Pro 2.4
Ejercicios Opp: 2.39, 2.61



Sol. Ecuacion Homogénea

Ejemplo: y[n]- y[n—1]+5 y[n-2]=x[n]+x[n 1]
yaln]-2y,[n-1]+1y,[n-2]=0
yh[n]:z”

n-2 n-2(52 n-2

$2 g =2 &/H_é)/—z (2-$(z-4)=0
Polinomio caracteristico

z=0 Sol.Trivial

1 . . -

2 Si hay raices multiples, supongamos
7=1 que Y4 es de orden 2, entonces la
solucién es de la forma

Valn]= K @) + K, () y,[n]= K, @) +(K, +nK)()  (0.51)

Curso 2009/2010 TDS EPS-San Pablo CEU 17

Bibliografia: Opp. 2.5, Pro. 2.4
Ejercicios Opp: 2.38
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Sol. Particular

Ejemplo: y,[n]-2y, [n-1]+%y [n-2]=x[n]+Xx[n-1]

x[n]=u[n]
Y, [n]=Kuln]

y,In]-2y,[n-1]+3y,[n—2]=x[n]+x[n-1]

x[n]

K
KM "n®
K cos wyn
Ksina,n

yin]
K
M"(Kon® +KnP*+. +K,)

K, cos wyn + K, cos wgn

Ku[n]-2 Ku[n-1]+ 1 Ku[n-2]=u[n]+u[n-1]
n=2
K-3K+1K=141 = K=1

4

Y,[n]=2uln]

Curso 2009/2010 TDS EPS-San Pablo CEU

(0.52)

18

Bibliografia: Pro. 2.4
Ejercicios Pro: 2
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gjemplo:  y[n]-2y[n -1+ yln—2]= x[n}+ xin—1

Curso 2009/2010 TDS EPS-San Pablo CEU

Y [n]: Kl(%)n + Kz(%)
Y[n]=%uln]
yn]= (ki) + K, () + 2 hn]
n=0  y[0]=3y[-1]-ty[- 2]+ X[0]+ x[-1]=1=K, + K, +%£
n=1  Y[l=3y[o]-3y[-1]+ x[t]+ X0l = £ = K, 3+ K, 1 +2
K, =-6,K, =3

Solucion Ecuacion en Diferencias

19

Bibliografia: Pro. 2.4
Ejercicios Opp: 2.5%, 2.16
Ejercicios Pro: 2.27, 2.54
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Sol. Ecuacién de recurrencia

Ejemplo: y[n]_; yln-1]=x[n] —— y[n]= x[n]+; yln-1]

x[n]= N
Condiciones iniciales: y[n]=0 n<0

n=-2 y[-2]=x[- ]+ y[-3]=0
n=-1 y[-1]=x[-1]+1y[-2]=0
n=0 y[o]=x[o]+3% y[ 1]=1
n=1 yl]=xlt}+ 3 ylo]=% y[n]=(3)"uln]
n=2 y[o]=x[2]+ 3 ylt]= (3
yIn]=x[n]+3 yln-1]=(3)'

Bibliografia: Opp. 2.5, Pro 2.4
Ejercicios Opp: 2.4
Ejercicios Pro: 2.23, 2.42
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Ejemplo:  y[n]-3y[n— 1] 4y[n 2]

Yn [n] (

x[n]+2x[n-1]

Ki=-%.K,=¢

= (-4 (-2)" + 4" kn]

Curso 2009/2010 TDS EPS-San Pablo CEU

Respuesta al impulso

n=0 y[0]= 3y[—1]+ 4y[- 2]+ x[0]+2x[-1] =1=K, +K,
n=1  y[1]=3y[0]+4y[-1]+ x[1]+ 2x[0] =5 = -K, + 4K,

21

Bibliografia: Pro. 2.4.4
Ejercicios Opp: 2.20, 2.31*
Ejercicios Pro: 2.25, 2.28, 2.30, 2.55
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Funciones propias de los sistemas
LTI

vInl= Y ikhln—k]= Y zihln—k]= Sl =2 Yhlkles* = 1M 2,

k=-o0
) (0.46)
x[n]=zg =r"e!"
xn]=>az, ————— yh]=YaH@)z
k k
(0.47)
Curso 2009/2010 TDS EPS-San Pablo CEU 22

Bibliografia: Opp. 2.6
Ejercicios Opp: 2.13*, 2.14*, 2.26, 2.27



Representacion en Serie de
Fourier

x[n]=x[n+N] — o, :ZW” (0.53)

g [n]=e"" k=0+£L%2,.. Pero sélo hay N sefiales distintas de este tipo

(0.54) #[n]=d.w[n] (0.55)

o5 | - Taghl-Saal]l  a-t Skl | o8

k=<N> = n=<N>

=~

Ay =

Atencion: (0.58)
ay =8y

La frecuencia de la exponencial correspondiente al coeficiente a, es o, =k,

Applet: http://www.jhu.edu/~signals/fourier2/index.html
http://www.jhu.edu/~signals/listen-new/listen-newindex.htm

Curso 2009/2010 TDS EPS-San Pablo CEU 23

Bibliografia: Opp. 2.7, Opp 8.1, Pro. 4.2
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(0.59)
(0.60)

(0.61)

(0.62)
(0.63)

(0.64)
(0.65)

(0.66)

Propiedades de la Serie de Fourier
Linealidad Ax[n]+By[n] «— Aa, +Bb,
Desplazamiento en el tiempo x[n - no] — akefjk""’nO
Desplazamiento en frecuencia [l
Conjugacion X[n] «—o a
Inversion en el tiempo X[— n] — a,

_ . n]- x[n/M] n=Mk 1
Escalado en el tiempo Xy [N]= 0 resto Mak
Convolucién periodica Z x[rlyln-r] «—— Nab,

r=<N>

Producto x[n]y[n] .—.Igfubm
Applet: http://www.jhu.edu/~signals/dtftprops/indexDTFTprops.htm
Curso 2009/2010 TDS EPS-San Pablo CEU
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Bibliografia: Opp. 2.8, Opp 2.9, Pro. 4.2
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Propiedades de la Serie de Fourier

Diferencia finita x[n]-xn-1] «—s (1_ g " )ak (0.67)
n
o 1
Integracion k;OX[k] « R EH (0.68)
S6lo es periddica y finitasi 3, =0 (0-69)

Simetrias x[n] esreal «—— a, =a’, (0.70)
x[n] esrealypar «—— 3, esrealypar (0.71)

x[n] esreal e impar «— 4 esimaginaria (g 72)

pura e impar
x,[n] «—» Re{a} (0.73)
x[n] «— Im{a} (0.74)
Teorema de Parseval 1 > x[n]\2 = > ak\z (0.75)
N n=<N> k=<N>
Curso 2009/2010 TDS EPS-San Pablo CEU 25

Bibliografia: Opp. 2.8, Opp 2.9, Pro. 4.2
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Algunas series de Fourier

eI e Ny o1 1
x[n|=sin(34n)=——— T, Ay =A== (0.76)
=singen) = S SNy =y =,
272M gcd(M,N) =1 — 1 _ 1 (0 77)
cos(#Mn) gdMN)=1 aM_E'a‘M_E :
Ejemplo: 1+sin(3= n)t}:OS(Z’\fn)-‘rCOS(Fnﬁ-Z)
j/,»
aO:l al:%—i-z—lj azz%ez
—lpa7 )2
ail:%_zij a,=5¢€
Curso 2009/2010 TDS EPS-San Pablo CEU 26

Bibliografia: Opp | 3.6
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Algunas series de Fourier

2N, +1 k =0+N,+2N,..

0.78

,,,,,,,,,, =1 1sin(z k(2N +1)) s 7Y
N sin(% k)

n]= K 8 - {K k=0,£N,+2N,. (0.79)
0 resto

x[n]= Z&[n KN] « &~ a = (0.80)

Curso 2009/2010 TDS EPS-San Pablo CEU 27

Bibliografia: Opp | 3.6
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Transformada de Fourier

x[n]

00000000000000




Transformada de Fourier
a, =% > K[nfe

n=<N>

Defino |X (") = ZX[n]e 1 (0.81)  Luego, ak=%X(e"k”°)

Para reconstruir la sefial en el espacio del tiempo

X[n Zak@ ]— Z X(ejk%)@ = ZX(eJk%)ejk(uOn
k=<N> k=<N> N T Vi
27[
W, =
N a,
)= limAnl=—= [XE)edo | 082) 1243 4% (B
N—>w 2 27) 4;] I I
0 oy ka, (N-Da,
Curso 2009/2010 TDS EPS-San Pablo CEU

Bibliografia: Opp. 2.7, Pro 4.2
Ejercicios Opp: 2.72, 2.74



Convergencia de la TF

si Xy (@)= D xnk " (083

n=—N
se define convergencia uniforme  |im|X(€*)- X, (e")|=0 (0.84)
N—w

0

X(e')= > x[np7*" converge uniformemente si Y [x[n]<x  (0.85)
N=—o0 nN=—0
w 2
sefiales de energia finita Z‘X[n] <o (0.86)

N=—o0

2
do=0 (0.87)

- joy _ jo
convergencia cuadratica media INl_m (I)X (€)= X\ (")
© 2z

Curso 2009/2010 TDS EPS-San Pablo CEU

30

Bibliografia: Pro 4.2

30



Convergencia de la TF.

iPero para las sefiales de energia finita puede 1
haber fendmenos de Gibbs en frecuencial. |

Ejemplo:

X (@) = {1, ok o, ol sen(w,n) / :

0, o <lokr [n] m . _Jj_ -

xxxxx

pero ...
sen(w.n Y osen(w.n)
(=0 X ()= 3 S e
n=—N 7m
La interpretacion intuitiva es que X, (e’) tiende
aX (ej”’) salvo en un numero finito de discontinuidades -

Curso 2009/2010 TDS EPS-San Pablo CEU

Este hecho tendra su importancia a la hora de disefiar filtros discretos.

31

Bibliografia: Pro 4.2
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TF de sefales periodicas

el & > 275(w—w,—2) (0.88)
l=—c0

Ejemplo: . ”
cos(myn) =Lel" + e N 75(w—w, —24) + Y 75 (0+ @, — 2)
|=—cc |=—c0
wo(w— ) + o (0 + w,) —-nlw<rn

En general

l= Yae* « . S oms(0-ke) (089

k=<N>

k=—o0

Curso 2009/2010 TDS EPS-San Pablo CEU 32

Bibliografia: Pro 4.2
Ejercicios Opp: 2.17*



Propiedades de la TF

(0.90) ) _
I)_inealidad Ax[n]+By[n] «— AX(e)+BY(e!)
Desplazamiento en el tiempo x[n - no] —» X(e!)e i

(0.92) - _
Desplazamiento en frecuencia 4 [1] SRR e—— (Y (o)

(0.93) . L
Conjugacion X[n] «——  X*(e7)

(0.94) _

Inversion en el tiempo X[— n] — X(')

(0.95) x[n/m] n=mk .

i X In|= — 5 X(eM
Escalado en el tiempo m[ ] 0 resto ( )

(0.96) ) )
Convolucién xl=yln] «— X E")Y(E")

(0.97) 1 _ _
Producto xyln] ——— 2= [XE")Y (e ?)do

T
@)
Curso 2009/2010 TDS EPS-San Pablo CEU 33

Bibliografia: Opp. 2.8, Pro. 4.3

33



Propiedades de la TF

Diferencia finita X[n]-x[n-1] «—— [1-e)X () (0.98)
n 1 )
Integracion >oxlk] - * o X(e") (0.99)
k=—o0 -

+2X (€)Y S(w-27K) (0.100)
k

=—00

Diferenciacion en frecuencia nx[n] ) . ] dXx (e'”) (0.101)
Simetrias do
Tiempo Frecuencia X[n] es real X (ei(v) =X *(e—iw) (0.102)
Real | P2l par | x[n] esrealypar «—» X(e/”) esrealypar (0.103)
Impar Impar . 1
™ X[n] es real e impar +«—— X (e'”) es imaginaria (0.104)
| Impar Impar pura e impar
Imaginaria ‘>
v x[n] «——— Re{X(e")} (0.105)
X[« Im{X (")} (0.106)
Curso 2009/2010 TDS EPS-San Pablo CEU 34

Bibliografia: Opp. 2.8, Pro. 4.3



Propiedades de la TF

Teorema de Parseval Z\x[n =5 HX(e“")‘ do
= 7 (2x)

ZX[n]y [n] =2— jX(e’“)Y (e*)dw

n= (27)

Curso 2009/2010 TDS EPS-San Pablo CEU

(0.107)

(0.108)

35

Bibliografia: Opp. 2.8, Pro. 4.3
Ejercicios Opp: 2.44*,2.49* 2.65, 2.71, 2.73, 2.75, 2.76, 2.77, 2.78, 2.79

35



a"u[n]

g

(n+1)a"u[n]

" el

r-1
sm(cop(n +1))a"u[n]
uln]

Sin w,

Curso 2009/2010

Algunas TFs

la| <1 1
) " 1 ge
<1 1 ae’” 1-a’
) © 1-ae’ 1-ae 1-2acosw+a’
|a|<1 1 2
) '[1—ae"”’j
|a|<1 1 r
) '(1—aej‘”j
la| <1 1
— 2. 2jw

1-2acos a)pe‘j”’ +a’

1 0
. e ;zk;a(w- 27K)

TDS EPS-San Pablo CEU

(0.109)
(0.110)
(0.111)

(0.112)

(0.113)

(0.114)

36

Bibliografia: Opp |1 5.6
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Algunas TFs

xlnl= Yae* . S 2m 5(0-kay)
k=<N> K=o

cos(wh+ @) «—— 781°5(0—w,) + 7275 (0 + w,)
sin(w,n) <—>%5(w—wo)—%§(w+a)o)
i —F () (RO
Sn) e——1

27

xnl= Y oln-kN] «" 8 s oS 5w kay)
k=—o0 k=—o0

Curso 2009/2010 TDS EPS-San Pablo CEU

/YR

—-rTlw<r

/Y R/4

—-rnlw<r

(0.115)
(0.116)

(0.117)

(0.118)
(0.119)

(0.120)

(0.121)

37

Bibliografia: Opp |1 5.6
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Algunas TFs
n[<N, sinw(N, +1)
R e — 0.122
nl= { resto sinw; ( )
1 —N,<n<N, sinew(3(N, +N +1)) —jolte s
X[n] - 0 resto sinw} (0.123)
0<W <7 i 1 ‘a)‘ <W

- X loy = - < <

_sm c( j (e™) {0 resto 4 0()0.17274)
0 .
h[n] = COSﬂn 0« X(E)=jo —-r<w<x (0.125)
nT
Curso 2009/2010 TDS EPS-San Pablo CEU 38

Bibliografia: Opp |1 5.6



Algunas TFs
. 5 n-5 ‘a‘<1 5,-j50
Ejemplo: x[n]=a"u[n-5]=a°a"*u[n-5] «———— &€ "
T 1-ae™”
n [ ] |a|<1 1
a"ufn] « vy (0.126)
X[N-ny] X (e)e e (0.127)
Ejemplo: L o ! b !
Jempro: (l-ae ’*Ji-be ™) a-bl-ae ) a-b(1-be )
x[n]:afba”u[n]—;:b”u[n]
Curso 2009/2010 TDS EPS-San Pablo CEU 39

Bibliografia: Opp |1 5.6
Ejercicios Opp: 2.46



Dua

Idad de

la TF

Tiempo continuo Tiempo discreto
Dominio del tiempo Dominio de la Dominio del tiempo Dominio de la
frecuencia frecuencia
Series de Periddica en el No peridédica en Periddica en el Periédica en
Fourier tiempo. Tiempo frecuencia. tiempo. Tiempo frecuencia.
continuo Frecuencia discreta discreto Frecuencia discreta
< 1 - ko i i
X(t) _ zakem%x a =— jx(t)e ket X[n]= Zake,mun a, :i zx[n]e jkagn
k=—o0 T (To) k=<N> [\
Transformada | No periddica en el No periddica en ’ Lbio periédica en el Periddica en
de Fourier tiempo. Tiempo frecuencia. tiempo. Tiempo frecuencia.
continuo Erecuencia continua | discreto Frecuencia continua
f B f i l @ jon i = S ~Jen
X =—— [X(jo)edo | X(jo)= [xeat [n]=5 [X(@E)edo | X(E) 2k
2r e et T (27) n=—o
(0.128)
Curso 2009/2010 TDS EPS-San Pablo CEU 40

Bibliografia: Pro. 4.2, Opp | 5.7
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Caracterizacion en frecuencia de un
sistema LTI

vInl= Y ihln—k]= Y zinln—k]= Skl = 3 hlkles* = 231 (2

=—00

0.46
)= 20 (049

X[n]: ZakZ: — y[n]: ZakH (z)z,

(0.47)

H _ hlklz* La respuesta en frecuencia a un sistema es
(ZO) ZO . . .
Pt la transformada de Fourier de la respuesta impulsional

Curso 2009/2010 TDS EPS-San Pablo CEU 41
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Caracterizacion en frecuencia de
un sistema LTI

x[n]=e!*" ———— y[n]=e™" xh[n]=e'*"H(e/*)  (0.131)
1 joya jon 1 jo joyajon
x[n]zz_ IX(e el do — y[n]=2— jX(e YHE!")e'"dow (0.132)
(x) T (ox)
Ejemplo: X[n]=cos(w,n+a) = Lel“el®" 4+ L lug 7"
y[n]: %ejaejmonH (ej(z1o)+%e—jae—jn)onH (e—jmo) —
— %ejueijnH (ejrzlo)+%e—jzze—jnr)UnH *(ejmo) —
- jo ja A Jo j<H (e10) —jap—jogn a—j<H (e!™) | _
_‘H(eJ 0)(§e1 gleungloHE™®) 4 1g-lagiongisH(e )_

=[HE™)

cos(won +a+ < H (e*))

Curso 2009/2010 TDS EPS-San Pablo CEU 42

Bibliografia: Opp. 2.6, Pro. 4.4

Ejercicios Opp: 2.6, 2.11*, 2.32, 2.33*, 2.41, 2.45, 2.48, 2.51, 2.52, 2.53, 2.54,
2.57,2.69
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Caracterizacion en frecuencia de un
sistema definido por una ecuacion en

diferencias
N M N M
> a.y[n-k]=> bx[n-k] >aY(e)e =3 b X(e")e*
k=0 k=0 k=0 k=0
M (0.129)
) b e—jk(o
ot _H
X(ejw) zN:a e—jka) (0130)
k=0 “
Ejemplo: y[n]f% y[n 71]4—% y[n—2]=2x[n]
Y(ejw) 7%Y(ejw)e—jw +éY(ejw)e—j2(9 — 2X (ejw)
Y(e“”)(l—%e’j’” +§e’j2’”): 2X (1)
2 2

H(e™) = = : . —
"1 rie ™ e fiie ) [-ie”) [-ie )

h[n]=4(3)"uln]-2(3)"u[n]

Curso 2009/2010 TDS EPS-San Pablo CEU 43

Bibliografia: Opp. 2.5, Pro. 4.4
Ejercicios Opp: 2.8%, 2.9, (2.34%), 2.42, 2.47, 2.64, 2.66, 2.67, 2.70
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Régimen estacionario y transitorio

Ejemplo régimen estacionario:
X[n] = ejwoﬂ _— y[n] — ej(uoﬂ * h[n] — ej(uoﬂ H (ej(uo)

Ejemplo régimen transitorio:

dnl=e" ] ——— yil-eullenin]=e J%“u[n(zh[] )=
[(z - S -

k=0 k=n+1

( € 3 ik j [y

k=n+1

%/_/

Régimen  Régimen
estacionario transitorio

(steady state)
Curso 2009/2010 TDS EPS-San Pablo CEU 44

Bibliografia: Pro. 4.4, Opp 2.6
Ejercicios Opp: 2.40
Ejercicios Pro: 2.9



Régimen estacionario y transitorio

Ejemplo régimen transitorio:

y,[n]=e'*"u[n] i h[k Je =

k=n+1

‘Yt [n]‘ =

enuln] 3 hlkle | < ih[k]gki;h[k]

k=n+1 k=n+1

Si h[n] es un sistema FIR, entonces 3ny|y, [n]J=0 wvn>n,

Si h[n] es un sistema IIR, entonces

Es decir, la respuesta esta acotada si el sistema es estable. Y el
transitorio tiende a 0O si la respuesta al impulso tiende a 0 con n

Curso 2009/2010 TDS EPS-San Pablo CEU
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Bibliografia: Pro. 4.4
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Régimen estacionario y transitorio

A
=

o]
= .

=4
=]

Curso 2009/2010 TDS EPS-San Pablo CEU
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Bibliografia: Pro. 4.4
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Procesos estocasticos

Supondremos que cada x[n] es es resultado de una variable aleatoria x,con Py, (x,n)

A menudo es Util caracterizar una v.a por promedios:

Media ; Correlacion y Autocorrelacion
m, =E{x}= jxpxn (x,n)dx S [n,n+m]=E{X,, X,,.n}
m, = E{x}= 2 xp, (x,n) gy [n,0+ M) = E{X,, Yy}
E{X +V,}= Ex{xn}_,_ E{y.} Para una sefial determinista
E{ax,}=aE{x} go[m]= > XnIX[n + m] = x[-m] * x[m]
Procesos estacionarios o
m, =m,
g, In.n+m] =g, [m] #yIml =g, [-m] = g [m]=g,[-m]
Curso 2009/2010 TDS EPS-San Pablo CEU 47

Bibliografia: Opp. 2.10, Opp. A, Pro. 2.6, Pro. A
Ejercicios Opp: 2.59
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LTI

Procesos estocasticos y Sistemas

k=—o0

Efyln]t= E{ _ih[k]x[n —k]} = _ih[k]E{x[n ~ K1} = E{X[n]} 3 hik] = EX[nTH (¢™)

LTI

SWALRITNOE

Curso 2009/2010

X estacionario

¢, [n,n+m]=E{y[n]y[n+ m]}L E{ i i h[kIh[rIx[n—Kk]x[n—r + m]} =

X estacionario

= i¢xx[m - I] ih[k]h[l + k] =

= g [m]*@,[M] ]|, luego y es también estacionaria
(0.140)
TDS EPS-San Pablo CEU

(0.139)

= 3" hK] S RIFIE{qn —kIxn—r +m]}= 3" (K] S hrlg, [m+k —r] =

48

Bibliografia: Opp. 2.10, Opp

. A, Pro. 2.6, Pro. A
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Procesos estocasticos y Sistemas
LTI

g[ml=h[-mlhm] = @, () =H"(e”)H(e")=|H (")

2

i oy |2 i jo i jo
©, (") =[HE") D) | | Py(e’)= > I

(0.141) 15 | (0.142)
Ely’[]}=4,101=5 [JHE") @, (") (©0.143)

@, (') es una funcion no negativa, real, y par (0.144)

Ejemplo: Si es un filtro paso banda

E{yz[n]}: #,,[0]= Zlﬂjlcbxx (e””)da)+21ﬂ [f(DXX (e')dw = 22171 :fq)xx ')

—oy

Curso 2009/2010 TDS EPS-San Pablo CEU 49

Bibliografia: Opp. 2.10, Opp. A, Pro. 2.6, Pro. A

Ejercicios Opp: 2.80*,2.81*, 2.82, 2.83*%, 2.84, 2.85, 2.86, 2.87, 2.88, 2.89, 2.90,
291

Ejercicios Pro: 2.62
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1

Sefales paso banda

Curso 2009/2010 TDS EPS-San Pablo CEU

|
X(jQ) T Q
_Qc | 0 Qc
Senfial analitica o pre-envolvente
2
(0.145) X, (jQ)=2X(jQu(jQ) 0
- - QC
(0.146) X, (1) =((1)+ %)= x(t) = x(t) + X(t)
Transformada de Hilbert
0.147) 3= 2xx =2 X g, j Q<o
X ot H(jQ)=1 0 Q=0 (0.149)
(0.148) X(j)=X(iQH(j) -j Q>0

50

Bibliografia: Pro. 9.1

50



Sefales paso banda

2
Sefial equivalente paso bajo

(0.150) X, (jQ) =X, (j(Q+9Q,)) 0
0
0.151) X (jO) =1 X (i Q@-Q)+1X,(i(Q-Q,))
Componente en fase
Componente en cuadratura

(0.152) X (t) =x, ()™ =x (t)+ jx (t) =a(t)e’}

I Fase

Envolvente

(0.153)  x(t) = x, (t) cOs .t — X, (t) sin .t = a(t) cos(Q,t + A(t)) = Rex, (t)e!* |

(0.154)  (t) = x, (t) cOs Qt + X, (1) sin Q.t = a(t) sin(Q.t +O(t)) = Imx, ()e ™ |

Curso 2009/2010 TDS EPS-San Pablo CEU
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Bibliografia: Pro. 9.1
Ejercicios Opp: 2.58
Ejercicios Pro: 9.3*
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Apéndice I:
Relaciones trigonomeétricas

_ . 2y it _ gt
eJZZCOSZ—f-jSInZ cosz:i sinz:e e
2]
. 1-tan®z
cos2z=1-2sinz=2cos’z-1="——~
1+tan”z
. . 2tanz
sin2z=2sinzc0sz=——-—
l+tan”z
sina+sinb = 2sin 22 cos 2 sin(a+b) =sinacosb +cosasinb
cosa+cosh = 2cos 22 cos 252 cos(a+b) =cosacosh—sinasinb
cosa—cosh =—-2sin22sin 22 cosacosh =1cos(a—b)+1cos(a+b)
sinasinb =1 cos(a—b) -3 cos(a +b)
sinacosb = 3sin(a—b) +5sin(a+b)
Curso 2009/2010 TDS EPS-San Pablo CEU 52

Bibliografia: Formulario CRC
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Apéndice II:
Partial Fraction Expansion

6(2) - by " b,z P bz by
-n —(n-1) -1
a,z'+a,,z +..+az27+1
_ bz b,z P 4 +bz T +by ::im“ Kom
1 1 -1 -1
A-zz)"(A-z,2)"..(l-z,2)™ | A (l-2z,27)"
donde
(mp—-m)
1 —(m,-m) d . 1\M
-2y L (a2, 6().
" (my-m)t T dz ™ =
Curso 2009/2010 TDS EPS-San Pablo CEU
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Apéndice II:
Partial Fraction Expansion

: . 2 2 K
aempm.}qg)zl - 1

KZl

3 1
-377+4z

SRIREIR S
Ka= (=32 HH ()., - (1_12 7y |t =72
HZ) =2 2

(-izh (@-iz?

h[n] = 4(2)"u[n]-2(2)"u[n]

Curso 2009/2010

TDS EPS-San Pablo CEU

= = +
1772 (1-izhHa-izY (@-izY @-1iz

54

Bibliografia: Opp | Apéndice
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Apéndice II:
Partial Fraction Expansion

Eemplo: v (el) = 2o o fa o fe
(1_le ]I{))(l_%e ]IU) (1_%e ][,')) (1_%e JIU) (1_%e J(U)

151 2 _
Ku=(2-329H@)., v
151 2 —
K, :((1 z )H(Z)j mm— 2
I A _17t _4 42
K21_ (2_1) I\ 4) ( (1 z ) H(Z)j z=1 4{dzl (1_%21)J2=},
:_L{_ 2(-3) j .
(1_%2—1)2 z=1
V)-8 4 2

(1-1e”) (I-ie?) (1-te )’
yInl = B() - 4(2)" —2(n+1)( ) bin]

Curso 2009/2010 TDS EPS-San Pablo CEU 55

Bibliografia: Opp | Apéndice
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Apéndice II:
Partial Fraction Expansion

1430+ le 2 4 eI
1+5e7o+1e7i%

-jo
d,+de
1+5e7o+lei%

Ejemplo: H(elv) =C,+Ce”+

1+3e 1+ e % 11073 = (¢, +d,) + (3¢, + ¢, +d,)e ' + (Ac, + ¢, )e 1> +L1ce

10 1 0Yc) (1 ) (1
51 0 1fc 3 C 2
PN P P P
6 6 0 6 0
ot ooka)ls) )l
) ) 1o )
H(e!”)=1+2e'“ + Ofee — =1+2e)+ 1_. - l_»
1+2e +1e ™ 1+1e” 1+1ie”
h{n] = oTn]+26[n 1]+ (= 3)" = (= 4)" bin]
Curso 2009/2010 TDS EPS-San Pablo CEU 56
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Apéndice lll: Miscelanea

S(at) = ié(t)

Curso 2009/2010 TDS EPS-San Pablo CEU
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Textos

* Cohen2005: The history of noise

Curso 2009/2010 TDS EPS-San Pablo CEU
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Tema 1 — Muestreo de
senales continuas

4° Ing. Telecomunicacion
EPS — Univ. San Pablo — CEU

Oppenheim Il (Cap. 4). Proakis (Cap. 9). Oppenheim | (Cap. 7)



Introduccion

* http://www.youtube.com/watch?v=vbjRnn
DofFo

» http://www.ieee.org/web/membership/IEE
Etv/about.html

— (Analog to digital traits)

Curso 2009/2010 TDS EPS-San Pablo CEU




X (1)

Muestreo periodico

- Conversor C/D

x5 ()

Curso 2009/2010

N
T s(t)

A,

Conversion de tren
de impulsos en
secuencia discreta

X[n]=x(nT)

TDS EPS-San Pablo CEU

Bibliografia: Opp 4.1
Problemas Opp: 4.1




Representacion del muestreo en el
dominio de la frecuencia
Dominio del tiempo  Dominio de la frecuencia Applet:
X (i) http://www.jhu.edu/~signals/samplin
X, (t) 1 a/index.html
Q
O 5(j9)
ol
s(t)= D o(t-nT) T T T T T T Q
-30, 20, —Q. 0 Q, 20, 30,
X, (i)
X,0)= 3 x ("T)5(t-nT) AN o
":’* 0 QN Qs _QN
x[n]=x.(nT) X(e")
/ [0)
v —6r _4x —or 0 2r Az 6
Curso 2009/2010 TDS EPS-San Pablo CEU 4

Bibliografia: Opp 4.2

Problemas Opp: 4.7%, 4.10, 4.11
Problemas Pro: 1.15, 9.6



Representacion del muestreo en el
dominio de la frecuencia

Dominio del tiempo  Dominio de la frecuencia

X, (t) X (iQ)

s(t) = ié(t—nT) S(jQ)=Qsi5(Q—st) o-2 (1.1)

K= S at-nT)| X310 =L X () *S(0) = T FX(@-k2) = Fx (e (1.2)

0

x[n]=x.(nT) X (e¥) = Zx[n]e"'“”l: ixc(nT)e“"”n (1.3)

nN=—ow n=:

(1.4) X (e"7) = X,(j)

(15)| X" =2 S X(i¢-k¥)

(16)| x@™) -2 Y x.(i@-k2) || =

v

Curso 2009/2010 TDS EPS-San Pablo CEU 5

Bibliografia: Opp 4.2
Problemas Opp: 4.2%, 4.3%, 4,4*.



Aliasing

Se produce aliasing cuando Q, >Q,-Q, (1.7)

X, (i)
W 5
ic)
! X0
AVAWAWAVAVAWAWAN

(1, ﬂ.\|/ n, o,

(d)

Curso 2009/2010 TDS EPS-San Pablo CEU

Bibliografia: Opp 4.2




No aliasing

Casi aliasing

Aliasing y cambio de fase

| I

|

Curso 2009/2010

TDS EPS-San Pablo CEU

Bibliografia: Opp 4.2




// Map |

B oo s Eain i
o :

I #
mru S Gluses]

E28 5

L

y e b
| s (R e pe o
e e o
Bron| :
Lenissiswx il

Applet: http://www.dsptutor.freeuk.com/aliasing/AliasingDemo.html
http://www2.egr.uh.edu/~glover/applets/Sampling/Sampling.html
http://www.sic.rma.ac.be/~xne/el401/aliasing

Curso 2009/2010 TDS EPS-San Pablo CEU 8




Filtro Anti-aliasing

Conversor C/D

Conversion de tren
de impulsos en
secuencia discreta

X[n]=x.(nT)

Xc (t) . Xa (t) XS (t)
» Hoo (1) (%)
TJS(t)
H..(JQ)
T
Q
Curso 2009/2010

TDS EPS-San Pablo CEU

Bibliografia: Opp 4.2

Problemas Opp: 4.5*

, 4.8*




X, (1)

—» C/D

inl

[T

o [m]+ E{x[n]x[n+m]i= E{x, (nT)x,(n+m)T)} £ 4, (MT)

Muestreo de senales aleatorias

Supongamos que X,(t) es un proceso aleatorio
de media cero, estacionario en sentido amplio, con
densidad espectral de potencia S, (jQ) Y limitado
en banda Q, . Entonces, !

1

T k=—00

s, (i(@-ka,))

(1.8)
(1.9) | s, (€)=
Curso 2009/2010

TDS EPS-San Pablo CEU 10

Problemas Opp: 4.47, 4.48

10



Dominio del tiempo

X, (1) =%, () *h, (t)

0

X, (1) = > x[n}s(t-nT)

n=-o

x[n]=x.(nT)

Curso 2009/2010

Dominio de la frecuencia

Reconstruccion de la senal

X (j9)
1
Q
Hr(jQ) _QN QN
T
Q
_9 Y
’ ’ X, (i)
1
T
v v
Q 2
_8 >
X (&)
1
T
v v
—6r7 —Ar -2z—7 0 T 2r Az 67

TDS EPS-San Pablo CEU

1"

Bibliografia: Opp 4.3
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x[n]=x (nT

Conversor D/C

Curso 2009/2010

Conversioén de
X, (t)

secuencia discreta
en tren de impulsos

H. (JQ)

Reconstruccion de la senal

I s(t)

TDS EPS-San Pablo CEU

Bibliografia: Opp 4.3

12



Dominio del tiempo

Reconstruccion de la senal

Dominio de la frecuencia

0

X () =x, ) *h, ()= > x[n]

n=—o

X, (iQ) = H, (JQ)X,(jQ) = H, (j)X ()

h(t-nT) | (1.11)
?

X, (t) = i x[n}s(t-nT)

n=-o

X[n]=x.(nT)

Curso 2009/2010

| [t
h, (t) =sin c[?j

(1.13) | X.(j)= 3 xnle ™" = x (")

(1.15) X (e¥) = zx[n]efjmn

n=—o

TDS EPS-San Pablo CEU

(1.12)

13

(1.16)

13

Bibliografia: Opp 4.3
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Reconstruccion de la senal

X=X 00 = Sxbht-T)= ¥ x[n]%

. t
h, (t) =sin c(?)

Curso 2009/2010 TDS EPS-San Pablo CEU

Bibliografia: Opp 4.3

Problemas Opp: 4.19
Problemas Pro: 9.12



Teorema del muestreo «m

Sea una sefial X.(t) limitada en ancho de banda cuya frecuencia maxima
es ... Entonces, esta sefial se puede recuperar exactamente a partir de
sus muestras tomadas a una frecuencia += f, > 2f ., mediante la

[t
funcion de interpolacion h,(t) =sin C(?] .La férmula correspondiente de

interpolacion es X, (t)=x,(t)*h,(t) = ix[n]hr (t—nT)

n=—o

Curso 2009/2010 TDS EPS-San Pablo CEU

15

Bibliografia: Proakis, Pag 28
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Procesado discreto de senales
continuas

Y. (t)
C/D D/C >

It It

0 ey 120

[1.4]

Y, (JQ) = Hy (IO X, (i)

) H{e*") |QT|< . .
Heﬁum:{ ) oTl<x | (1.1) HEE")=Hy (i9) VYorlol<a
0 resto
Invarianza_de la h[n]=Th,, (nT) | (1.20) %
respuesta al impulso 3 [1.4]
Curso 2009/2010 TDS EPS-San Pablo CEU I‘g

i [1.12]
X(ej'“)=%zxc(j(%—k%)) +Y(ej‘”):H(ej‘”)X(ej‘”) + Y,(j9) = H, (Jo)Y (")

(1.19)

16

Bibliografia: Opp 4.4
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Procesado discreto de senales

— continuas
. [ Im{Hc(jQ)}/
Ejemplo: &=
dx, (t)
f)=—2 Q
y.(t) ot
H.(JQ) = jQ
Im{H; (1)}
. jQ |QT|<7x .
Her (1) :{J ‘ ‘ T
0 resto -z 0

H(e““): j2 Va):‘a)‘ <

0 n=0
S -

[0.125] h[n]_{com N£0 .
nT

Curso 2009/2010 TDS EPS-San Pablo CEU
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Bibliografia: Opp 4.4
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Procesado discreto de senales
— continuas
Ejemplo: &£
L H.(j9)
Hc(jQ)_Heff(jQ)_{(:; ‘Q‘<QC:QCT<E Q
resto o, o,
h(t) :&sin C(QCtj
P | )
h[n]_Th(nT)_TQCSinc(QCnT]_wCsinc(a)“n] @
T T T v o o,
H(e™) = 1 ‘a)‘<a)c:a)c<7r o, =Q.T
0 resto —riw<rw
[1.11]
Curso 2009/2010 TDS EPS-San Pablo CEU 18

Bibliografia: Opp 4.4

Problemas Opp: 4.12, 4.13, 4.20%, 4.22, 4.23, 4.24%, 4.25, 4.28%, 4.30, 4.31, 4.32,
4.33,4.34, 4.35,4.37,4.45, 4.49

Problemas Pro: 9.4, 9.5



Cambio de la frecuencia de
muestreo
%) c/D Xn]= DIC % . C/D ¥In]
o fr
X[n]=x(nT) x'[n]=x(nT")

19

Bibliografia: Opp 4.6

19



Reduccion de la frecuencia de

muestreo
x[n] ™ X [n]=X[nNM]=x,("MT) = T'=MT (1.21)
14 XE") =1 Y X (i -k%) r=i+kM

1 Mill = - . 1 M1 ie_24
= LS S X -k i x| (1.22)
i=0 k=—o0 i

Curso 2009/2010 TDS EPS-San Pablo CEU

| - L = —o<k<ow
Xo@) r o DX (-ri) = X (iGr-r )= O=i=M-1

20

Bibliografia: Opp 4.6

20



Reduccion de la frecuencia de

muestreo
X (e7)
1
T
—4r _ 27 0 27r ir
X (e')
1
T
= 0 in
N X (')
1
—2z 2
X4 (ej!ﬂ) =%X (ej%)+% X (ei(%ﬁr))
1
2T

—4r -2z 0 27 4r
Curso 2009/2010 TDS EPS-San Pablo CEU
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Bibliografia: Opp 4.6
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0 =QT'=QMT

Reduccion de la frecuencia de
muestreo
1 X (1)
/ w=QT
2z 0 L}N o 2r
X, (&)
~2x o 27
o'y =QT'=Ma,
x[n] %F:%:L i[nl M i(i[n]z i[nM]
L |
Curso 2009/2010 TDS EPS-San Pablo CEU

22

Bibliografia: Opp 4.6

Problemas Opp: 4.9%, 4.14, 4.26, 4.36, 4.46

22



Incremento de la frecuencia de

muestreo
x[n] L x[]=x(T/L) = T'=T/L (1.23)
x[n/L] n=0+L,#£2L,.. & . RN " ol
(1.24) xe[n]z{ . . =k;x[k]5[n—kL] — X[ ):k;x[k]e - X(e**) (1.25)
Curso 2009/2010 TDS EPS-San Pablo CEU 23

Bibliografia: Opp 4.6
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Incremento de la frecuencia de

muestreo
X (&)
1
T
w=QT
_2r 0 T 2r
=Q.T
1 X, (e")
1
NANAN e
-2 - OT V4 27
Wy =QT'= 2
x[n] x.[n][cer x,[n]
» 1L » G=L >
Corte= T
Curso 2009/2010 TDS EPS-San Pablo CEU 24

Bibliografia: Opp 4.6

24



Incremento de la frecuencia de

muestreo
X[n] Lo Xe[n]' ‘LC;%L:l XL[”]

0] = x,[n]h[n] = S X, IKLIh [n—kL] (1.26)

In|
h,[n]=sin C(E) | hi[n]z{l_T n<L
(1.27) . 0 resto
| | | | (1.28)
Curso 2009/2010 TDS EPS-San Pablo CEU 25

Bibliografia: Opp 4.6

25



Incremento de la frecuencia de
muestreo
h[o]=1
h[kL]=0

Interpoladores
. n
h[n]=sin C(I)
-1 n <L
resto
|

[1.27] Ideal
hi[n]:
{ 0
- L 2
S'n(wz)J —» Distorsion en frecuencia
26

[1.28] Lineal
I 1fsin(w3z)
L\ sin(w?)

(1.29) H,(e")=

TDS EPS-San Pablo CEU

Curso 2009/2010

Bibliografia: Opp 4.6
Problemas Opp: 4.15, 4.27, 4.29, 4.39*

26



Incremento de la frecuencia de
muestreo

Lap

Respuesta en frecuencia del interpolador linea (caso L=5)

|

o Hie™)

_Hy(e™)
-1 dar ’w w 2ar 4w ™
5 5005 s 5 5
Curso 2009/2010 TDS EPS-San Pablo CEU 27
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Cambio de la frecuencia de
muestreo por un factor racional

Curso 2009/2010

TDS EPS-San Pablo CEU

X (t) x|n] X (1) x'[n]
C/D » D/C » C/D
| T F
X[n]=x(nT) x'[n]=x(nT")
SN -
—
T'=T%

28

Bibliografia: Opp 4.6

28



Cambio de la frecuencia de
muestreo por un factor racional

X[n] LPF LPF X'[n]
TL " 8012,: T ] go:tza: z > lM >
X[n] LPF x'[n]
f go:tI;= min{Z, =} e M >

Curso 2009/2010 TDS EPS-San Pablo CEU 29

Bibliografia: Opp 4.6

Problemas Opp: 4.16%, 4.17*, 4.18, 4.38%, 4.40%, 4.41, 4.42, 4.44, 4.51, 4.52,
4.53,4.54, 4.55, 4.58, 4.59, 4.60



Implementacion real

X (t) x[n ] yn Ye ()
i ciD [], H(e™) ] D/C S
[T 7
X, (t) X, (t) ®  %[n] aln]  9oa® yAQ)
Anti- Sample jo a7
—| aliasing [ &Hod [ AD H(e’ ) — DA — H.(jQ) —
[T It Ir
Presentacion: http://www.ieee.org/web/membership/IEEEtv/about.html
(Analog to digital types)
Curso 2009/2010 TDS EPS-San Pablo CEU 30

Bibliografia: Opp 4.8

30



Sample & Hold: zero-order hold

Sample
&Hod [ AD 1 0<t<T ) _(Q) iy
hy (t) = H,(jQ) =Tsincf— e ™
IT TT 0 resto Q,
(1.30) (1.31)

Se necesita mantener estable la entrada
al conversor A/D para que éste pueda
convertir correctamente a binario.

. .l ] __ T =

0

> X[Jhy(t—nT) = (1.32)

= X, (t) = h, (t) * Z x,(nNT)S(t—nT) b o ooy | SN
n=—x A
Curso 2009/2010 TDS EPS-San Pablo CEU 31

Bibliografia: Opp 4.8



ﬂ} (1.34)

Cuantificacion de la senal: A/D
>A<[n]=Q(X[n])=A{ A

A[n] %e[n]
RX

X[n]
Q(x) L B(X) L
RX
A= N (1.33)
_______ S u _
2 o X[n]
(1.35) 5[N] = B(X[n]) = Tj
(2
(1.36) 8, [n] = B =[ X J{M D
A 2 -
RX/2),,

(1.37) X[n]=B(X[n]) =

TDS EPS-San Pablo CEU

Curso 2009/2010

Bibliografia: Opp 4.8
Ejercicio: implementar un cuantificador

32



Cuantificacion de la senal: A/D

Block Diagram

-
2P EZ <52 asw
FEFEF2 588
| I I |
st _ 32 3130 29 28 27 26 25
— , Veer = 1 iy
2 b acn N N .
Wt — 2 5]
[ E 2205
A6ND —] 21 vy
i ADC11L066 |
v, s 19 |- D4
11-Stage Pipeline Convarter
aoMp — 7 18 |03
FD=— 8 17 p= D2
10 1112 13 14 15 15

E
. L
[~ Yo o = |w o o o =
ol 23582 Fh8a
Digital Corres g5 g H
j— OGHD 20050701
\ [ Yim
Vags Dutput Buffers
| or ono
Ve

Curso 2009/2010 TDS EPS-San Pablo CEU 33

National semiconductor ADC11L066CIVYX: 11-Bit, 66 MSPS, 450 MHz
Bandwidth A/D Converter with Internal Sample-and-Hold

33



x[n]

Error de cuantificacion

[n]

—n Q(X)

L, e[n]=X[n]-x[n] (1.38)

A

K[n

x[n] % ]

e[n]

Curso 2009/2010

*El error es un proceso aleatorio estacionario
*Esta incorrelado con la senal de entrada
*Es un proceso incorrelado
*Tiene una distribucién “uniforme”

[en]> 4 eln]|>4
do s ]
NI Y
| | O , O = 1 Oe.

ol =o. P{xeR }+o. Pr{xeR}+0o’ Pr{xeR} (1.40)
2

o? o? o
SNR =10log,,—% =10log,,—* =10lo X
J10 o_ez O10 £ J10 @
RX 12
~10.8+20log,, N, —20log,, —
RX 9

=10.8+6.02B —20l0g,, ——
TDS EPS-San Pablo CEUGX

(1.41)
[1.39]

(1.42)

34

Bibliografia: Opp 4.8

Ejercicio: Comprobar que el error de cuantificacion tiene una distribucién
uniforme y que esta incorrelado consigo mismo y con la seial.

Ejercicio: Estudiar la influencia de la relacion RX/sigma_x sobre la SNR

Problemas Pro: 1.16

34



Conversion D/A

vV n vV Conversion de y(t) ¥ t
Vel L{%)—»y[ L INIRLL
impulsos
A I T

n=—co N=—o0

Jt)= 3 AJ,[n]S(t—nT)

(1.43) Vou(iQ) =Y (€7 H, (i)

(1:44) V,(j) =V (e H, (], (jQ) =V (e H, (j0)

. Q
A . Lo Q) Ty, Q,
H,(J) :
resto
Curso 2009/2010 TDS EPS-San Pablo CEU

H, (jQ)

Ye(t)

Jon () =y * 9O = ) * > A, NSt —nT) = 3 9y (t-nT)  [130.1.32]

35

Bibliografia: Opp 4.8

Ejercicio: Implementar este sistema

35



LY 4
Conversion D/A
w10
: CH G
_; [Ho (i)
: I G9) , ‘
ﬁna. HO(JQ) rzn;m 715'nn rm'nn rsﬁn 6 sﬁn mbn 1550 2000
5 Frecuencia (Hz)
(113
"pcan 1500 I-:::t 533! rm.ﬂ"n.:m e 5] 1000 IE;:C 2000
Curso 2009/2010 TDS EPS-San Pablo CEU
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Bibliografia: Opp 4.8

36



Procesado digital: A/D+filtro+D/A

X (1) X, (t) X(t) %e[n] Al You(t) Ye(t)

Anti- Sample jw ~ .
aliasing | | &Hold [ AD  — H(ej)—’ D/A  +— H, (JQ) [—

L It

X, (iQ) = H, ()X (i) XB(ej‘“)zii(e"‘“)

[1.35]
Xo(JQ)=H,(j) X, (j) Y, (&) =H (&)X, (')

jo l < o P - . - i .
X (e’ )=;k:Z_on(J(?—k%)) [1.4] You(jQ) = AYB(e‘m )HO(JQ) [1.44]
X (e7) = X (1) + E(e'*) [1.38] Y, (JQ) =Vou (JQH, (i)
Curso 2009/2010 TDS EPS-San Pablo CEU 37

Bibliografia: Opp 4.8




Procesado digital: A/D+filtro+D/A
X, () X, (1) %) Rn] Jeln]  Jou® J.(t)
B aIiAanstiir;g " ?&alr-lngf — AD  — H(ejw) — DA — Hr(JQ) —
I It 7
(1.50) | Y,(JQ)=H, (jQ)H,(JQH (" )H,, (I X, (jQ)+E(jQ)
(1.51) 5. (1) =[H, (JQ)H, (JH " | o? 2
Curso 2009/2010 TDS EPS-San Pablo CEU 38

Bibliografia: Opp 4.8

Problemas Opp: 4.43, 4.56
Problemas Pro: 9.15

38



Conversion D/A
Sample & Hold: 1st order
. . y[n]—y[n-1
(14) Tor) =301+ p T ey 7 <tcnr - L
(1.47) Jou(t) = D JInh,(t—nT) /\ [H (9
N=—o0 ] / \
\ B=0
| proa
144 0<t<T K Il =4\
(148) h(t)=41-+ T<t<2T 't {, ‘\.\
0 resto e L e
(1.49) H,(jQ)=Tsinc 2 1-B+p 1+j£ sinc 2 efjﬂg% [1.31]
QS QS QS
Curso 2009/2010 TDS EPS-San Pablo CEU

39

Bibliografia: Opp 4.8

Problemas Opp: 4.57
Problemas Pro: 9.14

39



Muestreo de senales paso banda

X . (jQ
%) Q,22(Q, +Q,)!

1 1

.

-0, o _ 11
Q. -Q, Q+Q,

[0.153] x(t) = x,(t)cosQ t—x (t)sinQt  Elancho de banda de la sefal
equivalente paso bajo es Q,
La idea es muestrear la componente

Supongamos que Q. +Q, =k(2Q,) (1.52)

Q, =2(2Qy) (1.53)
t
Nyquist
Curso 2009/2010 TDS EPS-San Pablo CEU

\ Q Solucién: Muestrear el equivalente paso bajo

en fase y en cuadratura por separado

40

Bibliografia: Proakis 9.1

Hacer aqui Opp 4.21

40



Muestreo de senales paso banda

[0.153] X(t) = X, (t)cosQ t—x,(t)sin .t

. Q. +Q, =k(2Q,)
(1.54) X[n]=x(nT)=x(nT)cosQ.nT —x,(nT)sSinQ.nT = +—

0, =2(20,) =%

= X,(nT) cos(an 22 )— x, (nT ) sin(zn 22) = [1.52,1.53]
[ kT n=2m | oy
D (MT-T)(D)™ n=2m-1 < |Q2=20)-% —o=-_
IV,
m=0 m=0 m=1 m=1 m=2 m=2 %-1 2T
L[]
T’:2T v
Q, =20,
(1.55)
Curso 2009/2010 TDS EPS-San Pablo CEU 41

Bibliografia: Proakis 9.1

41



Muestreo de senales paso banda

(1.56) x.[m]=x[2m](-1)" x,[m] = x[2m+1](-)™** (1.57)
(158) %M = S x[mh, t-mT)  x.@= S x[mh t-(mTT)) (1.59)
Curso 2009/2010 TDS EPS-San Pablo CEU

Reconstruccion de cada una de las componentes x[0] = x.[0](~1)°
] [ I [ } X[t = % [0)(-)*"
- P 2= x ey

J 0 J J J 3= X, [

T=2t . X[41=x,[21(-D)’

X[5] = x,[2](-1)*"*

42

Bibliografia: Proakis 9.1

42



Muestreo de senales paso banda

X(t) 5 %, (t) cos .t — x (t)sinQt = [0.153,1.58,1.59]

= i(xc[m]hr (t—=mT")cosQ t—x[m]h, (t—(mT'+T))sinQ t)=

m=—x

= i (x[2m](=D)"h, (t—mT") cos @t — x[2m + 1] (=1)™***h, (t - (MT+T))sinQt)=

cosf@-+h) =cosacosb+sinasinb

QT=r%
= i(x[Zm]hr(t —2mT)cosQ, (t—2mT)—x[2m +1]h, (t — (2m+1)T)) cosQ_ (t — (2m+1)T)) =
= 2 X[njh (t=nT)cosQ,(t-nT) | Suponiendo que Q. +Q, =k(22,) [1.52]
(1.60)
Curso 2009/2010 TDS EPS-San Pablo CEU 43

Bibliografia: Proakis 9.1
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Muestreo de senales paso banda
X(JQ) g
‘ vi Supongamos que Q. +Q, =kB
'
Q. +Q
X (i)
1
R 0 Supongamos que Q +Q, =kB (1.61)
0 R Entonces k:LQCJFQNJ (1.62)
. c N B
Xc(JQ) | B' ‘
N B2, - 2+ | (1.63)
[\ o ok
ot o e | (1.64)
0 a4, O, +0Q, =kB
2(20,)< Q. <420, (1.65)
Curso 2009/2010 TDS EPS-San Pablo CEU 44

Bibliografia: Proakis 9.1

Problemas Pro: 9.1, 9.2, 9.3, 9.13



Aplicaciones del oversampling:
Filtros antialiasing
X, (t) X, (t) K[n] X, [n]
— aIiAanstiir;g — C/D |— EE%;,(; — M —»
. Tzl 1T
H..(JQ) Moy M2
1 Xc”(jQ) L X(e)
-Qy  Q —Wy Wy 2z
1, X.(i9) o Xale”)
//\!\ Q @
-Q, Qg 2r
Curso 2009/2010 TDS EPS-San Pablo CEU 45

Bibliografia: Opp 4.9



Aplicaciones del oversampling:
Reduccién del ruido de muestreo
X, () X[n] R[] Xs[n]
. oo 4 aw _.é':li BTV
TT%#%
T%‘X(e"’”]z T%‘)Z(ej“’f .
-0, o, o0 - RN 27 s
Xl . E{x’[n]= E{x’[n]} ]
Yo EEhb-sEETD| [P =
o (1.66, 1.67)
Curso 2009/2010 TDS EPS-San Pablo CEU

Bibliografia: Opp 4.9



Aplicaciones del oversampling:
Noise shaping

X, (t) x[n] R[n] Xy[n]

e I
T .

X, (t) x[n] e[n/]L %[n] %, [n]

A 1—12‘1 "2 %PE— 1M
! ;
T — '

Curso 2009/2010 TDS EPS-San Pablo CEU 47

Bibliografia: Opp 4.9



Aplicaciones del oversampling:
Noise shaping
X, (1) x[n] e[’iL R[n] X4[n]

1 LPF
—> C/D L? — » G?=1 ——»| lM >
1—771 Corte= 11
T e I S |

. o 1 ol i —

X(2)=(X@)-2"X(2) 5 +E(Q) A
(1.68) X (2) = X (2) + (1- 2 1) E(2) o
(1.69) X[n] = X[n] +e[n] —e[n 1] = xn] +¢'[n] 3]

O-ez' :20-92 433: === ‘.:l'l.
_ _ _ (1.70) " d -;
(1.71) S, (e") =1 52 = (25in 2 52 ;
Curso 2009/2010 TDS EPS-San Pablo CEU 48

Bibliografia: Opp 4.9

Problemas Opp: 4.61, 4.62
Problemas Pro: 9.8



Curso 2009/2010

Resumen

Muestreo periddico (D/C y C/D)
Procesado discreto de sefiales continuas
Cambio del periodo de muestreo
Conversion D/Ay A/D

Muestreo de senales paso banda
Aplicaciones del oversampling

TDS EPS-San Pablo CEU

49
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Tema 2 — Transformada Z y
analisis transformado de
sistemas LTI
Carlos Oscar Sanchez Sorzano

4° Ing. Telecomunicacion
EPS — Univ. San Pablo — CEU

Bibliografia: Oppenheim | (Cap. 10), Oppenheim Il (Cap. 3), Proakis (Cap. 3)



Funciones propias de los sistemas
LTI

=% X[k]h[n_k]T Saitln—kl= Sl =25 bl = 23k (2o

) [0.46]
X[n]=1z; > hlklzs* = H(z,)
k=—00
n]=>az, —— y[n]=Y aH(z)z [0.47]
k k
Curso 2009/2010 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 2

(EPS-San Pablo CEU)

Bibliografia: Oppenheim 2.6



Transformada Z

0

X(2)=Y x[njz™"

n=—ow

0

z=re!’— X(z)= Y x[nr e =TF{Xnlr "} — TF{[n]}= X(2)

z=e1?
=—00

n
b Im{z} La transformada Z de X[N] converge en z
si la transformada de Fourier de x[n]r ™"
converge, es decir, i‘x[n]r’”

<o
N=-—0
/ \ Rf}{z} Si converge para %, , entonces converge
para Vz:|7<z] . Esto define una regién de
convergencia (ROC).
2l=1

La transformada de Fourier converge, si
la ROC incluye al circulo unidad.

X(z) y todas sus derivadas son

. continuas dentro de la ROC.
Curso 2009/2010 Carlos Oscar Sanchez Sorzano

(EPS-San Pablo CEU)

Bibliografia: Oppenheim Il 3.1, Proakis 3.1



Transformada Z

Ejemplo:
x[n] =a"u[n] X(2) = Za ufn]z™" =

T

Si ‘az ‘<1 = |z|>]d|

Se llaman polos a aquellos
puntos para los que X (2) =0,
Se llaman ceros a aquellos
puntos para los que X(z)=0.

Curso 2009/2010 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 4
(EPS-San Pablo CEU)

Bibliografia: Oppenheim Il 3.1, Proakis 3.1



Ejemplo:
x[n] =a"u[n]+b"u[-n-1]

X(z) = ib”z’”+ia”z’”:i( +i

n'=1 n=0

4>II

Caso 1:[b|<|a] No existe X(z)
Caso 2:b|=[a] No existe X(z)
Caso 3:b| >|a] Existe X(z) para |a| <|z| <|b|

Curso 2009/2010 Carlos Oscar Sanchez Sorzano
(EPS-San Pablo CEU)

Transformada Z

1

1- bz 1—az‘1

‘az ‘<1 = |7>]a]

‘b’lz‘ <1l = |7<[o)

Bibliografia: Oppenheim Il 3.1, Proakis 3.1

Ejemplo: Proakis, pp 160

Problemas Opp: 3.1%, 3.2%, 3.24
Problemas Pro: 3.1




Transformada Z

Polos y ceros de una transformada racional

- -
_P(z) Zb“z z™

k=0 _ _ B k=0

X@= Q@) G oz® Nk ‘ N Nk 8 T 1
D az az > az °TTa-p.zh
k=0 k=0 k=0 k=0

!

(N-M) ceros 6 (M-N) M ceros fuera del origen
polos en el origen N polos fuera del origen

Curso 2009/2010 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 6
(EPS-San Pablo CEU)

Bibliografia: Oppenheim Il 3.1, Proakis 3.1, Proakis 3.3
Problemas Pro: 3.21



Relaciobnconla TF

X(E)f = X)X (") =X (@)X ()

« Cuidado con TF{x[n]}= X (2)
Ejemplo:

x[n]:‘%sin c(%ﬁn) —dr: Z‘X[n]r*n

z=e1?

<o = —3IX (Z)

ipero la TF tiende en sentido L2 a una funcién
periddica discontinua!

Ejemplo:
X[n] = cos(a,n)

En estos casos no se debe pensar en la TF como la evaluacién de la TZ
en el circulo unidad.

Curso 2009/2010 Carlos Oscar Sanchez Sorzano
(EPS-San Pablo CEU)




Propiedades de la ROC

*La ROC se compone de regiones anulares centradas en el origen del
plano z.

*La ROC no contiene ningun polo

+*Si x[n] es de duracion finita entonces la ROC es todo el plano z salvo con
posible excepcion de z=0 y/o z=.

{oo}é ROC {o,w}é ROC {0}¢ ROC

Curso 2009/2010 Carlos Oscar Sanchez Sorzano
(EPS-San Pablo CEU)

Bibliografia: Oppenheim 3.2, Proakis 3.1



Propiedades de la ROC

Curso 2009/2010 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 9
(EPS-San Pablo CEU)

Bibliografia: Oppenheim 3.2, Proakis 3.1



Propiedades de la ROC

Ejemplo: o ]
a" 0<n<N , 7 !
x[n] = i !
0 resto "
X (2) = 1-(az )" zMz"-a" | ‘ ‘
l1-az? 2t z-a slegogelll “'
02
{0} ROC L
1
Curso 2009/2010 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 10

(EPS-San Pablo CEU)

Bibliografia: Oppenheim 3.2, Proakis 3.1

Ejercicio: representar los polos y ceros de una transformada Z



Propiedades de la ROC

-Si X(z) es racional, entonces su P(2)
ROC esta delimitada por polos o se X(2)= @
extiende hasta el infinito.

+Si X(z) es racional y x[n] esta
acotada por la izquierda, entonces la
ROC se extiende desde el polo mas
externo hacia el infinito. Si ademas
x[n] es causal, entonces el infinito
estd incluido en la ROC.

+Si X(z) es racional y x[n] esta
acotada por la derecha, entonces la
ROC se extiende desde el origen
hasta el polo mas interno. Si ademas
x[n] es anticausal, entonces el origen
esta incluido en la ROC.

Curso 2009/2010 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 11
(EPS-San Pablo CEU)

Bibliografia: Oppenheim 3.2, Proakis 3.1

Problemas Opp: 3.8%, 3.10%, 3.11%, 3.46

11



Ejemplo:
1

Propiedades de la ROC

Im{z}
7|=1

X(z):(

Im{z}

Curso 2009/2010

|
a<l<b 63 If%e{z}

1-azt)1-bz?) Kﬂ b

Im{z} Im{z}

Esta es la ROC porque es la
Unica para la que la TF converge

Carlos Oscar Sanchez Sorzano 12
(EPS-San Pablo CEU)

Bibliografia: Oppenheim 3.2, Proakis 3.1

Ejercicio: realizar la TZ inversa de X(z) con cada una de las ROC

Problemas Opp: 3.4*%, 3.12, 3.15, 3.48
Problemas Pro: 3.5, 3.20, 3.44, 3.51, 3.53

12



.
[oe Propiedades de la TZ

Linealidad Ax[n]+By[n] «— AX(2)+BY(z)
Al menos ROC, "ROC,
Desplazamiento en el tiempo x[n—n,] X(z)z™

ROC salvo la adicion o
substraccion del origen

Escalado en el dominio z X[n]ej“’On X (e’jwoz)
TF:Desplazamiento en frecuencia ROC
xnlzg «— X(2)

|z,|ROC =

{zeC:2/z,| e ROC}
x[-n] & X
ROC™

Curso 2009/2010 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 13
(EPS-San Pablo CEU)

Inversion en el tiempo

Bibliografia: Proakis 3.2, Oppenheim 3.4

Problemas Pro: 3.9




[oe Propiedades de la TZ
. x[n/m] n=mk .
Upsampling X [N]= 0 T X(z")
Rnglcl/m
Downsampling X, [n]= x[nm] 13X (z7e ')
k=0
) ROC™
Conjugacion X [n] — X'(2)
ROC
Parte real Re{x[nj} L(X(2)+X7(2)
Al menos ROC
Parte imaginaria Im{x[n}} «— £ (X(2)-X"(z))
Al menos ROC
Convolucion x[n]# y[n] X(2)Y(2)
Al menos ROC, "ROC,
Curso 2009/2010 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 14
(EPS-San Pablo CEU)

Bibliografia: Proakis 3.2, Oppenheim 3.4

Problemas Opp: 3.3, 3.7%, 3.9%, 3.16, 3.18, 3.19%, 3.20%, 3.21, 3.22, 3.31, 3.34
Problemas Pro: 3.2, 3.3, 3.4, 3.7*, 3.8, 3.16, 3.27



Si x[n]=0,vn>0, entonces x[0]= Iirrg X(2)

Curso 2009/2010 Carlos Oscar Sanchez Sorzano
(EPS-San Pablo CEU)

[oe Propiedades de la TZ

Diferencia finita X[n]— x[n —1] (1— z‘l)X (2)
Al menos ROC n{z|> 0}
. : 1
Integracion XIk| < . X (z
2] i X@
Almenos ROC n{z|>1}
. o . dX(z)
Diferenciacion en frecuencia nx[n] -z iz
ROC
Tma. del valor inicial
Si x[n]=0,vn<0, entonces x[0]=lim X (z) o e ROC
0e ROC

15

Bibliografia: Proakis 3.2, Oppenheim 3.4

Problemas Opp: 3.37, 3.54
Problemas Pro: 3.6*, 3.10, 3.52, 3.54

15



.
[oe Propiedades de la TZ

Correlacion ry[l]= X1+ yll] «—— x (Y (2)
Al menos ROCX M ROCy

Multiplicacion x[nly’[n] e -+ ) X(v)Y*(z*(v*)fl)/‘ldv

j2r
C < ROC,, NROC, ..,

Al menos ryr, < ‘Z‘ <yl

00

Relacion de Parseval > x[nly’[n]= 3= ) X (V)Y*((V*)_l )/ v

n=—o0

C = ROC,(, NROC,

Curso 2009/2010 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 16
(EPS-San Pablo CEU)

Bibliografia: Proakis 3.2, Oppenheim 3.4

La relacion de Parseval sale de la regla de multiplicacion particularizada para
z=1

Problemas Opp: 3.17, 3.32, 3.33, 3.40, 3.41, 3.42, 3.47, 3.50, 3.51*
Problemas Pro: 3.13%, 3.18, 3.22, 3.28, 3.30%, 3.35, 3.42, 3.43, 3.49, 3.50



; Algunas TZs

a'uln] - 1-az*
N 1
a"u[-n-1] T
a" R 1 1
l-az* 1-a’'z™
az™
na"u[n] «—— -
l-az )
) 1
(n+Da"un+1] — (-
) az™
—na"u[-n-1] «—«— (1—az’1)2

5[n—n0] “—> ZiﬂO

Curso 2009/2010
(EPS-San Pablo CEU)

Carlos Oscar Sanchez Sorzano

al<[2

4 <fa
§<|z|<|a|
al<[2
al<[2

2| <

{C—{O} n, >0

C—{} n,<0
17

Bibliografia: Proakis 3.3, Oppenheim 3.1

17



Algunas TZs

1-(rcosm,)z™
1-(2rcoswy)z ™t +r%z7?

r"(cosw,nu[n] «—F—

cos ¢ — (rcos(w, — @)z

r"(cos(ew,n+ @) uln
(cos(ayn +¢) uln] 1-(2rcoswy)z ™t +r%z7?
: -1
. rsinw,)z
r"(sinw,nu[n] «——— ( 0)71 s
1-(2rcosm,)z™ +r°z
sinw,(N+1 1
r' # U[n]<—> I P
sin @, 1-(2rcosm,)z™ +r°z
1-aVz ™"
a"(u[n]-u[n—N7)« , =~ 8 .
1-az™
Curso 2009/2010 Carlos Oscar Sanchez Sorzano

(EPS-San Pablo CEU)

r<|z|
r<|z]
r<|z|
r<||

0<lz|

18

Bibliografia: Proakis 3.3, Oppenheim 3.1

18



Transformada Z inversa

Directa  xnl=——§Xx @2z
127

Integral de linea para alguna circunferencia z = \zo\ 2z, € ROC
recorrida en sentido contrario a las agujas del reloj.

Inspeccion

Expansion en fracciones parciales

Expansion en serie de potencias

Curso 2009/2010 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 19
(EPS-San Pablo CEU)

Bibliografia: Oppenheim 3.3, Proakis 3.4

19



Transformada Z inversa

* Directa

0

X(z)= Y x[nz™"

N=-0

§ X(2)z"dz + §C[ =Z‘,m><[k]fk Jz“dz T kZ‘; X[KIf 2" dz < k;x[k]Zd S[n—k] =
= j2zx[n] CcROC Tma. integral
de Cauchy
Im{z}

z,dentro de C
z, fuera de C

Zo

1 d'i@)
@) :{Wd—
Kk
0

Si f(z,)#o

e

Curso 2009/2010 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 20
(EPS-San Pablo CEU)

Bibliografia: Oppenheim 3.3, Proakis 3.4

Multiplico por los dos lados por z*(n-1) e integro en C. C se recorre en sentido
contrario a las agujas del reloj. Como C esta en la ROC la suma converge y se
puede intercambiar la suma con la integral. Ejercicio: demostrar que la aplicacion
del teorema integral de Cauchy a la integral dada da una delta.



Transformada Z inversa

* Directa

Suponiendo que todos los polos son distintos

@4 A(2) L A
b )

A(2)=(z-7) E 3 Residuo del poloi  Suma de los
residuos de

ﬂ todos los polos

~~

X[n]_Jz_,, X(Z)Zn_ldz = ZN:(Z_Zi)X(Z)Zn—l -

i=1

Curso 2009/2010 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 21
(EPS-San Pablo CEU)

Bibliografia: Oppenheim 3.3, Proakis 3.4

21



Transformada Z inversa

* Directa

Suponiendo que hay polos de multiplicidad mdltiple

@), A5, d"'A@)
23 oz Z(’”'l*l)! dz™* 1z J/  Suma de los
9(2) I = z _
) residuos de
A (2)=(z- Zi)k _\4 todos los polos

9(2)
—

s

N m;—1 m; n-1
x[n]=z 1 d (Z_Zi) X(Z)Z
(m;-1)! dz™ -1 2=z
i=1
Curso 2009/2010 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 22

(EPS-San Pablo CEU)

Bibliografia: Oppenheim 3.3, Proakis 3.4



Transformada Z inversa
* Directa

gjemplo: X (2= A g g 2 g 1y

1-az? S jerdei-azt T j2rdez-a

Caso1: n>0=Vz:z"#
A(z)=(z-2a)

Caso2: n<0=12z=0:2"=o Polo de orden n

z" . .
= nl=A @), =
n=-1

A(z)=(z-a)

1 1
z(z-a) z-a

1 1

— X[n]=— dz==

z=a

A(2)=1

Curso 2009/2010 Carlos Oscar Sanchez Sorzano
(EPS-San Pablo CEU)

2(z-a) z 1 1 1‘ 1
j2rcz(z-a) z Z-

dz

23

Bibliografia: Oppenheim 3.3, Proakis 3.4

23



Transformada Z inversa

* Directa
. 1 1 "t 1 2"
Ejemplo: X (z) = — x[n] = dz =
: (@) 1-az™ [n] j27z§>‘31—az’1 j27z§C zZ-a
Caso 2:
n=-2 1 1
1 1 -~ $— = dz=
AD=@-a)———=2 | = kg™
z°(z—-a) z 1 a1
1 1 = _ +— — =
A(2)=17"— = 22‘“’1 dz(z—ajzo
z°(z-a) z-a 1 1
= _ —— =0
% Z2 ‘zfa (Z_a)z ‘z—o
[
Curso 2009/2010 Carlos Oscar Sanchez Sorzano

(EPS-San Pablo CEU)

dz

24

Bibliografia: Oppenheim 3.3, Proakis 3.4

Ejercicio: calcular x[n] para n=-3

Problemas Opp: 3.38, 3.39, 3.57
Problemas Pro: 3.29, 3.56, 3.57, 3.58

24



Transformada Z inversa

[

 Inspeccion

Ejemplo: X (2) ! \a\<\z\ [n]=a"u[n]
: = X[n1=a"u
: 1-az™
Ejemplo:
-1 1 -1
z 1z
X(2) = =2 2 = 1<z
(2) 1+1z7%-7% 1+1iz72-2177 ? H
_ 257
-1z

x[n]=n(%)"u[n]

Curso 2009/2010 Carlos Oscar Sanchez Sorzano
(EPS-San Pablo CEU)

Bibliografia: Oppenheim 3.3, Proakis 3.4

Problemas Opp: 3.5%, 3.13



Transformada Z inversa

[

» Expansion en fracciones parciales

Ejemplo:
X(z) = 711 ) % Tt % 1 %<‘Z‘
(1—%2 Xl—%z ) 1-3727 1-3z
1
RGN
2
1
K, =(@-42x(@),, - gy 2
4
2 n n
XK@ =13t i1<lzl ——— x[n]=—()"u[n]+2() uln]
4 2
Curso 2009/2010

Carlos Oscar Sanchez Sorzano 26
(EPS-San Pablo CEU)

Bibliografia: Oppenheim 3.3, Proakis 3.4

Problemas Opp: 3.6%, 3.14%, 3.23, 3.35, 3.36, 3.43%, 3.44, 3.45

Problemas Pro: 3.24, 3.25, 3.26, 3.33, 3.37, 3.38%, 3.39, 3.40%, 3.41, 3.45, 3.46,
3.47, 3.48, 3.55



=2 .
E@ Transformada Z inversa
» Expansion en serie de potencias
Ejemplo:
X(z)=2"A-iz)A+z)A-2") =2 -1z-1+1z" C —{0,}
X[n] =o[n+2]-3d[n+1]-o[n]+$o[n-1]

Ejemplo:

n

X (z)=log(l+az ™) = i(—l)”+l a'z.

: <l

" X K ) —l n+1a_n Zl - n
x[n]:Z(—l)kla?é[n—k]: (-0 =(-1) 1%u[n—1]
K= 0 n<0

Curso 2009/2010 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 27

(EPS-San Pablo CEU)

Bibliografia: Oppenheim 3.3, Proakis 3.4

27



Transformada Z inversa

[

» Expansion en serie de potencias

Ejemplo: Im{z}
1 s T
X(2) = =l+azt+a%z?%+..
O g /\ Bet2)
1 ‘ l1-az! ’ 4
~1l+az™ :
= l+azt+a%z?%+..
az
—azt+a’z?
a’z?
x[n] = o[n]+as[n-1]+a’s[n-2]+...=a"u[n]
Curso 2009/2010 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 28

(EPS-San Pablo CEU)

Bibliografia: Oppenheim 3.3, Proakis 3.4

Problemas Opp: 3.25, 3.26, 3.27, 3.28, 3.29



Transformada Z inversa

[

» Expansion en serie de potencias

. Im{z
Ejemplo: {z}
1 VA
X(z) = = =—-a'z-a’’-.
I Re{z
l-az' z-a /1\ {z
z ‘—a+z
—z+a'z? ) .,
- —-az—-a“‘z° —..
a‘z?
—a'z?+a?7’
a”z®
x[n]=-a'd[n+1]-a?s[n+2]-..=-a"u[-n-1]
Curso 2009/2010 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 29

(EPS-San Pablo CEU)

Bibliografia: Oppenheim 3.3, Proakis 3.4

Problemas Pro: 3.12, 3.14*, 3.15, 3.19, 3.23



Resumen

Definicidon de la Transformada Z
Relacién con la Transformada de Fourier
Propiedades de la ROC

Propiedades de la Transformada Z
Algunas transformadas Z

Transformada Z inversa:

— Directa

— Inspeccion

— Expansion en serie de potencias

Curso 2009/2010 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 30
(EPS-San Pablo CEU)

Problemas Opp: 3.49, 3.52, 3.53, 3.55, 3.56
Problemas Pro: 3.36

30



Tema 3 — Analisis de Sistemas
LTI en el dominio transformado

Carlos Oscar Sanchez Sorzano
4° Ing. Telecomunicacion
EPS — Univ. San Pablo — CEU

Oppenheim Il (Cap. 5), Proakis (Cap. 4)

Probl Opp: 5.1, 5.6, 5.28, 5.29, 5.30, 5.33, 5.71
Probl Pro: 4.83%, 4.84, 4.92, 4.93



Introduccion

* http://video.google.es/videoplay?docid=67
26953938324261715

Curso 2009/2010 Carlos Oscar Sanchez Sorzano
(EPS-San Pablo CEU)




Filtros ideales

Filtros Paso Bajo (Low Pass Filters)

. < O<aw, < . . Q,
H, (e¥) = 1 ‘a"—a’c —r<wo<rnr 0, h,p[n]=—°smc(—°n)
P 0 resto 7 a

Filtros Paso Alto (High Pass Filters)

H,, (€7) =1-H, (") <,y [n] = SIn] - hy[n]

Son filtros no causales y con respuesta impulsional infinita.

Curso 2009/2010 Carlos Oscar Sanchez Sorzano
(EPS-San Pablo CEU)




Filtros realizables

iak)’[n—kkibkx[n—k] 4>ZN:akz‘kY(z)=ibkz‘kX(z)

M M M M
Y bz Dbz > bz" [Ta-zz%)
H(z) = Y@) _ = _L i _ ZN-M k=0 _by o
X(2) N K Y o N-k N Nk A T 1
D az Y az Y az *TTa-p.z ™
k=0 k=0 k=0 k=0
Ejemplo: (1-z7Y? 1-2z214+27

H(2) =

A+izh@+3z7") 1+5z7t+377

&= Yy[n]+3y[n-1+35y[n-2]=x[n]-2x[n-1]+x[n-2]
y[n] = x[n]-2x[n-1]+ x[n—-2] -2 y[n-1]-3 y[n-2]

Curso 2009/2010 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 4
(EPS-San Pablo CEU)

Ejercicio: Implementar este filtro y compararlo con la salida de la funcién filter de
MATLAB



Filtros definidos por ecuaciones en
diferencias de coeficientes constantes

Una ecuacion en diferencias no define de forma unica la respuesta al impulso
del sistema. Por ejemplo,

ZN:aky[n—k]zibkx[n—k] _— ZN:akh[n—k]zib@[n—k]

N N
sea h'[n] =ZA,(DK" donde Zam p." =0,A €R,p; # p;, entonces

k=1 m=0

iakh'[n—k]=0 y iak(h[n—k]m'[n—k]):ibkg[n_k]

Es decir, hay N coeficientes indeterminados A, , que pueden ser fijados por medio
de condiciones iniciales Y[-1], y[-2]...., Y[-N] si es causal 6 Y[1], ¥[2]...., Y[N]
si es anticausal.

Curso 2009/2010 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 5
(EPS-San Pablo CEU)

Bibliografia: Oppenheim 5.2, Proakis 3.6

Pag 37, Opp Il. Ejercicio: Comprobar que la suma justo a la derecha es
efectivamente 0.

Probl Opp: 5.2, 5.7
Probl Pro: 4.45, 4.46, 4.91



Respuesta al impulso de un
sistema racional

Expansion en fracciones parciales

M
Zbkz‘k

-N
H(z) = ,\T —ZBkz‘k+Z Ak _.h[n]—ZB o[n- k]+ZAkpku[n]
Z k=0
- FIR IR
s6lo si M=N Polos en
el origen del origen

Ejemplo: h[n]=a"(u[n]—u[n—M —1]) p, = 550 ,,,,, 0(M +1)
1 aM+l -(M+1) —

H(z)= Za” = o fjﬁw{ el | el
{Zk }j

Carlos Oscar Sanchez Sorzano
(EPS-San Pablo CEU)

Curso 2009/2010

Polos fuera

Bibliografia: Oppenheim 5.2 , Proakis 3.6

Probl Opp: 5.3%, 5.4
Probl Pro: 4.47, 4.48



Respuesta de un sistema racional

Y(2)= H(z)X(z)T ig; gg;

El sistema estda  No se producen

inicialmente en  cancelaciones

reposo. polo-cero. Polos del Polos de la
\Sistema , entrada

Respuesta Respuesta
natural forzada

vinl =37 A, piulnl+ > Q,a;uln]

Respuesta Régimen
transitoria permanente

Curso 2009/2010 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 7
(EPS-San Pablo CEU)

Bibliografia: Oppenheim 5.2 , Proakis 3.6

No todas las X se pueden expresar como un cociente. Pero supongamos que
ésta si. Si el sistema no estuviese inicialmente en reposo deberia usarse la TZ
unilateral.



Respuesta transitoria y régimen
permanente

1
Ej lo; y[n]=0.5y[n-1]+x[n] «——— H(2)=
jemplo: y[n] = 0.5y[n 1]+ x[n] (@)= 1057 1
1-Lz
x[n]=10cos(znl[n] «— X(z)=10— 2~
4 ( ) l_\/Ez—l_i_Z*Z
1 1-Lz7° 6.3  11.894-13.015z7!

Y(z)=H(z)X(z)=10 = +
(2)=H@)X(2) 1-1z1-V2z 422 1-1zt 1-42zt+4z77?

T
4

Curso 2009/2010 Carlos Oscar Sanchez Sorzano
(EPS-San Pablo CEU)

Bibliografia: Proakis 3.6, 4.4
Aqui se ve muy bien la respuesta transitoria y la permanente.

Probl Opp: 5.34
Probl Pro: 4.29 (*** AQUi ME QUEDO), 4.31, 4.43



00

3 |h[n]| < o

k=—00

i|h[n]|= i‘h[n]z‘”

Estabilidad vy causalidad

o <

h[n] es estable si la ROC de H(z)
incluye al circulo unidad.

SN

Curso 2009/2010 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 9
(EPS-San Pablo CEU)

Bibliografia: Oppenheim 5.2, Proakis 3.6

Para que un filtro definido por una ED sea causal y estable tiene que ser que
todos los polos estén dentro del circulo unidad. Si no fuese causal por ejemplo,
h[n]=a*delta[n+1]+delta[n] (H(z)=az+1), entonces tendria un polo en el infinito.

Probl Opp: 5.5%, 5.8, 5.9, 5.10, 5.11
Probl Pro: 4.99, 4.104



Estabilidad

Ejemplo: Y[n]—y[n—1] = x[n]
x[n]=u[n] » La sefnal de entrada esta acotada
3B, :Vn|x[n] < B,
H(z) =

2| >1
1
-2y

yln]=(n+Yu[n] — . Pero la salida, no
—3B, : vn|y[n] < B,

1-z7
Y(2)=H(2)X(2) =

Curso 2009/2010 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 10
(EPS-San Pablo CEU)

Bibliografia: Oppenheim 5.2, Proakis 3.6



Estabilidad y Causalidad

Im{z}

Ejemplo: Y[n]-(a+b)y[n—-1]+aby[n—2]=Xx[n]

1
N i)

a<l<b

Im{z} Im{z}

S

e
nnn e St

.-.':.-".-':":.-"::-.::;"ﬁ’.-'.-'.-'.f.-:-ﬁ.'::-":"': .-".-ﬁ',.:",
El sistema no es ni El sistema es causal El sistema es estable
causal ni estable pero no estable pero no causal
Curso 2009/2010 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 1

(EPS-San Pablo CEU)

Bibliografia: Oppenheim 5.2, Proakis 3.6

Probl Pro: 4.88



Cancelaciones polo-cero

Ejemplo:  Y[n]—3 y[n =11+ y[n—2] = x[n] - 5x[n —1] + 6x[n - 2]

H(2) = 1- 52‘1+6z 1-57%4+627  (1-327%)1-22)
- (—iz’l)(l 22’1) -1z a-227)

2

1

2

11— 3z’1
1—iz 1-

YIS

7
Cancelacion polo-cero
h{n] = 6[n] -3 (&) u[n —1]

El sistema es estable debido a la cancelacion polo-cero
pero en una implementacion real no tienen por qué
cancelarse exactamente.

Curso 2009/2010 Carlos Oscar Sanchez Sorzano
(EPS-San Pablo CEU)

12

Bibliografia: Proakis 3.6

12



Test de estabilidad de Schur-Cohn

Notacion

m
Polinomio de orden m: A, (z) = Zaém)z*k a™ =1
k=0

~ m
Polinomio inverso o reciproco: A, (z)=z"A, (z7")= Zaﬁq@kz*k
k=0

Test 1. Ay (2) = A(z)
2m=N
H(z)=20) .
A(2) 4. mientrasm =0

~ A(z) tiene todas sus raices
4.1. Calcular A (z)

dentro del circulo unidad si

42. K _=am™ y sélo si
z)-K z :
— 43. A (2)= 0@ r;A\n( ) | vme{l2,..,N}:[K,|<1
1-K?
Curso 2009/2010 Carlos Oscar Sanchez Sorzano

13

(EPS-San Pablo CEU)

Bibliografia: Proakis 3.6

Proakis pp 217

Ejercicio: Implementar este algoritmo

13



Test de estabilidad de Schur-Cohn

1
Ejemplo: H(z) = 1171 _%272
A(z)=1-1z7"-177
A(z)=—1-17%477
K,=a{) =-1
A(2) = Az(z)1 - isz) g
A()=-1+7" 2

1 .
K,=a® =—Z —— |K||>1——— EJ sistema no es estable

Curso 2009/2010 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 14
(EPS-San Pablo CEU)

Bibliografia: Proakis 3.6

14



~ Estabilidad de un sistema de
V 2° orden

() Z, ZZ—O 31:_(p1+p2)
H(z)=
1+a12 +8.2 P, P, = —ﬁiw}al — 48, a = PP,

Estabilidad |K;| <1

K,=a,
& 051
1+3.2 9o

K, =

Polos complejos ~ a’—4a,<0 —

Polos reales dobles a’—4a,=0 ——

Polos reales simples a/ —4a, >0

Curso 2009/2010 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 15
(EPS-San Pablo CEU)

Bibliografia: Oppenheim 5.2, Proakis 3.6

Las condiciones de estabilidad que hemos dado definen una regién en el plano
de coeficientes (a_1, a_2, ver figura) que tiene forma de triangulo. Es sistema es
estable si y solo si el punto (a_1, a_2) esta dentro de este triangulo, que se
conoce como triangulo de estabilidad.

Las caracteristicas del two-pole system dependen de la situacién de sus polos,
0, equivalentemente, de la situacién del punto (a_1,a_2) en el triangulo de
estabilidad. Los polos pueden ser reales o complejos conjugados, dependiendo
del valor del discriminante A=a1”2-4a_2. La parabola a_2=a_1"2/4 divide el
triangulo de estabilidad en dos regiones (ver figura). La region por debajo de la
parabola (a_1*2>4a_2) corresponde a polos reales distintos. Los puntos que
estan en la parabola (a_1%2=4a_2) proporcionan dos polos reales iguales. Por
ultimo, los punos por encima de la parabola resultan en polos complejos
conjugados.

15



Invertibilidad

h h[n]*h[n]=6
@ H(ej”’) [n]' Hi(e"“’)ﬂ_ i[n] ‘[n]
H(e')H,(e/) =1
H(z)H,(z) =1
bH(l 2,27) aH(l Pz™)
H@) = ——— —— H@)= g
W Hl Pz ’ H(l 2,27)

Es decir, los polos de un sistema son los ceros de su sistema inverso, y
los ceros de un sistema son los polos de su inverso. La ROC del
sistema inverso debe solaparse con la del sistema H(z)

Un sistema LTI es estable y causal y tiene un sistema inverso estable y
causal sii todos los polos y ceros de H(z) estan dentro del circulo unidad

Curso 2009/2010 Carlos Oscar Sanchez Sorzano
(EPS-San Pablo CEU)

Bibliografia: Oppenheim 5.2, Proakis 3.6

Probl Opp: 5.31, 5.32, 5.36, 5.59, 5.72, 5.73, 5.74, 5.75
Probl Pro: 4.90



h[n] = -b"u[-n—1]+ab"'u[-n-2]

Carlos Oscar Sanchez Sorzano

17

(EPS-San Pablo CEU)

INvVersos.

17
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b"u[n]—ab"u[n-1]

h[n]

Curso 2009/2010

Bibliografia: Oppenheim 5.2, Proakis 3.6

bar que los dos son sistemas

Jerciclo: compro

Los dos pueden ser sistemas inversos porque los dos solapan con la ROC
original. El problema del segundo sistema inverso es que no es estable.

E



Respuesta en frecuencia de un

sistema LTI
x[n] yln]= hin]* x(n]

— H(ej’") —

Yler)=Hler)x(er) vl =[Hle | x(e”)

LY(ej“’)z /H (ej‘")+ /X (ej“’)

Ejemplo: H(e!”)=e ™ sH(")=-on, — h[n]=45[n-n,]

ZH(E" )z ~gh—on, — y[n]=|H(e"™)

S[n - no]cos(a)o(n - no) _¢0)

x[n] = s[n]cos w,n donde n, =7(®),_,,
Retardo de grupo

. ZH(e")

(@) = grd{H (e/) = —dd—warg{H )}

i isE)

Carlos Oscar Sanchez Sorzano 18
(EPS-San Pablo CEU)

Bibliografia: Oppenheim 5.3, Proakis 4.4

S[n] una sefal de banda estrecha. Arg(.) es la fase continua de H(e?jw). Cuanto
mas se aleje el retardo de grupo de una constante menos lineal es la fase del
filtro.

Probl Opp: 5.21, 5.22, 5.25, 5.27, 5.47
Probl Pro: 4.41%, 4.42, 4.57, 4.59%, 4.89



Ejemplo:

Entrada

Curso 2009/2010

Efectos del retardo de grupo

Bo—— T T T 1
FE 4
o ‘
‘!'M S Ostput Segnal » [n]
@ 4 | “
) T T T VT Wkﬁg“. N

ey Response Magnitude

9 ! % @ w om0 we  w
- Sampie pumbert
g
g
g | Figura 5.3 Output signal for Example 5.1.
2 o)
b |

200 Lk —

b 02 Gdw

Radian frequency o)
)

Sistema Salida

Carlos Oscar Sanchez Sorzano
(EPS-San Pablo CEU)

19

Bibliografia: Oppenheim 5.1, 5.3

19



Efectos del retardo de grupo

Dispersion at Work
Input Euise |'\[ f‘] \
| Uispersive wedium Cutput pulse If [. ‘, [ ||I
0 l = : T J: A j L'
T I3 ‘I L
A transmitted pulse broadens, as shown here, because —). \‘-j S \— >
the different wavelengths travel at different speeds.
80 % n P -
i:-‘ ":\I j.‘ '-,.‘ ‘.l.‘ {
. ,’JI Y, \ ‘
light ’ = - >
strength
\ 60 %
ﬂ f;., \u /\\j / \-._\
Nt
Applet: http://cnyack.homestead.com/files/afilt/afilt-phasegroup.htm
Curso 2009/2010 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 20
(EPS-San Pablo CEU)

Bibliografia: Oppenheim 5.1, 5.3

El pulso se ensancha porque las diferentes frecuencias viajan a diferentes

velocidades.

20



Respuesta en frecuencia de un
sistema racional

Respuesta de amplitud

M . M .

> be ™ [Ta-ze')
H (e]a’) — k’\TO — b_o kN=0

Yae* B]a-pe™)

k=0 k=0

M
i b\ [[a-ze)a-ze")
=H()H (") =£—OJ e

8

\H(eiw)

1-pe )1 pe’)
Ganancia del filtro en dBs k=0

20 Iogm‘ H(e!)

=20log,, 2—0 + i 20 Iogm‘l— zke“"‘" -~ i 20 Iogm‘l— pke‘j”‘
0 k=0 k=0

Curso 2009/2010 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 21
(EPS-San Pablo CEU)

Bibliografia: Oppenheim 5.3, Proakis 4.4

Probl Pro: 4.54, 4.79, 4.87, 4.106, 4.107, 4.108

El k=0 es k=1.



Respuesta en frecuencia de un
sistema racional

Respuesta de fase

Valor principal

M N

ZH(e") = é(b—o} D L-ze) =3 ZQ-pe) = A%%G{H () }+ 271 (o)
0 k=0 k=0

donde | arglHie )]

_ jo
7T < ARG{H (e“")}z arctan Le_) <z
He(e™)

r(mw)e N Sin restriccion
argH (e'”) = ARG {H (ej“’)}+ 271 (o)

donde
r(w)e N Es tal que argH (e’”) es continua

Curso 2009/2010 Carlos Oscar Sanchez Sorzano
(EPS-San Pablo CEU)

Bibliografia: Oppenheim 5.3, Proakis 4.4

22



Respuesta en frecuencia de un
sistema racional

Retardo de grupo
grd {H (ej“’)}z iarg{l—z e’j”’}—ZN:iarg{l— P e’j“’}z Y
k da) k @

deo k=0

M= 1=

_ \zk\z—Re{zke“""} —ZN: \pk\z—Re{pke‘j”’}
S1+]z[ -2Relze | S1+[p,[ ~2Relpe "

Propiedades

grd{H (e"*)}= —d%arg{H (")}= _dd_a) ARG{H (e*)}= _dd_a) ZH (e')

salvo en las discontinuidades

arg{H (e'*)}-arg{H (e7°) | = —T grd{H (e")ldg

Curso 2009/2010 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 23
(EPS-San Pablo CEU)

Bibliografia: Oppenheim 5.3, Proakis 4.4

Ejercicio: calculo de esta derivada



Respuesta en frecuencia de un
sistema racional

» Applet:

« http://www.eas.asu.edu/~dsp/grad/anand/|
ava/FregResp/FregResp.html

e http://www.thole.org/manfred/polezero/en
idx.html

Curso 2009/2010 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 24
(EPS-San Pablo CEU)

24



Respuesta en frecuencia de un
sistema con un solo cero

H(e”)=1-ze " =1-rel%e”
z,=0.9

Curso 2009/2010 Carlos Oscar Sanchez Sorzano
(EPS-San Pablo CEU)

25

Bibliografia: Oppenheim 5.3, Proakis 4.4

Ejercicio: Repetir estas graficas

25



H(e™)

Curso 2009/2010

P14l —2rcos(w—6)

Tr=0.9

H(e)=1-z,e'" =1-rel% 1
rsin(w —6)

ARG{H (¢'*)}=arctan
1-rcos(w—6)

‘r=09

Carlos Oscar Sanchez Sorzano
(EPS-San Pablo CEU)

Respuesta en frecuencia de un
sistema con un solo cero

A e

r=09

26

2 _rcos(w—0)

Bibliografia: Oppenheim 5.3, Proakis 4.4

Probl Pro: 4.61*

26



Respuesta en frecuencia de un
sistema con un solo cero

2-2, ‘H(Z)‘z\z—zo\
z

H(z)=1-re!z7" =
2

— [HE)|=|H@)

T i - r-09

_|plo _
e A

Curso 2009/2010 Carlos Oscar Sanchez Sorzano
(EPS-San Pablo CEU)

27

Bibliografia: Oppenheim 5.3, Proakis 4.4

27



Respuesta en frecuencia de un
sistema con un solo cero

275 JH@)=L(2-2,)- 27 —— ZH(e¥)= £V —2,) -

H(2) =

T Im{z} ~ %f--fu:r=0.9

/\wx\(z—zo) | . e e Eaaae
; Re{z}™ = * &atut @ |

Z ol ]
\/ o] N
7] =1 T

Curso 2009/2010 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 28
(EPS-San Pablo CEU)

Bibliografia: Oppenheim 5.3, Proakis 4.4

28



Para |z,|>1 hay una discontinuidad
en la fase

. Im{z}

Respuesta en frecuencia de un
sistema con un solo cero

Curso 2009/2010 Carlos Oscar Sanchez Sorzano
(EPS-San Pablo CEU)

29

Bibliografia: Oppenheim 5.3, Proakis 4.4

Probl Pro: 4.50

29



Respuesta en frecuencia de un
sistema con un solo polo

)=t L

1-z,7” 1-rel%

Curso 2009/2010 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 30
(EPS-San Pablo CEU)

Bibliografia: Oppenheim 5.3, Proakis 4.4

Probl Opp: 5.60
Probl Pro: 4.65, 4.66*

30



Respuesta en frecuencia de un
sistema con un solo polo

1 1

H(e)= — = —
1-z,67% 1-rel%”
2 1
He'") =
‘( )‘ 1+r% —2rcos(w—0)
ARG{H (eJ’“)}= —arctan _rsin@=6)
1-rcos(w—6)

grd{H(e")}= _roroos(w-6) _LC(ZTE,;UZ_ 2

Los valores obtenidos son
los opuestos a los obtenidos
con un solo cero.

Curso 2009/2010 Carlos Oscar Sanchez Sorzano
(EPS-San Pablo CEU)

31

Bibliografia: Oppenheim 5.3, Proakis 4.4

Probl Pro: 4.62

31



Respuesta en frecuencia de un
sistema de segundo orden

H(el) = 1 1

(=26 " Ji-zie ") 1-2rcosee 1 +r% 12”

Curso 2009/2010 Carlos Oscar Sanchez Sorzano
(EPS-San Pablo CEU)

32

Bibliografia: Oppenheim 5.3, Proakis 4.4

Probl Opp: 5.26
Probl Pro: 4.56, 4.60, 4.67, 4.68*

32



Respuesta en frecuencia de un
sistema de segundo orden |IR

jo 2 1 1
HE)| = —; 2 :
1+r*—=2rcos(w—0) \1+r*—2rcos(w+0) L
ARG{H (ejw)}: —arctanM —arctan M !
1-rcos(w—6) 1-rcos(w+0)
r? —rcos(w—6) r’ —rcos(w+6)

rdiH (e/){=— -
g {( )} 1+r2-2rcos(w—6) 1+r?—2rcos(w+6)

Los valores obtenidos son
los opuestos a los obtenidos
con dos ceros.

Curso 2009/2010 Carlos Oscar Sanchez Sorzan K E -
(EPS-San Pablo CEU) e

Bibliografia: Oppenheim 5.3, Proakis 4.4

33



Respuesta en frecuencia de un
sistema de segundo orden
H(2)| = | ‘2
\z—onz—z;‘
Im{z}
. jor| 1
‘H(e )_e"”—zoe"“—z;
/ NZ
2 Re{z}
lz|=1
Curso 2009/2010 Carlos Oscar Sanchez Sorzano
(EPS-San Pablo CEU)

34

Bibliografia: Oppenheim 5.3, Proakis 4.4

34



Respuesta en frecuencia de un

sistema racionc
Ejemplo: H(z) = 0-05634(}1+ 2’1)(1—1.0%166[1 + z*?)ﬁ2
(1-0.683z7!)(1-1.4461z 7 +0.795727?)

* Radian frequeney

- M
M

Curso 2009/2010 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 35
(EPS-San Pablo CEU)

Samples

Bibliografia: Oppenheim 5.3, Proakis 4.4

Probl Pro: 4.49, 4.51%, 4.53, 4.63, 4.64



sistemas

Sin embargo, si el sistema e

Relacion entre fase y magnitud para

definidos por una ED

En general, no hay ninguna relacién entre magnitud y fase para un sistema LTI.

sta definido por una ED, una vez especificada una

de ellas, la otra queda determinada dentro de un nimero reducido de opciones.

joy[? _ (4 —
H(Ee™) =H@H (#),.. =C@)],_.[1]
M
M _ *
H 1 Z 7" ) \ b 2 H(l_ ZkZ 1)(1_Zkz)
by i C()=|=+
R — H(l P2 P2)
8 H (1 pkz k k
k=0 > Si uno esté dentro del circulo
H (1-2 Z) Polos  p,, (p ) __, unidad, el otro debe estar
N 1~ fuera. Los polos de un
H (ZA) = _0 T Ceros  z,, (Z ) sistema estable y causal
H @a- pkz) estan automaticamente
k=0 Y, determinados, pero no asi los
ceros.
Curso 2009/2010 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 36

(EPS-San Pablo CEU)

Bibliografia: Oppenheim 5.4

36



Relacion entre fase y magnitud para
sistemas definidos por una ED

(1-zHA+2zA-2)(1+22)
(1-0.8e'7z1)(1-0.8¢ ' z)(1-0.8e’z)(1-0.8¢ '%2)
L 2(1- 7YYL+ 17120 2)(L+ 1 2)

T (1-0.8e7 7)1 -0.8e VT2 1)(1-0.8¢ /7 7)(1-0.8¢ '72)
H,(2) ,Im{z} C(z) ,Im{z} H,(z) , Im{z}

{ §> Re{z} ( 252 Re{z} ( 3 Re{z}
X

(1-zH[1+2zh
(1-0.8e' 1z Y)(1-0.8e'iz )

Ejemplo:  C(z) =

20-z+3z7h

H,(2) = iz -iz
(1-0.8e"z7)(1-0.8e "z7)

Hz(z) =

Curso 2009/2010 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 37
(EPS-San Pablo CEU)

Bibliografia: Oppenheim 5.4

Ejercicio: Calcular la respuesta de fase y de amplitud



Sistemas paso-todo

Ejemplo:

Im{z}

1 * 4

z'-a
1-az™ a -
Kx\o Re{z}
NI
[P

H,,(2) =

H (ejw): e*l“)_a :e*jw 1-a el“’ :e*jw (l_ae*J(U)
w 1—-ae )@ 1—ae @ 1—ae @
_j * _j/’ *
‘H (ej(u) — efjw (1_ae w) :‘ —jo (1_ae O) —
w® 1-ae i@ 1-ae @
Curso 2009/2010 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 38

(EPS-San Pablo CEU)

Bibliografia: Oppenheim 5.5

Ejercicio: Calcular la fase y el retardo de grupo

38



Sistemas paso-todo

Sistema paso todo de respuesta real

M -1 M -1 * -1
ofezt-a s zt-c 27 -c,
Hp (2) = AIIl—a 7z tl-czt1-cz?
k=1 k k=1 k k

a eR,c eC

-1 = =1 1 — *
2M_+M, polosyceros z, =~ Pr =& Zo =i P =Gy, Gy

H, (&)= A
, i r.sin(w—6,)
Im{z ZH_ (') =) | —w—2arctan—* k
iz} » (&) ;[ “ 1-r, cos(w—@k)j

<

7l 1-r, cos(w—6,)
r, sin(w+6,)
1-r cos(w+6,)

Curso 2009/2010 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 39
(EPS-San Pablo CEU)

=~
Il

/xo Re{z} + [—Za)—Zarctan f Sin(@=6,)
—0— s
N

—2arctan

Bibliografia: Oppenheim 5.5

39



Sistemas paso-todo

Curso 2009/2010 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 40
(EPS-San Pablo CEU)

Bibliografia: Oppenheim 5.5

40



Sistemas paso-todo

M 2 M 2 2
‘ 1-r : 1-r, 1-r,
:Z k " k " k

grdH , (e’)

2 .
k1 ‘1—rke‘9ke““" k1 ‘1 rke“gke““" ‘1—rke"9ke o
%/—/ —~
>0 >0

Sistema causal y estable = || <1

1-a 1-c 1-c ;
Hap(ejo) AH1 akl_[1 Ck k A:>4Hap(e‘°):0
k k k

arg{H ap(ej“’)}:: arg{Hap (ejo)}—T grd {H » (ej¢)}d¢ <0

Curso 2009/2010 Carlos Oscar Sanchez Sorzano
(EPS-San Pablo CEU)

>0

41

Bibliografia: Oppenheim 5.5

Usos: Compensadores de fase; convertir filtros paso bajo en paso banda o paso

alto; filtros de fase minima

Probls Opp: 5.13, 5.24*

41



Im{z}

Sistemas paso-todo

B

Curso 2009/2010

Carlos Oscar Sanchez Sorzano
(EPS-San Pablo CEU)

42

Bibliografia: Oppenheim 5.5

42



Sistemas de fase minima

Un sistema es de fase minima si todos sus polos y ceros estan en el interior
del circulo unidad.

Descomposicion de un sistema LTI causal y estable

H (Z) = Hmin (Z)Hap(z)

Supongamos que H(z) tiene un cero fuera del circulo unidad en Z = Ci ;|C| <1
77t -¢’

1-czt
JImizk Hg () He(d)

. Re{z} / R Ri{z}A/k\o Re{z}
./

H(z2)=H,(2)(z" -¢") =H,(z)(1-cz7)

, Im{z} ,Im{z}

N

Carlos Oscar Sanchez Sorzano 43
(EPS-San Pablo CEU)

Curso 2009/2010

Bibliografia: Oppenheim 5.5

43



Sistemas de fase minima

Ejemplo: - 22022 = 202, (2 20 -2
3l% 51 3 1% ,1)| 9,1 _2a70F |, 1 _ 2,0
H(2) = l-se *z \l-Je "z )y 4,z —35e z " —3e
- 1 -1 o 15-1
1-17 1-32
_isz 5z _ N _isz ¥ _ i5z
_%(1—%e iz 1Xl—%e”z 1) (z t_2g7)i XZ 1—%e“)
] sz _ sz _
1-1z (1—%e Yz 111—§e‘ ‘7 1)
. Im{z} . Im{z} . Im{z}

Of\ Reft /0 Re{z} x Re{z}

O

Curso 2009/2010 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 44
(EPS-San Pablo CEU)

Bibliografia: Oppenheim 5.6

Probl Opp: 5.54



Sistemas de fase minima

Compensacioén de la respuesta frecuencial

x[n]

- Hd(ejm)

x.[n]

. [n]‘ Hc(ejw)

Caso Particular: H, (e'”) es de fase minima, causal y estable
Se puede disefiar un sistema causal y estable tal que X [n] = x[n]

Caso General:
Se puede compensar la amplitud pero no la fase.
H,(e") = Hdmin(ejw)Hap(ejw) > H (") = Hgpin (€7)
X (€") = H,, (") X ()

Curso 2009/2010 Carlos Oscar Sanchez Sorzano
(EPS-San Pablo CEU)

Bibliografia: Oppenheim 5.6

Probl Opp: 5.37



Sistemas de fase minima
Ejemplo:
Hy(2)=(-2ez)(1-ge "z )1-2e 2 )26 27
, Im{z}
OO
4 Re{z}
O
Ho(2) = (-2 2 ) a-Se ¥z (7 — e M) (z 1 —4e)57) =
-l _apigmy,-1 _andsr
H.(2) = 1_7 J57 -1 1— J57T -1 4 J5T -1 1— 4e 157 -1 ( 549 )(Z 54e )
J(D=%( ) zh)1-te’z ) e —te o
Curso 2009/2010 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 46
(EPS-San Pablo CEU)

Bibliografia: Oppenheim 5.6

Este es un sistema FIR, estable y causal

46



[] r [
Sistemas de fase minima
Ejemplo: |~ = T =
. L N
3
L : pe—
& |} | &
| |
o : e 2
Curso 2009/2010 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 47
(EPS-San Pablo CEU)

Bibliografia: Oppenheim 5.6

Ejercicio: Repetir estas graficas

Ejercicio: Disenar el sistema de compensacion y estudiar su estabilidad,
causalidad, etc. Dibujar su respuesta de amplitud, fase y respuesta al impulso.



Propiedades de los sistemas de
fase minima

Fase (phase-lag) minima
- H(z) =H., (2)H,,(2)

.......

i < | — arg{H(Z)}=arg{Hmm(Z)}Jrafg{Hag(Z)}

phase —lag{H (z)}=—arg{H (2)}

Luego,

phase —lag{H ., (2)} < phase —lag{H (2)}

3

Hay que tener cuidado con que H i (ejo) = Z h[n]>0 porque

N=—o0

h[n] y —h[n] tienen los mismos polos y ceros pero un desfase de 7

Curso 2009/2010 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 48
(EPS-San Pablo CEU)

Bibliografia: Oppenheim 5.6

48



Propiedades de los sistemas de
fase minima

Retardo de grupo minimo
—_— H(z) =H (2)H,,(2)

_ .:r | grd{H (2)}= grd{H min (2)}+ grd{Hap (2)}

Luego, grd{H . (z)}< grd{H (2)}

Curso 2009/2010 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 49
(EPS-San Pablo CEU)

Bibliografia: Oppenheim 5.6

49



Propiedades de los sistemas de
y o
fase minima
H,(2)= (-2 z)a-2e 2 (1-2e 7 ) 1-5e 527
Retardo de energia minimo
Ejemplo: |H (ej“’)| = |Hmin (ej"’)|
TR P R P S R e
7] UM S ) N T S ol d i E ol
= S = o i 5 T - ol
£ O“-Q,;L_.-" E Q £ O\“CT';L E o
1 0 1 -1 U 1 -1 U 1 1 U 1
Real Part Real Part Real Part Real Part
i 5 i 5
4 38 4 339 4 339 4 3.6
ES 25 251 Ea 5 219 ES 21 308 Ea 251 258
=T e A
LT 71 1.9 TS
-2 0 2 4 2 0 2 4 -2 0 2 4 2 0 2 4
[h{o7] <|h, [0]
Curso 2009/2010 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 50
(EPS-San Pablo CEU)

Bibliografia: Oppenheim 5.6

Todos estos sistemas tienen la misma respuesta en amplitud

Probl Opp: 5.39, 5.61, 5.62, 5.63

50



Propiedades de los sistemas de
fase minima

Retardo de energia minimo

o0

S = Y hull” pero DIRIKIF < Dl K1

N=-—o

Ejemplo:

Curso 2009/2010 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 51
(EPS-San Pablo CEU)

Bibliografia: Oppenheim 5.6

La energia de hmin es la misma que las de h por el Tma. de Parseval.

Probl Opp: 5.17%, 5.18, 5.65, 5.66, 5.67
Probl Pro: 4.85, 4.94, 4.98, 4.101%, 4.102, 4.103*

51



Sistemas lineales de fase lineal
generalizada

Sistemas de fase lineal

/|H(ei”)|=1

ZH (&) = —wa |a)|<7z

He”)=e " |o|<z —— < grd{H(e"")}=0a
h[n]=sinc(h—-a) aeR

Kh[n]:é'[n—a] ael

En general, un sistema de fase lineal es tal que H(e') = |H (ej‘”)|e*j‘”“ )
h[n] es simétrica respecto a @ si 2a es un entero, es decir, N[2a —n] = h[n]

Si a es entero, entonces existe un sistema de fase 0 que es una versién
desplazada de h[n]

Curso 2009/2010 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 52

(EPS-San Pablo CEU)

Bibliografia: Oppenheim 5.7

Para sistemas causales no se puede conseguir fase 0 (par). Pero nos gustaria
que por lo menos sea una fase lineal que tiene un retardo de grupo constante.

Probl Opp: 5.35, 5.49

52



Sistemas lineales de fase lineal
generalizada

Ejemplo:

jo e ‘CL)‘ < a)C Oy 3 o,
H(e')= «— h[n]=%sinc%(n—-a)

0 a)cé‘a)‘<7z

Curso 2009/2010 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 53
(EPS-San Pablo CEU)

Bibliografia: Oppenheim 5.7

53



Sistemas lineales de fase lineal
generalizada

Sistemas de fase lineal generalizada

H(e™)=AE')e 1 Ae’)eR

H(e') =|H (e')e "

Fase lineal Fase lineal generalizada (GLP)
: ~Joa ‘a)‘ <w
Ejemplo: H,(e!) = ¢ jo jo
1(87) { 0 w<loj<r | |HE")=|AE")
joy _ g _ jo
y (ejm) 1 Sm(MZ+1 C!))efjm% ZH (e )—IB wa+ LA(e’)
= - <
? M +1 sin(io) jof <7
. joyy
Hy(e) = ‘a)‘<7r
TS
Curso 2009/2010 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 54

(EPS-San Pablo CEU)

Bibliografia: Oppenheim 5.7

H1 es un filtro paso bajo con retardo. H2 es un moving average de tamafio My
retardado M/2 para que sea causal. Diferenciador de tiempo continuo
implementado en tiempo discreto. El retardo de grupo es constante pero para
ello hay que obviar las discontinuidades introducidas por la fase de A(e*jw)



Sistemas lineales de fase lineal
generalizada

Si Vo: z h[n]sin(e(n—a) + ) =0 , entonces el sistema es GLP

Si fe{0,7},2a € Z,h[2a —n] =h[n] , entonces el sistema es GLP y
A€’) es par
Si fe{%,%4},2a € Z,h[2a —n]=-h[n] , entonces el sistema es GLP y

Ae’) esimpar
Un sistema de fase 0 tiene todos sus polos y ceros en pares reciprocos conjugados.

Un sistema de fase lineal generalizada es un sistema de fase cero con polos o ceros
adicionales en z =0,£1,0

Curso 2009/2010 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 55
(EPS-San Pablo CEU)

Bibliografia: Oppenheim 5.7

La segunda condicion es la que habiamos impuesto a los sistemas de fase lineal

Probl Opp: 5.15%, 5.16, 5.20, 5.50, 5.51, 5.69
Probl Pro: 4.100*



Sistemas lineales de fase lineal
generalizada

Sistemas de fase lineal generalizada causales

Si Vo: z h[n]sin(w(n—a) + ) =0 , entonces el sistema es GLP
n=0

h[M -n] 0<n<M
Si h[n] es FIR, causal y h[n] :{ [ 0 ] 0 entonces
resto

el sistema es GLP y AE’) es real y par. H(e!*) = A(ej“’)e_jw%

_ —h[M -=n] 0<n<M
Si h[n] es FIR, causal yh[n] = , entonces
0 resto
el sistema es GLP y A(€'”) es real e impar. H(e/?) = A(e'?)e 1+
Curso 2009/2010 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 56

(EPS-San Pablo CEU)

Bibliografia: Oppenheim 5.7

Existen sistemas |IR que son causales y GLP, pero no se pueden expresar como
un cociente de polinomios, y por lo tanto, no se pueden implementar como una
ecuacion en diferencias

Probl Opp: 5.40, 5.41, 5.42, 5.43, 5.44, 5.48, 5.53



Sistemas de fase lineal FIR de tipo |

h[n]:{h[M—n] 0<n<M Vo

0 resto

NS
AN

M - ) .
H(e") = h[nJe " = h[]e " + 3" (h[nJe " + h[M —nJe ™ )=
n=0

n=0

n=0 n=0

= e"’”“f[h[“g] +§2h[% - k]cos(a)k)) = A(e)e %
M - M M

H(z)=) h[n]z" =Y h[M —n]z" => hk]z*" =zH(z")
n=0 n=0 k=0
Si H(z,) =0, entonces H(z,")=0

Curso 2009/2010 Carlos Oscar Sanchez Sorzano
(EPS-San Pablo CEU)

57

%_1 impM i M i M oM %_l
_ h[%]e_jlu% " Zh[n]e—1w7(ejw(7—n) +e—1w(7—n)): e“’”{h[“g]+ ZZh[n] COS(a)(%— n))}

Bibliografia: Oppenheim 5.7
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FiR Teo

Sistemas de fase lineal FIR de tipo |

:::::::

]
[ ., \ £
- e Y2 el
2 | IE /i \y’
# - W
5 .20 [ : : I[
40 -
[] 2 [E] & a8 0 1
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Curso 2009/2010 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 58
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Bibliografia: Oppenheim 5.7



Sistemas de fase lineal FIR de tipo Il

M =2m+1 =Z]

%

h[n] = h[M-n] 0<n<M
a 0 resto

H(e)=e 4 2n[M2 —K]cos(w(k - 1))
k=0

"

Cantro de smetria o
| | 4 @ m
S -] i
s}

H(z)=z"H(@z Y 2271 H(-)=-H(1)=H(-1)=0

Curso 2009/2010 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 59
(EPS-San Pablo CEU)

Bibliografia: Oppenheim 5.7

El cero en -1 es una cosa caracteristica de estos filtros. H(z)=z"-MH(z*-1) viene
del tipo | pero el desarrollo es el mismo para el tipo Il. Ejercicio: calcular la TF

Probl Opp: 5.52



Sistemas de fase lineal FIR de tipo Il

“h[M-n] 0<n<M
h[n]:{[ Nl O=ns< M =2m

0 resto

H(e™) = je ¥ 2% K]sin(wk)

k=0

.......

Curso 2009/2010 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 60
(EPS-San Pablo CEU)

Bibliografia: Oppenheim 5.7
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Sistemas de fase lineal FIR de tipo IV

—h[M —-n] 0<n<M
h[n]:{ (M=n] 0<n= M =2m+1

0 resto

H(e") = je* ) 2h[t —K]sin(w(k - 1))
k=0

.......

Curso 2009/2010 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 61
(EPS-San Pablo CEU)

Bibliografia: Oppenheim 5.7

Probl Opp: 5.23, 5.56, 5.70
Probl Pro: 4.78

61



Descomposicion de un sistema FIR
H (Z) = k Hmin (Z) Hmax(z) Hmax(z) = Hmin (Z_l)Z_Mi
N M; es el nimero de
08T / cerosde H.,; (2)
O LI
) 05F \?\‘ ' ‘Hmax(eJ )‘:‘Hmin (e . ) =
N ¢ = ‘Hmin (ejw)
qt
S B T L 1Y
[ 11zeinl
Curso 2009/2010 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 62
(EPS-San Pablo CEU)

Bibliografia: Oppenheim 5.7

hmax es el fliplr de hmin (todo en el dominio del tiempo)

62



Descomposicion de un sistema FIR

Ejemplo:
h[n] = 0.755[n]+1.15[n -1]-0.35[n - 2]+ 0.35[n - 3] 0.95[n - 4]-0.75[n -5]
+0[n-6]
+0.755[n - 7]+1.15[n -8] - 0.35[n - 9] + 0.35[n - 10] - 0.95[n -11] - 0.75[n - 12]
H o (2) = (1+0.541221) (1-0.9242e 7 ) (1-0.9242¢ 1-5%17)

s [N] = 5[] + 0.75745[n -1]+ 0.97115[n - 2] + 0.46225[n - 3]

H 0. (2) = (0.924220.5412)1+1.84797 ) (1-1.0821e 'z *) (1-1.0821e /%7 %)

e [N] = 0.46225[1] + 0.97115[n -1]+0.75745[n - 2]+ 5[n - 3]

H(2) = (1+ ej°'18522’1)(1+ e’j°'185zz’1)(1+ej°'85122’1X1+ e’jo'gmz’l) (1+ e1281182’1X1+ e’jzsnsz’l)

B 0.75
0.9242%0.5412

Curso 2009/2010 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 63
(EPS-San Pablo CEU)

Bibliografia: Oppenheim 5.7

El 1/6.9034 de Hmax es para hacer que tenga ganancia 1 a frecuencia 0. 6.9034
es la suma de todos los coeficientes de hmax

Probl Opp: 5.12*, 5.38, 5.45, 5.46, 5.64
Probl Pro: 4.109*



Descomposicion de un sistema FIR

Amolitud (28)

=y,

1

Curso 2009/2010

Fracuencia

2

S
- I'\\-.
£ 0
g
3 i e Y
- I\\
e
\.; 1
25 ‘IS I‘ '.IE 2‘ 25 ‘IS
Fracuencia

Carlos Oscar Sanchez Sorzano 64

(EPS-San Pablo CEU)

Bibliografia: Oppenheim 5.7
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Resumen

* Filtros definidos por un sistema racional
* Propiedades (estabilidad, causalidad, invertibilidad)
* Retardo de grupo

* Respuestas tipo: 1 cero, 1 polo, 2 polos
* Relacién magnitud-fase

» Sistemas paso-todo

+ Sistemas de fase minima

» Sistemas de fase lineal generalizada
— Filtros FIR

Curso 2009/2010 Carlos Oscar Sanchez Sorzano
(EPS-San Pablo CEU)
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Probl Opp: 5.58, 5.68
Probl Pro: 4.95, 4.97, 4.105
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Tema 4 — Estructuras de filtros
digitales

Carlos Oscar Sanchez Sorzano
4° Ing. Telecomunicacion
EPS — Univ. San Pablo — CEU

Oppenheim Il (Cap. 6)
Proakis (Cap. 7)



Contenido

* Estructuras IIR
* Estructuras FIR
* Cuantizacion de coeficientes

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano
(EPS-San Pablo CEU)




¢, Por que?

* Reduccion consumo de potencia
* Reduccion del area de silicio
+ Aumento de la velocidad de calculo

Normalized Power
Dissipation

L= 64-bit_|
L= 128-bit
L= 256-11
0 2 s oy
0 8 16 24 32 Table 2. power consumption of digital FIR filter circuit
Degree of Parallelism dicital filter — q W
Figure 3. Power Consumption vs. degree of parallelism. 18114, eI power consumption(mW)
16bit coefficient 196.8
8bit coethcient 112.8
optimized bitwidth 339
gl:s .
é.
b Table 3. circuit area of digital FIR filter circuit
digital filter circuit area(j1m=>)
16bit coefficient 555501
8bit coefficient 264194
optimized bitwidth 181710

Fig. 3. Speedup vs. Filter Order p for different number of

data paths N.

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano
(EPS-San Pablo CEU)

Leer Muhammad1999, Chandrakasan, Tarumi2003 y Robelly2004



Representacion de filtros EDCC en
diagrama de bloques

Ejemplo: y[n] =ay[n-1]+a,y[n-2]+b,x[n]
H(z) =
1 fa,z"' -,z
b yn
dr] by i Il
-1
z
a
yln-1]
=
a,
- yn-2]
Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 4

(EPS-San Pablo CEU)

Bibliografia: Oppenheim 6.1, Proakis 7.1

Representacion de filtros definidos por ED de coefs. constantes en diagrama de
bloques

Problemas Opp: 6.1*, 6.2*%, 6.3, 6.4, 6.5*, 6.8, 6.9, 6.12, 6.21, 6.24, 6.31, 6.32*
Problemas Pro: 7.3, 7.4, 7.6, 7.7, 7.10, 7.19



Forma directa |

Mnl-X k=Y bain -]

Curso 2012/2013

Carlos Oscar Sanchez Sorzano
(EPS-San Pablo CEU)

dn] by~ ]~ yln]
ot mp g V(z)=B(z)X(z)
l ] V@)= V()
. Az
xn—1] 1
B = EB(Z)X(Z)
x[n—ZJ | P
v[n] = Zbkx[n—k]
x[n—M] y[n—N] }’[n]:;aky[”*k]JrV[”]

Bibliografia: Oppenheim 6.3y 6.5, Proakis 7.2y 7.3

Problemas Opp: 6.13




Forma intermedia | y |l

Mnl-X k=Y bain -]

H(Z) — k=0 -

Y(z)=B(z)W(z2)
1
A(z)

= B(z) X(2)

wln|= iakw[n—k] +x[n]
k=1

y[n] = Zb,(w[n—k]

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 6
(EPS-San Pablo CEU)

Bibliografia: Oppenheim 6.3y 6.5, Proakis 7.2y 7.3



Forma directa Il o forma candnica

Mnl-X k=Y bain -]

x{r] I
W(z)= TZ)X( )
Y(z)=B(z)W(z)
1
= B(z) 4G) X(2)
|
s + bt wln]= ;akw[n —k]+x[n]

ay T by y[n] = ib,‘ wln—k]

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano _ 7

(EPS-San Pablo CEU)

Bibliografia: Oppenheim 6.3y 6.5, Proakis 7.2y 7.3

Problemas Opp: 6.7, 6.14*, 6.15, 6.25



Representacion con grafos

Ejemplo:

B s Al sl wll wla) )

Z
g
4
Ws ["]
wi[n]=by{n]+ wy[n] W(2)=b X (2)+Wy(2) | Y(2)=W,(2)=W,(2) =
waln]=wln] W,(2) = W,(2) = b, X (2)+Wy(2) =
wn|=aw,nl+awilnl | w,(z)=aW,(2)+aW.(2) = b X (2)+aW,(2) +aW,(z) =
W.»s%”% =wy[n—1] W,(z)=z"'W,(z) =h,X(z)+az"'Y(z)+a,z7Y(2)
WS n :H’4[”—]] W(Z):Z_IW (Z)
Tol— 1 : 4 ¥ b,
]l V2= H,(2) 1= ) 1mar
Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 8

(EPS-San Pablo CEU)

Bibliografia: Oppenheim 6.2, Proakis 7.2y 7.3

Un nodo representa un sumador o una ramificacion.



I/ Allocate memory
double w_n[5];
doublew_n_1[5];
double a[2], b[1];

/I Initialize filter
get_filter(a,b);

// Initial conditions

w,[n] = byx[n]+ wy[n]
w, [n] = w,[n]
[ ] a m[n +a,w [n]
w,[n] =1
12 [n] = w4[n - l]
J”["’] =w,[n]

j

for (int i=0; i<5; i++) w_n[i]=w_n_1[i]=0.0;

)

<

Implementacion C++

Il Filter
while (true) {

/l Compute current output
double x=get_current_sample();
w_n[0]=b[0]*x+w_n[2];
w_n[1]=w_n[0];
w_n[2]=a[0]*w_n[3]+a[1]*w_n[4];
w_n[3]=w_n_1[1];
w_n[4]=w_n_1[3];

double y=w_n[2];
put_current_sample(y);

// Prepare for next iteration
w_n_1[11=w_n[1];
w_n_1[3]=w_n[3];

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano

(EPS-San Pablo CEU)

Bibliografia: Oppenheim 6.2, Proakis 7.2y 7.3




Representacion con grafos
Ejemplo:
—1 a
] | ]
==
(%
-1 -1
H(z)= _CH—Z - —+ z - hn]=—a""uln]+a" 'u[n—1]
—az l—az |—az
Forma directa | Forma directa Il
I yln] Aln] _, ]
AN Z,|/' )'\a z1 )'\a 77}
Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 10
(EPS-San Pablo CEU)

Bibliografia: Oppenheim 6.2, Proakis 7.2y 7.3

La forma no directa (la del grafo de arriba) tiene una multiplicacibn menos. Esto
tiene una implicacion a la hora de cuantizar los coeficientes. Ejercicio: comprobar
gue efectivamente sale esta H(z)



Curso 2012/2013

Estructuras |IR

(Forma directa I)
(Forma directa Il)
Forma de cascada
Forma paralela

Carlos Oscar Sanchez Sorzano
(EPS-San Pablo CEU)

1

11



Estructuras IIR: Cascada

M,

1_[(1;2‘2 )H(l z 2" )(1- Z,'.Z b N,

b,, +sz +b2k2

H(z)=4% H
l_[(l—pkz )H(l Pz )1-pgz™)

1
1 o —dy2 —dayZ

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 12
(EPS-San Pablo CEU)

Bibliografia: Oppenhim 6.3, Proakis 7.3

Salen sistemas de orden 2 si agrupo los polos. H(z) no se corresponde con el
diagrama porque he obviado los aOk. Todos los 1/a0k tendria que agruparlos en
un K final. Los aij tendrian que modificarse convenientemente.

Problemas Opp: 6.22*



Estructuras |IR: Paralela

ml-pz” SEA-pz )= piz
|

M, M, M, R M, i, 3
H(z):zaszk_f_z A +Z B(1-zz") = :chsz_'_z by, +b,.z
k=0 =0

-
k=0 Qop — A2

)
—lyZ

S
by,
¢ ay | by,
by,

xn] ]
—DC}—V‘? — >
ZE;
a
& 12 12,0
z;
a
22 22
Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano

(EPS-San Pablo CEU)

Z

13

Bibliografia: Oppenhim 6.3, Proakis 7.3

Problemas Pro: 7.8, 7.9, 7.13*, 7.14*, 7.55, 7.57

13



Ejemplo:

-1 -2
H(z)= 1+2z7 +z

e T
1 e 62

25 -24+21z"

0 -1 _—I L_l
12 =745 g

H(z)=

'y xln]

He B, 18

o T

Curso 2012/2013

=32 (-4 1—2

-1
5 Z

Carlos Oscar Sanchez Sorzano
(EPS-San Pablo CEU)

14

Bibliografia: Oppenhim 6.3, Proakis 7.3
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fe Formas transpuestas
x[n] by, by, bys y[n]
7 g t " Los polos se
=] -1 -1
ja” Izbll ] 5 zblv a, sz,,, implementan
© Y N g 5% antes que los
B lz' ceros.
s | By a b,;
C—=3—=2 G —=90
yln] by, xn]
) ) ‘_l ' ik Los ceros se
z implementan
i1, by 3 =) antes que los
polos.
Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 15
(EPS-San Pablo CEU)

Bibliografia: Oppenhim 6.4, Proakis 7.3
Ejercicio: Comprobar que representan el mismo sistema

Problemas Opp: 6.10, 6.11*, 6.16, 6.17, 6.18*, 6.19, 6.20, 6.23*, 6.26, 6.35*, 6.36
Problemas Pro: 7.5, 7.12

15



Formas transpuestas

[7()2 b()} 'x[n]
—C—0 ——
5] z!
by, ; by .
il gl
by, . bzz :
b()l y[n]

-1
by, Zcm Se redibuja el
- grafo de la forma

! estandar con la
=¥ entrada a la
izquierda.

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano
(EPS-San Pablo CEU)

16

Bibliografia: Oppenhim 6.4, Proakis 7.3
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Estructuras FIR

Forma directa
Forma de cascada

Estructuras para sistemas FIR de fase
lineal

Estructura en celosia

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 17
(EPS-San Pablo CEU)

La forma directa | y 1l son la misma en este caso

17



Estructuras FIR: Forma directa

NI N —

k=0

{b,, n=01,.,M

0 resto

x[n] z1b ozt g z"
@h[l] h[2] Dh[M]
> y[n]

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 18
(EPS-San Pablo CEU)

Bibliografia: Oppenheim 6.5, Proakis 7.2

18



Estructuras FIR: Cascada

M, M, N,
H(z)=A[ [0-zz ] [A-zz")YA-zz™") =] [bo +buz™ +by 27
k=0 k=0 k=1

x[”] by, by, by, y[”]

™
&L
™
S L
[~
(5 e
N
o> L
I
J

b b
22 23
Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 19

(EPS-San Pablo CEU)

Bibliografia: Oppenheim 6.5, Proakis 7.2

Salen sistemas de orden 2 si agrupo los polos

19



Estructuras FIR: Fase lineal

}

Tipo |

WM —n]=Hhn] n=0L...M M=2m

y[n]= Zh klx[n—k]=

= /Z Ak )x[n — k] + W2 ]x[n— 2]+ ih[k]x[n—k]

k=M [2+1
M/2-1
(k'=M —k) Z [klx[n—k]+ [ )x[n— 2]+ D> HM —k]x[n—M +k]
k=0 k=0
M2
(WM —n] =h[n]) = [k](x[n I+ x[n— M + k1) + h[4]x[n— 4]
k=0
Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 20

(EPS-San Pablo CEU)

Bibliografia: Oppenheim 6.5, Proakis 7.2

20



Estructuras FIR: Fase lineal

Tipo |
M12-1

ylnl= > Hk)(xn—k]+x{n— M +k])+ H[4]x{n— 4]

k=0

-1
z

]
Yy ya

o

\
[ H2]

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano
(EPS-San Pablo CEU)

Bibliografia: Oppenheim 6.5, Proakis 7.2



Estructuras FIR: Fase lineal

Tipo IV
WM —nl=-Hn] n=0L..M M=2m+1

% cw\/ | |
An]= Zh[k —k]-x{n—M +k]) S

x[n] z' ozt !

070707/

] |

A

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano
(EPS-San Pablo CEU)

|
T
L

22

Bibliografia: Oppenheim 6.5, Proakis 7.2

Ejercicio: Comprobar este resultado

Problemas Opp: 6.6*, 6.29, 6.30, 6.37, 6.38
Problemas Pro: 7.1

22



M1 [A[2] E i

Filtro en celosia de primer orden y[n]= x[n]+a,x[n—1]

Estructuras FIR: Filtro en celosia

K =qa
foln)=x[n] fnl= folnl+ Kg[n=1]= x{n]+ Kx[n-1]
x[n] X,
z”! L
go[n]=xln] g[nl=K fyln]+gn-1]
Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 23

(EPS-San Pablo CEU)

Bibliografia: Proakis 7.2

23



Estructuras FIR: Filtro en celosia

Filtro en celosia de segundo orden

R B
”
— y[n]
yn] = x[n]+ax[n—1]+a,x[n—2] X g
filn] = x{n]+ K, (14 K, )x{n—1]+ Koxfn—2] = 115

Joln] faln]

gln] &ln] g,[n]

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano
(EPS-San Pablo CEU)

24

Bibliografia: Proakis 7.2

24



Estructuras FIR: Filtro en celosia

Filtro en celosia de orden M

=

y[n]=x[n]+ iakx[n —k]

= — y[n]

m=0
Joln]= g,[n]=x[n]
m=12,.,M
Sulnl=foaln+ K8, ,[n=11 | F,(z)=4,(2)X(2)
g,[mM=K,f,.[nl+g, [n—1] G,(2)=B,(2)X(z)

m

B (z)=z"A4 (z7")

m m

ynl= f,[n]
Calculo de los coeficientes de la celosia
A(2)-K B (z
A,(5)=H() K,=a, 4, () = 22D KB 2)
1-K,
Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano

(EPS-San Pablo CEU)

25

Bibliografia: Proakis 7.2

25



Estructuras FIR: Filtro en celosia

Ejemplo:

AJ(Z):H(Z)=]+%['+%Z*3+%Z—3 i

B(2)=z"4(z") =27 + @z +3z7 +1
z)—K.B, ; =
ADLEE) gty K, =
B(z)=z"A,(z")=z"+3z"+1
AZ(Z)_KQBE(Z) —
1-K;

Az(z) =

2 |—

4(z)=

1+ z > K, =

N

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano

26
(EPS-San Pablo CEU)

Bibliografia: Proakis 7.2

Problemas Opp: 6.34
Problemas Pro: 7.2*, 7.11, 7.15, 7.16, 7.17*, 7.18, 7.21, 7.22, 7.23, 7.32, 7.56*




Contenido

* Estructuras IIR
* Estructuras FIR
* Cuantizacion de coeficientes

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano
(EPS-San Pablo CEU)
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Representacion binaria

Complemento a 2

xX= Xm[—bO +ib,2’)
i=1

X e [_Xm7Xm]
B 5

£ - Representacion
PAPBOARE T X" X"’[ﬁ g +§b'2 ] con BA1 bits,

A=X,27"

xe|l-X . X —-A|NnAZ

X0 X, =4 Redondeo ec(-4,4]

e=xX—x ,

Ejemplo: B=7 ) Truncamiento ee€ (f A,O]
Xm = 128 T _128’—127""’—150513“'5127

A=128-2"7 =]

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 28

(EPS-San Pablo CEU)

Bibliografia: Oppenheim 6.6, Proakis 7.5

Una de las motivaciones de buscar distintas estructuras es por su
comportamiento frente al ruido de cuantizacion

Problemas Opp: 6.40, 6.41

28



Representacion binaria

Overflow

A veces NO es deseable.

Ejemplo: 4 0100
+ 4 + 0100 Hay maquinas en las que se
hace clipping y 4+4=7
8 1000  Overflow (-8)
e=x—-x=(-8)-8=-16 e=%x—x=7-8=-1

Aungque, a veces Si es util.

Ejemplo: 4 0100
4 0100 1000 Overflow (-8) 1000
+ -1 + 1111 + 1111 + 1111
7 10111
Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 29

(EPS-San Pablo CEU)

Bibliografia: Oppenheim 6.6, Proakis 7.5

Si se suman varios numeros en C2, cuya suma total no produce overflow,
entonces da igual que las sumas intermedias si produzcan overflow.

Problemas Pro: 7.41
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DSPs en el mercado

- i Data Instr. B On-chip ;
Familia Cuantizacion : : Clk mark Voltage Precio
width width memory
2000

TMS320C24%/ P : :
TMS320F24x Fixed point 16 bits 16/32 bits 40 MHz n/a 13 K69 K 33 $2-8
TMS320C28x/ ; ; ; ;
TMS320F28x Fixed point 32 bits 16/32 bits 150 MHz nla 40 K-294 K 1.8,19 $5-15
TMS320C54x Fixed point 16 bits 16 bits 160 MHz 500 24 K—1280 K 15,16,1.8,25 $4-107
TMS320C55x Fixed point 16 bits 8-48bits | 300 MHz 1460 80 K376 K 1.2-1.6,1.26, 1.6 $5-19
TMS320C62x Fixed point 16 bits 32 bits 300 MHz 1920 72 K-896 K 1.5,1.8 $9-102
TMS320C64x Fixed point 8/16 bits 32 bits 1GHz 9130 160 K-1056 K 11,1.2,1.4 $18-219
TMS320C67x Floating point 32 bits 32 bits 300 MHz 1470 72 K-264 K 1.2,1.26,1.4,1.8,1.9 | $14-105

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 30

(EPS-San Pablo CEU)
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Efecto de la cuantizacion

Ejemplo:

- y[n]=x[n]+ay[n—1]
IZI ]
a H(z)= 5
l-az
x[n] yln]

t & ) = 0, (x{n]+ 0 (0, (@)y[n—-1]))
z! Wy 1
QB Qb’(a) H (ﬂ*W

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 31
(EPS-San Pablo CEU)

Bibliografia: Oppenheim 6.7, Proakis 7.6 y 7.7

Es un sistema no lineal. No tiene sentido hablar de funcién de transferencia
como en sistemas LTI



Efecto de la cuantizacion
X, =3
m 4 ya T T < T I \ 1 I
B=2 i / \ .“;’ \‘l f’ = gmmda
= "‘.‘ I‘“ “." \ ‘H l ‘,"‘ \‘ — n:f,:::: gi:::‘:eﬁmen\es?hﬂs
a=0.5346751211 | | ‘ ‘l" / \\ R““"es‘“l,b“s T
| | \
o7 X: i | f‘"- \ II ,"4 \
2 A I\ [
1 LI/\ \ f‘[‘/\‘ “. /
| VAN i A |
| \\J \
Ak ‘ l\lr ‘f/'( \;I\I }/)
/ I - - :
| \WJ \V. |
2 , | | \“\,/(\ \i\\/ le \ J
L \ ) k |/ I\ { \‘ .J
3l L J.‘ & {l \ | \ j N
-/ \ / \ / \/ \ /
40 1éﬂ ~ 260 SII]U > -1100 :"tJlD BéU ?';U . 830 950 = 1000 D
=—
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Bibliografia: Oppenheim 6.7, Proakis 7.6 y 7.7

El que pone “con coeficientes 2 bits” es que los coeficientes estan a 2 bits, pero
todo lo demas a 32. En todo esto estoy usando redondeo y no saturacion. El
sistema con cuantizacion es no lineal. No tiene sentido de hablar de funcién de

transferencia en el sentido de algo LTI. Ejercicio: repetir esta grafica

32



" LI 4
Efecto de la cuantizacion
25 T T T T T T T 1 T
" =3 5 i . | E:L';S:s:a e
B="7 A {1\ Respuesaobits ||
15 .
15 J 4
2k L :‘\", \ / :‘\./: \.1 i
2 50 180 2&0 3';(! J[‘)U 5&0 E&U TCIII) Héﬂ Qéﬂ 1000 |:
=—
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Bibliografia: Oppenheim 6.7, Proakis 7.6 y 7.7

8 bits es suficiente?. Ejercicio: Repetir esta grafica
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] [ 4
Efecto de la cuantizacion
X =2 2 ' T ' ' T —
— Respuesta 32::1
B=7 2 /‘\ |\ j.,m [|\ — Rmiiiats wls osficientes 8 bits ||
1+
) / \\ \ /
\ l\ \
Atk
\ |;" iH W/ \
r \/ V V) v Vo
< 50 150 ZIIJO 3(‘]0 Aéﬂ 560 Gsn 750 BSU 950 1000 é
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Bibliografia: Oppenheim 6.7, Proakis 7.6 y 7.7

Al recortar un poquito Xm ya la sefial se sale de rango y en estos intervalos
puede ser cualquier cosa. Pero siempre dentro de un margen. Ejercicio: repetir
esta grafica



" [ B 4
Efecto de la cuantizacion
Filtro de Butterworth orden 5
15 T :
Ko=)
B N
05
0
05k
ak
! E\IJ 100 200 300 400 500 S(I]D 700 800 900 1000 | ‘
——
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Bibliografia: Oppenheim 6.7, Proakis 7.6 y 7.7

8 bits no es la panacea. Depende del orden del sistema. Ejercicio: repetir esta
grafica
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Efecto de la cuantizacion

Filtro de Butterworth orden 5

T T
— Entrada

X _— 3 —— Respuesta 32 bits
o —— Respuesta con 16 bits redondeo

Respuesta con 16 bits truncado
B=135 T/ /\

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 36
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Bibliografia: Oppenheim 6.7, Proakis 7.6 y 7.7

Con 16 bits, parece que este sistema va bien. ¢Da igual redondeo que truncado?
Ejercicio: repetir esta grafica
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" [ B 4
Efecto de la cuantizacion
Filtro de Butterworth orden
x,=3 |
B=8
. L
00 200 300 00 500 600 700 800 900 000 %
Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 37
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Bibliografia: Oppenheim 6.7, Proakis 7.6 y 7.7

Truncar o redondear da igual dependiendo del numero de bits. Ejercicio: repetir
esta gréfica



Efecto de la cuantizacion

Filtro de Butterworth orden

10 T T T T T
t
X = 275 — e;:uEsla its
m AN | spuesta
e
B=16

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 38
(EPS-San Pablo CEU)

Bibliografia: Oppenheim 6.7, Proakis 7.6 y 7.7

Esto pasa porque 2.75 es menor que 2.81 que es el valor de uno de los
coeficientes del filtro.

b =0.0033 0.0164 0.0328 0.0328 0.0164 0.0033
a=1.0000 -2.4744 2.8110 -1.7038 0.5444 -0.0723

38



[b,a]=butter(7,[0.2 0.3]);

Efecto de la cuantizacion

—— Respuesta 32 bits
—— Respuesta 24 bits

Xm=600;
B=23;
100 T : 0 "
—— Respuesta 32 bits 8
—— Respuesta 24 bits T -
] Ll \
o _-of
3 H
z Y oa5p
,20 F
400t
500 1 il 1 1 L L 25 1
0 05 1 15 2 25 3 35 0 05
Frecuencia
Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano

(EPS-San Pablo CEU)

L L L
15 2 25 3 35
Frecuencia

39

Bibliografia: Oppenheim 6.7, Proakis 7.6 y 7.7

Forma directa Il
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Amplitud (dB)

Efecto de la cuantizacion

[b,a]=butter(7,[0.2 0.3]);

Xm=600;
B=23;
100 T T T 5
—— Respuesta 32 bits —— Respuesta 32 bits
— R Cascada 24 bits —— Respuesta Cascada 24 bits
0 d
0 % L
/ - "‘\
5
100 / T
/ T \
/ . g 10 \
200 f \\ E e \
\\ 8 15 \_\
\
-300 - \
\ 20 N
500 A L L L ! L 30 L L L L 1 .
0 05 1 15 2 25 3 35 0 0.5 1 1.5 2 25 3 35
Frecuencia Frecuencia
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(EPS-San Pablo CEU)

Bibliografia: Oppenheim 6.7, Proakis 7.6 y 7.7
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Polos de un sistema de segundo
orden cuantizado

1 1
C(A=re”zYA-re 7?27y 1-2rcos@ +r7z72

H(z)

y[n] o]

-

/ST

)

S]]

0 " s L al s s P T
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Parte real

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 41
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Bibliografia: Oppenheim 6.7, Proakis 7.6 y 7.7
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Polos de un sistema de segundo
orden cuantizado

o
&

Parte imaginaria

Parte real

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano
(EPS-San Pablo CEU)
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Bibliografia: Oppenheim 6.7, Proakis 7.6 y 7.7
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Respuesta en frecuencia de un sistema
de segundo orden cuantizado

Analisis de sensibilidad
e = ! - :

‘l —2rcosbe + rie ol (1 —2rcosfcos®+r’ cos 2a))2 + (Zr cos@sin @ — r* sin 2.:'))2
|H (e’ |H( { il +A\H(eﬂ”)

.................... . -

8H( ’”) ) S|H (')

A|H(e’“)| a—er‘ ‘,mb.f?.‘Ar+‘T .Y
................... “Seasibiidar® 43'(‘:.;=U) Senswbllldad-a. (0=372) Senswbllldai.i ar(a=n)
.
Curso 2012/2013 ’ Carlos Oscar Sanchez Sorzano 43
(EPS-San Pablo CEU)

Bibliografia: Oppenheim 6.7, Proakis 7.6 y 7.7

Ejercicio: Repetir estas graficas



Polos de un sistema de segundo
orden cuantizado

09:, S o
08} \

07F

0.6%

Parte imaginaria
=

04r ! A E

] 03} \

02 1 \—

0.1 : s - - \

o> L L L L T N— L L

01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Parte real

-1
S

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 44
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Bibliografia: Oppenheim 6.7, Proakis 7.6 y 7.7

El coste de esta distribucion uniforme es realizar mas multiplicaciones. Ejercicio:
Comprobar que este grafo representa un sistema de segundo orden standard
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Polos de un sistema de segundo
orden cuantizado

01 02 03 04 05 06 07 it 05 1
Parte real

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano
(EPS-San Pablo CEU)
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Bibliografia: Oppenheim 6.7, Proakis 7.6 y 7.7

Conclusion: se debe evitar la forma directa para filtros IR
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Cuantizacioén en filtros FIR

H(z)= iﬁ[n]z" = é(h[n] +e[n))z" = H(z)+ AH(z)
Sistema en
paralelo

La posicion de los ceros es mas sensible cuanto mas agrupados
estén en el plano Z.

Sin embargo, para la mayor parte de los sistemas, los ceros se
encuentran distribuidos a lo largo del circulo unidad.

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano
(EPS-San Pablo CEU)
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Bibliografia: Oppenheim 6.7, Proakis 7.6 y 7.7
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\H(ef“’)

Cuantizacioén en filtros FIR

0.99 < \H(ef“’)| <101 0<w<04r
<0.001 06rxr<wsnw

102

1015

101

7\

o 1005F
3 /
g2 1+ f
vosst f

0.99

0985 -

0950
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L
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c
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(EPS-San Pablo CEU)

Bibliografia: Oppenheim 6.7, Proakis 7.6 y 7.7
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Cuantizacioén en filtros FIR

(EPS-San Pablo CEU)

15 r 15 T
: o 3 o
1 i 1
E ol e . o
3 : s
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Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 48

Bibliografia: Oppenheim 6.7, Proakis 7.6 y 7.7

Problemas Opp: 6.44*
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Cuantizacion y fase lineal

Tipo |
AM-nl 0<n<M
hln]= M =2m
0 resto
Tipo IV
—hM—-n] 0<n<M
h[n]= M =2m+1
0 resto

La linealidad de la fase se mantiene.

Tipo |
; WM-n] 0<n<M
h[n]= M =2m
resto
Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano

(EPS-San Pablo CEU)

Bibliografia: Oppenheim 6.7, Proakis 7.6 y 7.7

Problemas Opp: 6.33*



Analisis de los efectos de
cuantizacion
» Los sistemas cuantizados se comportan
como sistemas NO lineales

« Su analisis es muy complejo y se suele
reducir a una simulacién del proceso

« Sin embargo, una aproximacion lineal
suele ser suficiente, al menos, para
seleccionar la longitud de palabra.

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 50
(EPS-San Pablo CEU)

Bibliografia: Oppenheim 6.7, Proakis 7.6 y 7.7
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Analisis de los efectos de
cuantizacion

%m &[]

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 51
(EPS-San Pablo CEU)

Bibliografia: Oppenheim 6.8, Proakis 7.6 y 7.7
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1.

Analisis de los efectos de
cuantizacion

Hipotesis del modelo:
Las fuentes de ruido son procesos aleatorios estacionarios en sentido

amplio y de espectro uniforme (ruido blanco).
b.[n]= 0o S[n]+m;

Cada fuente de ruido tiene una distribucion uniforme.
Redondeo Truncamiento

—127% <¢[n]<127F -2%<¢n]<0
me:() me:—%zz_ZB
- 2—23 5 2— B

e 12 e 12
Cada fuente de ruido esta incorrelada con la entrada al cuantizador
correspondiente, todas las demas fuentes de ruido y la entrada del
sistema.
No puede ser cierta, por ejemplo, cuantizacion de una sefial constante.

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano

(EPS-San Pablo CEU)

52

Bibliografia: Oppenheim 6.8, Proakis 7.6 y 7.7
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Analisis de los efectos de
cuantizacion

—

e,[n]=e[n]+e,[n]

¢,[n]= e [n]+e[n]+e,[n]

(EPS-San Pablo CEU)

2B
m, =2m, ¢! =0)+0;=2
a a 12 g
_ 2 _ 2 2 2 _
m, =3m, o, =0,+0, +0, =3 T
Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 53

Bibliografia: Oppenheim 6.8, Proakis 7.6 y 7.7
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Analisis de los efectos de
cuantizacion

e ["] eh[”]
o ST - e s BB
=Y(2)+(H(2)E,(2)+ E,(2))
= Y(Z) + E),(Z)
m. =m ih[n] +m, = me(,H(ejo) +m,

ey €q
H=—00

redondeo

m, = 0

D,, (e’”) = gjd H(e’™)

2 2
+Ge,,

(EPS-San Pablo CEU)

1 % , 1 % 2 1 7% 2

2 @ 2 @ 2 2 @

o, =— |®,, (e")Vdw=0c, — ||H("") do+o, =c.| 2— ||H(e’")| dw+3

zﬁ_jﬁ e, (€ (,zﬁ_j”\ () ,, { ZE_U () J
:of(NE |h[n]2+(M+1)]

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 54

Bibliografia: Oppenheim 6.8, Proakis 7.6 y 7.7

El ruido generado por la implementacion de los polos es filtrado por el sistema.
El ruido generado por la implementacion de los ceros no se filtra. No se puede

decidir cuél es mejor que otro hasta que no se vean cuales son los valores

especificos de los coeficientes. Hay el mismo nimero de polos que de ceros
(N=M) pero mientras hay N coeficientes distintos para los polos, hay M+1 (+1 por

el b0) coeficientes distintos para los ceros.

Problemas Opp: 6.42, 6.43
Problemas Pro: 7.42, 7.45, 7.46, 7.47, 7.48, 7.49, 7.51, 7.52, 7.53, 7.54
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Escalado para evitar el overflow

Sea /i [n] larespuesta al impulso del nodo w,[#] a la entrada x[#]

w,lnl= 3 [mlxin—m]

m=—x

Entonces,
el =| Y lmldn=m) < |h [l =) < xS [l
X <% & |wln] <1

Zlhk [m]|

m=—0

Si hay alguin nodo para el que esta condicién no se cumple, se escala la

entrada de tal forma que 1
8K < -
mfx{ Z‘hl\ [m]}
m=—
Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 55

(EPS-San Pablo CEU)

Bibliografia: Oppenheim 6.8, Proakis 7.6 y 7.7

El problema de este escalado es que es muy restrictivo para la mayoria de la
sefales.



Escalado para evitar overflow

Si la senal de entrada es de banda estrecha, entonces
x[n] = x,,, cosayn

w1 ol 2,

‘wk[n]| < |Hk (™)

xlmx

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano
(EPS-San Pablo CEU)
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Bibliografia: Oppenheim 6.8, Proakis 7.6 y 7.7
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Escalado para evitar overflow

2711
o=

el

3
] 1 1 l—|a|

anlw < o0 » §< @ = l - [

Z ‘bam“[m]‘ xlm\ Z |b”a’“ ‘ xl]}l?\’ b xm“ ’

m=—w m=0 1 - |a|

2 2.2 1— 2

SNR =20 =2 =[ [ } SNR —» x,,.Jal /b T= SNR, L

G;‘ 017 xrmx

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 57

(EPS-San Pablo CEU)

Bibliografia: Oppenheim 6.8, Proakis 7.6 y 7.7

El ruido viene de cuantizar el producto por a antes de sumar y cuantizar el
producto de b. Si xmax o b aumentan entonces la SNR disminuye porque el error
de cuantizacién es mayor (eso esta claro). Lo curioso es que si a aumenta (el
polo se acerca al circulo unidad) la SNR disminuye.

Problemas Opp: 6.45
Problemas Pro: 7.44



Analisis de una estructura en
cascada IR

Ejemplo: ; AL,
Filtro eliptico paso bajo con . g k =0.0481
frecuencia de corte 0.51, 1dB de : ‘ ‘
rizado en la banda de paso y 50
dB de atenuacion en la banda de i
rechazo. =

x[n] kb 2 E y[”]

Dado que k es muy pequerfio el resto de los sistemas
de la cascada deben tener una ganancia muy alta

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 58

(EPS-San Pablo CEU)

Bibliografia: Oppenheim 6.8, Proakis 7.6 y 7.7
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Analisis de una estructura en

cascada IR

40 T T
— H1
x100 — H2
.................... Qﬂ'""'"""""""'"""/",:"""""' — H3
/ kH1H2H3
——
0,
g 20
3
g o}
<
60}
-80 |
l
-100 1 1 1 1 1 1
0 0.5 1 15 2 25 3 35
Frecuencia
Curso 2012/2013

Carlos Oscar Sanchez Sorzano
(EPS-San Pablo CEU)
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Bibliografia: Oppenheim 6.8, Proakis 7.6 y 7.7

Esto significa que el ruido que se genere en H1 y H2 se vera amplificado por 100

en H3

59



Analisis de una estructura en
cascada IR

2B
% 2
i 12
2 2
o, =30,
SR L. LA,
aa’; - O‘U 7 O-‘c(‘ - UL
p % 2
g, =0 =40,
2 2
g, = 20,

a 1 T
do+— jcri
T

H,(&/")H, (€™ ) H (")
- ’ 27

L_H,(e")H, (") dw

A (e

V4
2 1 2
GL‘ L UL’
¥ 2 T i 1

17 , 2
+— [ ol |H (") H (") dw
27r -

l H}(e‘m)

,ﬂil(c"’))

1 T
zda)+—fcrf
2

2
L do+o.

A3 (e’”)

H, (')

€

+2lz]iai 2da)+2lﬂ_f[{crz

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 60
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Bibliografia: Oppenheim 6.8, Proakis 7.6 y 7.7
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Analisis de una estructura en
cascada IR

-20

B=16 ) — =g

Real Pan

Amplitud (dB)

40

45

) 05 1 15 2 25 3 35
Frecuencia
Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano

(EPS-San Pablo CEU)

H H,, H
e » L3 H\‘n i
La agrupacién de los polos es importante ] Py
A g 1
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Bibliografia: Oppenheim 6.8, Proakis 7.6 y 7.7
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Analisis de una estructura en
cascada IR

Y el orden de los filtros también

o il T p I
])H " (eﬁ ) ) A
B=16
g
E‘
<
50 . . . : . :
0 05 1 15 2 25 3 35
Frecuencia
Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 62

(EPS-San Pablo CEU)

Bibliografia: Oppenheim 6.8, Proakis 7.6 y 7.7
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Analisis de una estructura en
cascada |lIR

* Reglas heuristicas:

— El polo que esté mas cerca del circulo unidad
debe emparejarse con el cero que esté mas
cerca de este polo

— Aplicar la regla anterior hasta que no queden
mas polos ni ceros

— Las secciones de segundo orden se deben
ordenar por orden creciente o decreciente de
cercania al centro.

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 63
(EPS-San Pablo CEU)

Bibliografia: Oppenheim 6.8, Proakis 7.6 y 7.7
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Analisis de una estructura en
cascada IR e

o) =(2+2k})o?
o—i 5 20':
o. =(2+2k;)o.
o’ f—j (kok, Y o |H (e’ )H, (e’ )H,(e') a’w+— ja k,k )2|+MHZ(e"")H,(ef”’)’dm
+—J.c7 k: )‘ da)+— o H (e’ )’ do
l 2 jer 2 2 @
+E_j;o*( I_J: y —“ kﬁ%ﬁH(gJ)<l
kk, max‘H (e")H,(e'")| <1
kkoky, =k
Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 64

(EPS-San Pablo CEU)

Bibliografia: Oppenheim 6.8, Proakis 7.6 y 7.7

El ruido de 3 y 5 se incrementan porque hay una multiplicacién mas (k2 y K3),

pero en los términos de ruido aparece k2 y k3 por lo que si éstos son menores
gue 1 se disminuye fuertemente el error.
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P, (")
B=16

Curso 2012/2013

Amplitud (dB)

55
0

Analisis de una estructura en
cascada IR

k =0.0481 = kk,k, =0.1985-0.5042-0.4809

-10

— N
— 321k ||

L L L 1
05 1 15 2 25 3 35
Frecuencia

Carlos Oscar Sanchez Sorzano 65
(EPS-San Pablo CEU)

Bibliografia: Oppenheim 6.8, Proakis 7.6 y 7.7

Los sistemas FIR son exactamente iguales que estos.
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Coma flotante

 Los sistemas con coma fija requieren de
técnicas sofisticadas para evitar el overflow.

» Los sistemas con coma flotante proporcionan
una solucion elegante al problema y alcanzan
un buen compromiso entre error de cuantizacion
bajo y un amplio rango dinamico.

« Sin embargo, no estan absolutamente libres de
los errores de cuantizacion.

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 66
(EPS-San Pablo CEU)

Bibliografia: Oppenheim 6.8, Proakis 7.6 y 7.7
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Zero-input limit cycles in fixed-point
realizations of IIR filters

Ejemplo x[n]=1d[n]
] AR
s e Anl=0, (xn]+Q, (ain-1]))
11=0

B=3) s=-t-1..-101. 1| AI=0,00)=0,(3)=1
Xm—l} A=27=1 A21=0,(3A11)=0,(43)=1
W3]= QB(%)’D]): Qg(iz%): 5
4= 0,(5:131)=0,(44)=14
M51=0,(4141)=0,(44) =+

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 67

(EPS-San Pablo CEU)

Bibliografia: Oppenheim 6.9, Proakis 7.6 y 7.7

Si una muestra cae justo en medio entre otras dos, redondeamos hacia arriba
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Zero-input limit cycles in fixed-point
realizations of IIR filters

Ejemplo: Hnl= n=0
B=3) #=-8-1,.-10,1,.,1 | = Dﬂ+QA Mn=11)+Q4(=3yn~2])
X,=1] A=27=1 A-2]=-4=1.010

8

1=
[-1]=2=0.110

‘-c

MO1=3-11-35(-21=33-3(-3)=3
yn1=;y[]—;y&%]—%%—%%=——=‘+
A01= 0,3 H-11)+ 0, (- 312
=0,(0.100100)+ 0, (0 100100) 0.101+0.101_1.010_—;
y[1]= 0, (2 3101)+ 0, (-2 y[-1])= 0,(0.110-1.010)+ 0, (1.010-0.110) =
=-0,(0.100100)-0,(0.100100)=—0.101-0.101=1.011+1.011=0.110=2

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 68
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Bibliografia: Oppenheim 6.9, Proakis 7.6 y 7.7

Problemas Pro: 7.50




Resumen

 Estructuras IIR
— Forma directa |, directa I, cascada, paralela
— Formas transpuestas

* Estructuras FIR

— Forma directa, cascada, especifica para
sistemas de fase lineal, en celosia

* Cuantizacion de coeficientes

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 69
(EPS-San Pablo CEU)

Problemas Opp: 6.27, 6.28, 6.39
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Tema 5 — Diseno de filtros
digitales

Carlos Oscar Sanchez Sorzano
4° Ing. Telecomunicacion
EPS — Univ. San Pablo — CEU

Oppenheim Il (Cap. 7)
Proakis (Cap. 8)

Problemas Pro: 8.13, 8.14



Conte

+ 0. REPASO SENALES Y
SISTEMAS DISCRETOS.

- 1. MUESTREO DE SENALES
CONTINUAS

+ 2. TRANSFORMADA Z

+ 3. ANALISIS DE SISTEMAS
LTI EN EL DOMINIO
TRANSFORMADO

+ 4 ESTRUCTURAS DE
FILTROS DIGITALES

+ 5. DISENO DE FILTROS
DIGITALES

+ 6. PREDICCION LINEAL Y
FILTROS LINEALES
OPTIMOS

+ 7.CALCULO DE LA
TRANSFORMADA DISCRETA
DE FOURIER (FFT)

+ 8. ESTIMACION ESPECTRAL
DE POTENCIA

xto programa

Ed E=
‘,,4 o ] I

=)
==

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 2

(EPS-San Pablo CEU)




Contexto profesional

INTEGRATED CIRCUITS

DATA 8§

Iz

HEET

PCD6001
Digital telephone answering
machine chip

Product specification 2001 Apr 17

Supersedes data of 2001 5
File under Integrated Circuits, IC17

- & PHILIPS

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano
(EPS-San Pablo CEU)




Contexto profesional

transmit path .
DsP CODEC1
ot | T LIFMOUT  ine in
@ Ao |+ LFpoUT  outPUt
— UFMiNG
DRI
DOF1 |— LIFMINZ  ine interface
—UFPIN ot
om2 |- SPKRP  loudspeaker
onez |+ sPrrm  outeut
DR2 — micP microphone
._| v
oor —micn et

recetve path woTeaz

The main CODEC functions are (refer to Fig.29):
+ AMP - Pre-amplifier
« ARS - Analog Receive Sigma delta ADC

« DDF - Digital
« DNS - Digital

Decimation Filter
Noise Shaper

+ ATD - Analog Transmit DAC.

Curso 2012/2013

111  Interface to CODEC

The CODEC data buffers are used to exchange speech
data between the DSP and the CODECs (see Fig.21). The
digital decimation filter DDF writes egquidistant in time
16-bit linear PCM samples to the DSP I/O registers
CDC_DI0 to CDC_DI3 (address 01H to 04H for CODEC1
and address 09H to OCH for CODEC2) ata rate of 32 kHz.
The Digital Noise Shaper (DNS) reads equidistant in time
16-bit linear PCM samples from the DSP 1/O registers
CDC_DOO0 to CDC_DO?3 (address 0SH to 08H for
CODEC1 and address 0DH to 10H for CODEC2) at a rate
of 32 kHz. The input registers CDC_DIO to CDC_DI3 and
the output registers CDC_DOO to CDC_DOQ3 are also
called data input/output DIO registers.

Carlos Oscar Sanchez Sorzano
(EPS-San Pablo CEU)




Contenido

Filtros IIR continuos
Filtros IIR discretos
Filtros FIR discretos
Transformaciones de frecuencia

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano
(EPS-San Pablo CEU)




Disefo de filtros analdgicos

» Applet:
— http://www.waddsy.net/filter/hp Ip filter.html

— http://www.analog.com/en/amplifiers-and-
comparators/products/dt-adisim-design-sim-
tool/Filter Wizard/resources/fca.html

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano
(EPS-San Pablo CEU)




Especificaciones

Procesado de sefnales continuas

x.(1) x[n] H(”") y[lr] v (1)
e

c/D » DC —

fr fr

4, Q)| A|H ()
1+6, 1+,
1- é‘l I- 51
5 ‘I Ii S,
Q, Q. T Q' @, @, 4 ®
Banda Bandade Bandade T Banda Bandade Bandade
de paso transicion rechazo de paso ftransicion rechazo
Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 7

(EPS-San Pablo CEU)

Supondremos que las especificaciones estan siempre en el dominio discreto.

Problemas Opp: 7.7



Diseno de filtros

* Filtros lIR;

— Invarianza de la respuesta al impulso
« +: control respuesta; -: aliasing, no paso alto, no rechazo banda

— Transformacion bilineal
* Filtros FIR:

— Enventanado de la respuesta al impulso
— Enventanado de Kaiser

— Aproximaciones optimas

— Aproximaciones iterativas

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano
(EPS-San Pablo CEU)




Diseno de filtros IIR

Normalmente se transforma un filtro
continuo porque:

— La tecnologia de filtros IR continuos estaba
muy avanzada

— Los filtros IR continuos se pueden expresar
con formulas analiticas sencillas
La transformacion debe mantener la
causalidad y estabilidad del filtro continuo.

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano
(EPS-San Pablo CEU)




A hombros de gigantes

Pafnuti Chebyshev (1854) v ,
* Ruso, 1821-1894 \
* Universidad San Petersburgo

* Profesor de Aleksandr Lyapunov y Andrei Markov
+ Contribuciones a la probabilidad, la mecanica
tedrica, la teoria de la aproximacion y la teoria de
numeros

* Articulo sobre teoria de la mecanica

Willhelm Cauer (1926)

+ Aleman, 1900-1945

» Technical Univ. Berlin

« Sintesis de filtros

« Articulo sobre la sintesis de filtros

Stephen Butterworth (1930)

* Inglés, 1885-1958

* Admiralty’s Research Lab.

« Transmisiones por cables submarinos
+ Articulo sobre teoria de amplificadores

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 10
(EPS-San Pablo CEU)

“If I have seen further it is only by standing on the shoulders of Giants.” Carta de
Isaac Newton a Robert Hooke en 1676 (Robert Hooke es el de la ley de
deformacion eléstica y el del libro Micrographia).



Filtros |IR continuos

Butterworth paso-bajo
*Respuesta maximalmente plana en la banda de paso

+Las primeras 2N-1 derivadas en el origen del médulo al cuadrado de la respuesta son nulas
«El médulo de la respuesta es monotdnica

HQH () =|HGQ)[ = » H(s)H(-s)=

1 1

o S E—T
1+[_Jr } 1+[ = ]

JQ, JQ;

Polos
N =10
s ! 000 o
1+ =0 3000 —i— N 5
i, Ty
- 2000 a /
N iz+2ﬁi\' y / \ 1
- IV - 75,7 2N g o H N
5, =(-1)7 jQ,=Q % £ VAN -
£ o
! 1 fE
& -1000 <
% 4 0.5
k=0,,.2N -1
3000

]
00165 3000 2000 1000 07000 2000 3000 000 0 1000 2000 3000 4000
Parte el Frecuencia (Hz)

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano
(EPS-San Pablo CEU)

5000

1

6000
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Filtros |IR continuos

Butterworth paso-bajo

N=2,410

Amplitud

100 e
-200
300

-400

Fase

-500

-600

-700

—

0 . . i
0 1000 2000 3000
Frecuencia (Hz)

Curso 2012/2013

-800

L S 1
4000 5000 6000 0 1000

Carlos Oscar Sanchez Sorzano
(EPS-San Pablo CEU)

L N L L
2000 3000 4000 5000 6000
Frecuencia (Hz)

e

12

12



Chebyshev paso-bajo
«Tipo I: Equiripple en la banda de paso, monoténica en la banda de rechazo
«Tipo Il: Equiripple en la banda de rechazo, monoténica en la banda de paso
. . |4 =1
Tipo | Polinomios de Chebyshev V°((x))_
it V,(x) =cos(Ncos™' (x)) —> < 1=
[E7(€) = ' V,(x)=2x~1
L+ &2 [&} V(%) =22V, () —Vyy_o(3)
Polos s || <1= cos™(x) € R—> ripple
a=c' 41112 x| > 1= cos ' (x) € C—* monotonic V', = cosh
n = N =10
( Yea ) {i_r{ N= 2 4000 v 4000
| N#2 0 Ty e 2R -
b=—(a +a") 0 - , AN
2000 pr //’ 2000
S = Q (GCOS( ) = 1000 I // i = 1000
k=0,1,..,2N—1 P * 0l i O
TlEO " & 1000 I & -1000
2 ] -2000 \ . 2000
‘H(J’Q” = . ! 3000 3000
]+[€:V3 [jjg) ]} 'mum -3000 -2000 -1000 : ['] g 1000 2000 3000 4000 40_04(‘m -3000 -2000 -1000 0 1000 2000 3000 4000
Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 13
(EPS-San Pablo CEU)

El coseno de un nimero complejo (z) se puede definir como la parte real de
exp(i*z).



Chebyshev paso-bajo
«Tipo I: Equiripple en la banda de paso, monoténica en la banda de rechazo
«Tipo Il: Equiripple en la banda de rechazo, monoténica en la banda de paso
. . |4 =1
Tipo | Polinomios de Chebyshev V°((x))_
" | Vy(x) = cos(N cos™ (x)) —< ()=x
HGQf =———— Vy(x)=2x" -1
l+€jf”_f[--{’§} Vy(x)=2xVy (x) =V ,(x)
Polos 5 || <1= cos™(x) € R—> ripple
u=Lsinh™'L x| > 1= cos ' (x) € C—* monotonic V', = cosh
N=9 N =10
‘S-A = Qp Sll’]h(/l,l) Cos(zxzﬁ\‘v‘Y + %) 4000 - 4000
+/Q, cosh(g)sin(225= + £) 0 b 1 A= 22_: 20
2000 'pr / //’ 2000
k=0,1,..,2N -1 — f // ¥ 2 1000
g " { GQP@ g o O
TlQ " & 1000 & -1000
2 ] -2000 \ . 2000
‘H(JQ” = . ! 3000 3000
]+[€3V\Z[f£? ]} 'mum -3000 -2000 -1000 ['] 1000 2000 3000 4000 40_03\)“9 -3000 -2000 -1000 0 1000 2000 3000 4000
Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 14
(EPS-San Pablo CEU)

El coseno de un nimero complejo (z) se puede definir como la parte real de
exp(i*z). Los filtros de Chebyshev de orden par son inestables puesto que tienen
un polo en el eje imaginario.



Filtros |IR continuos

Chebyshev paso-bajo

N=351]
= 0=
1 i
0.9} AL S - . ok N\
03 200 X \\\\
i e
or 1 -300 Y N
o6 400 . \'\\\k;
505 & 500
H i <
04 : \ -600
03 \ 700 \\
02 HE 800 \
H \
01 i \ -900 SN
0 L s H \—-\ — T
0 1000 2000 3000 4000 son 6000 100 1000 2000 3000 200 5000 6000
Frecuencia (Hz) Frecuencia (Hz)
Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 15

(EPS-San Pablo CEU)
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Filtros |IR continuos

Eliptico paso-bajo (Cauer)
«Equiripple en la banda de paso y de rechazo

50

;
0.9 R
0.8
0.7

0.6

Fase

0.5

Amplitud

04

0.3

0.2

0.1

0 L L L i L " T L L 300 L L L L L L
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000 0 05 1 15 2 25 3 35

Frecuencia (Hz) Frecuencia (Hz)

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 16
(EPS-San Pablo CEU)

Este filtro tiene ceros en el eje de frecuencias por lo que la fase es discontinua.

Problemas Pro: 8.15%, 8.16*




Diseno de filtros continuos

Butterworth

1
l+¢

2

e, =

Curso 2012/2013

Chebyshev
2 1 2 1
H(jQ ) = H(jo)| =
G =1 HOO =
N impar N par
1
0, =

V1+62

N +J1—5§(1+52)]

log
N cosh' & { &0,

- -1 9
cosh™ o 10g[§—‘)+w”g—"}i —1)

Carlos Oscar Sanchez Sorzano 17
(EPS-San Pablo CEU)
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Disefio IIR: Invarianza de la
respuesta al impulso

R1 [+]
WA | <) out
R2 £
: 0.3
€2 ==
Al 0.2
0.1

z 0 .
_C

-0.1

0.2

-0.3 hn|=T,h (nT,)

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano
(EPS-San Pablo CEU)
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Disefio IIR: Invarianza de la
respuesta al impulso

hln]=T,h,(nT,) T, no es el periodo de muestreo del sistema.

[Tema 1] H(e’")= > H, (j(£—k3))

k=—o0

T
Si H,(jQ) esta limitada en banda [|91 < T_} ,entonces H(e™")=H, (j) 0| <7
d
Los filtros analégicos de interés estan casi limitados en banda, pero siempre hay
un cierto aliasing que se evita, no con el periodo 7, sino disefiando el filtro
continuo con especificaciones mas rigidas.

Procedimiento:

» Expresar las especificaciones del filtro discreto en el continuo (Q = %)
» Disefiar el filtro continuo H_(s)

» Expresar el filtro continuo en el espacio discreto (z)

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 19
(EPS-San Pablo CEU)

Obtener un filtro en discreta a partir de la respuesta al impulso en continua

Problemas Opp: 7.24
Problemas Pro: 8.8*



Conversién Continuo — Discreto
N Ak N
H(5)=2 Swporrdoque " (1) = X A u(0)
k=1 S =8 todos los polos son k=1 | 3 |
simples 1
V-
h =T h (nT,) = NTA sgnTy _NTA(MTJY —,H(2):NL
[n]=T,h (nT,) _; a4 € ”[""]—; a4 \e uln] “ 1— iy
Filtros continuos estables se transforman en filtros discretos estables.
Refs,} <0=[e"| <1
Los polos se mapean facilmente, pero no asi los ceros. Los ceros en el
discreto son una funcion de los polos y los coeficientes 7,4, .
Se puede tener invarianza de la entrada que se desee (escalén)
Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 20
(EPS-San Pablo CEU)

Ejercicio: implementar el paso de [b,a] continuos a un conjunto de sistemas de
segundo orden en paralelo en el discreto.

Problemas Opp: 7.9, 7.11, 7.13, 7.17, 7.19



Diseno |IR: Invarianza de la
respuesta al impulso

Ejemplo:
0.89125 < \H(ef*"
\H(e’“)

<1 || <0.27
<0.17783 03z <|o|<7 i=1=0=0

0.89125 <|H (j)| <1 Q<027 | 0.89125=|H,(j0.27)
|H,(j)|<0.17783 037 <|Q<7 |H,(j0.37)|=0.17783

I+{0.27’c’]2\ B 1
o 1 Q, 0.89125° N=58858 —> N=6
H.(Q)| =———— = =

o)’ 037 )" I 0, =0.70474
1+ 1+ = - :
Q, Q, 0.17783

sobre-especificaciones

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 21

(EPS-San Pablo CEU)
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Diseno |IR: Invarianza de la
respuesta al impulso

Ejemplo:
02z)" 1 I
27
1+ = — —* 2N (log0.27x—-1logQ_.)=1o ——1
[Qf,} 0.89125° (log gQ.) g[0.89125 j
2N
037 1 1
1+ = — — 2N(log0.37-logQ , —log( 7IJ
(QW, ] 0.17783" ( ) 0.17783°
1
037 017788 " ,
2Nlog——=log—= N =5.8858
0.2 1 _1
0.89125°
1
Q, —O.Z;T{Ij—ll ™ 2070474
’ 0.89125°
Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 22

(EPS-San Pablo CEU)
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Diseno |IR: Invarianza de la
respuesta al impulso

Ejemplo:
o[ 027 ] 1 _ = Q. -=0.7032 — Menos aliasing
_ o 0.89125° -
N=6 —» - (€., =0.70474(N =5.8858))
14| 237 1 0 07087
Q. 0.17783° :
JH ()]
0.27 037 Q
Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 23

(EPS-San Pablo CEU)
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imaginaria

Parte.

respuesta al impulso

Diseno lIR: Invarianza de la

Ejemplo:
5 N m+2rk
b 21 jx J 5 5
= J =0—— 5, =(-1)" jQ_, =0.7032¢'%¢ ¥ —— p, =¢""
Jid3
k=001
Continuo Discreto Discreto
! } ! | S
08 | 6 03
06 b g 06
¥ / 0.7032 4 ol 7
0 § or o c-]‘rm{ll E 0 o @
02 i x ; P £ 02
04 04
06 4 06
08 5 08
i o e
25 0 05 1 A 10 5 0 1 0 05
Part | Parte real | Parte real
Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 24

(EPS-San Pablo CEU)
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Diseno |IR: Invarianza de la
respuesta al impulso

Ejemplo:
B s i 0.12093 .
‘ (57 +0.36405 +0.4945)(s” +0.99455 + 0.4945)(s” +1.35855 + 0.4945)
» 0.1435+0.2486i 2 0.1435-0.2486i
s-(-0.1820+0.6792i) s-(-0.1820-0.67921i)
-1.0714 N -1.0714
5-(-0.4972+0.49721) s-(-0.4972-0.4972i)
0.9279-1.60711 N 0.9279+1.60711i
s-(-0.6792+0.18201) s-(-0.6792-0.18201)
Hiz) = 0.1435+0.24861 N 0.1435-0.24861
1-(0.6486+0.5237i)z"  1-(0.6486-0.5237i)z"
-1.0714 N -1.0714
1-(0.5346+0.2901i)z"  1-(0.5346-0.2901i)z "
0.9279-1.60711 . 0.9279+1.60711i
1-(0.4986+0.09181)z"  1-(0.4986-0.0918i)z
Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano

(EPS-San Pablo CEU)
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Diseno |IR: Invarianza de la
respuesta al impulso

Ejemplo:
s 0.2871—0.4466z "' " -2.1428+1.1454z" 2 1.8557—0.6304z "'
T 1-1.297227 40,6949z 1-1.069z7 +0.369927  1-0.9973z7 +0.25712
025 0 = 1
0.2 1 A0k AN £ = 1]
0.15 -20 A\ 1
H o N\,
; 0.05 % T - % “I \\
g ol Oﬁ? e =T ’ N
M& R ol AN |
005 1 20l \\
0 1lJ 10 20 30 40 50 60 0 05 1 15 i 25 ;
Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano

(EPS-San Pablo CEU)

La diferencia en las colas de los filtros se debe al aliasing

Problemas Opp: 7.1*, 7.2*
Problemas Pro: 8.10



Diseno lIR:Transformacion bilineal

Idea: Mapear todo el eje de frecuencias continuas en el circulo unidad.
+: No hay aliasing como en la invarianza de la respuesta al impulso
- : Hay una distorsién no lineal del filtro (sélo vale para filtros constantes a intervalos)

T, no es el periodo de muestreo del sistema.

_ =1
H(z)=H. 2(] z J 2[12‘] 1+%s
> zZ=

= il
i T,\1+z° 1-Ts

Filtros causales y estables continuos se

1+ % (C)" + ja)) o<0= ‘Z‘ <l mapean en filtros causales y estables discretos

1T . c=0=|z|=1
1-%(c+ jw) ’ |
o>0=|z>1
‘ 2(1-¢7 ' 2 ( jsin(2 2
pmpl® g g B L,, — _ 2| Jsin(3) = j = tan(2)
T ™" T\ cos(%) T, :
2
Q=—tan(%) ¢» @ = 2arctan QZT"
d
Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 27

(EPS-San Pablo CEU)

Por ejemplo, un diferenciador continuo no es constante a intervalos y su
transformacion bilineal resulta en una compresion no lineal que da lugar a un
filtro que no es un diferenciador discreto

Problemas Opp: 7.10, 7.12, 7.14, 7.18, 7.20, 7.21*, 7.22*, 7.23*, 7.25, 7.26, 7.40,
7.41

Problemas Pro: 8.11, 8.12, 8.17*, 8.18*, 8.21, 8.23

27



Diseno lIR:Transformacion bilineal

Cambio de variable

Especificaciones del filtro

Qiy

@ = 2arctan—*

N

’ R
Q .

Q= itan(%)
o

Applet: http://www.dsptutor.freeuk.com/IIRFilterDesign/IIRFiltDes102.html

@

»

Carlos Oscar Sanchez Sorzano
(EPS-San Pablo CEU)

Curso 2012/2013

28

28



Fase H(e)

Diseno lIR:Transformacion bilineal

Distorsion de fase

> Fase lineal

Ejemplo: Retardo continuo [ (s)= ™
()=

(ei(u

— o :
e’ M2 . Faseno lineal

Hle )=
ZH(e")=—Ztan(2)t, = — 2 1,(2+1(2) +..)

-3.1416 0 31416

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 29
(EPS-San Pablo CEU)
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Diseno |IR: Transformacion bilineal

Ejemplo:
0.89125 < [H(ef*“)
\H(e’“)

<1 || <0.27 |
<0.17783 03r<loj<x T,=1=Q=2tn(%)

0.89125 <|H (j)| <1 || < 2 tan(22=) | 0.89125 = |H,(j0.6498)|
|H,(j€)|<0.17783 2tan(%7) <|Q) < oo |H,(j1.0191)[=0.17783

{06498}” 1

1+ = 2 .

0 0.89125 {N=5.3O44 N=6
=

L(LorerY 0, =0.7662
Q 0.17783°

2 3

|H.(j©)

=

1
2N
Q
I+ —
[Qs]

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 30
(EPS-San Pablo CEU)

sobre-especificaciones
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L] ~ L] r L] L]
Diseno IIR: Tranformacion bilineal
Invarianza de la respuesta al impulso Transformacion bilineal
1 = - L] SR
08 08
06 ) 06
04 laf o 4
§ oz2f / : | g ozf /
= x =) &
£ 0 o @ i g 0ro i
§ o2 ’ £ 02}
04 ) “ 04 -
086 - 06 *
08 08
A1 - 1 -
g 05 0 05 1 E 05 0 05 1
Parte real Parte real
Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 31
(EPS-San Pablo CEU)

Problemas Opp: 7.3, 7.4

31



Diseno |IR: Tranformacion bilineal

Ejemplo:

0.20238
(5% +0.39965 +0.5871)(s* +1.08365 +0.5871)(s” +1.48025 + 0.5871)

H (s)=

0.1325+0.2650z™"' +0.1325z™
1-0.9044z " +0.2155z

H(z)=0.20238

0.1481+0.2691z " +0.1481z 2
1-1.0106z " +0.3583z "2

0.1859+0.3717z™" +0.1859z2
1-1.2686z" +0.7051z7*

H(z)=0.20238 0~1325€‘+Z" - 04148](]l+z")3 1 o_]gsgpﬂ-')f ﬁ
1-0.9044z7 +0.2155z7" 1-1.0106z" +0.3583z" 1-1.2686z" +0.7051z""
=0.0007378 (1+27f (1+2"f (1+2}

2

1-0.9044z7" +0.215527% 1-1.010627" +0.3583z7% 1-1.2686z"" +0.7051z*

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 32
(EPS-San Pablo CEU)
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Diseno |IR: Tranformacion bilineal

Ejemplo:

(]+zl): (l+:‘)i (l+:‘):

~0.9044z7" +0.2155z72 1-1.0106z"" +0.35832z"" 1-1.2686z"' +0.7051z

H(z)=0.0007378 I

0 0 0
azs o '\.\ Respuesta Hiz) 10N
ol ‘\ 2
N 0z 20 ~.\\ B s
g omp 9 30 A\ 4 4 \
£ : \ g A
2o ) {3 \
K 005 ‘ 50 A . \ i \
i 1] N d .
l l " 60 \\\ 1 8 - —
005 " ~1 . —
o 10 20 30 40 50 60 800 o5 i 15 5 2 3 " 05 1 15 2 25 3 3
Frecuencia Frecuencia
Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 33
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La diferencia en las colas de los filtros se debe a la transformacion bilineal. Las
especificaciones se exceden por disefio por el lado de la banda de paso. Pero se
exceden con mucho en la banda de rechazo debido a la compresion. La
influencia sobre la fase en este caso no es tan importante pero se sigue
comprobando que la influencia crece conforme aumenta la frecuencia, es decir, a
baja frecuencia la fase del sistema discreto es una buena aproximacion de la
fase del sistema continuo.
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Diseno de filtros

* Filtros lIR;

— Invarianza de la respuesta al impulso
« +: control respuesta; -: aliasing, no paso alto, no rechazo banda

— Transformacion bilineal
* Filtros FIR:

— Enventanado de la respuesta al impulso
— Enventanado de Kaiser

— Aproximaciones optimas

— Aproximaciones iterativas

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano
(EPS-San Pablo CEU)
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Diseno FIR: Enventanado de la
respuesta al impulso

TF! truncamiento

h,[n] « » A[n]=h,[n]w]n]
ITF

H(e™) =iHr,(ej“')®W(e"(”)
2

1 . )
. =— | H (YW (e’ )d6é
Eiemplo: w{n]=u[n]—u[n—(M +1)] {i) a (€ ( )
[N .
. \ |
£ ‘ g, |
SN VI PO T e A O A
| SEVE AV B Y% VW2 R N O | N W
Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 35

(EPS-San Pablo CEU)

La Hd es la H deseada
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Diseno FIR: Enventanado de la
respuesta al impulso

Obijetivos:
» Soporte pequefo de la ventana para realizar pocos calculos
+ Distorsién minima de la respuesta en frecuencia

M=10

8

sin (M +1)2)[{

sin (2) ‘

Pico Iébulo secundario
(Peak sidelobe)

i oy

-3 -2 A [ | 2 3

2z 2z
M+ M +1
>
Anchura lébulo principal

(mainlobe width)

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano
(EPS-San Pablo CEU)
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Diseno FIR: Enventanado de la
respuesta al impulso

Ventana rectangular (Dirichlet)

Ventana triangular (Bartlett)

Ventana Hanning

I 0<n<M
Mn]—{o

resto

2 M
vn OSHST
wn]=492-2n L <n<M

0 resto

1—lcos(zin) 0<n<M
wn]=<" ° (7 3rm)
0 resto

0.54-046cos(r=n) 0<n<M

Ventana Hamming win] =
0 resto
-6z (- P -51) osfo-f<x
Ventana Parzen win]= 2( - “')ﬁ Yoln-df<i
0 resto
Todas las ventanas tienen fase lineal
Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano

(EPS-San Pablo CEU)
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A hombros de gigantes

Lejeune Dirichlet

» Matematico aleman, 1805-1859

* Universidad Berlin

+ Profesor de Ferdinand Eisenstein, Leopold Kronecker, y Rudolf Lipschitz
+» Contribuciones al analisis

Maurice Bartlett

+ Estadistico inglés, 1910-2002

+ University College London

* Trabajé con Jerzy Neyman, Egon Pearson, Ronald Fisher y John Wishart
+ Contribuciones al analisis estadistico

Julius von Hann

* Meteordlogo austriaco, 1839-1921

* University Graz

+ Su ventana la introdujeron Ralph Blackman y John Tukey en 1959

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano
(EPS-San Pablo CEU)

“If I have seen further it is only by standing on the shoulders of Giants.” Carta de
Isaac Newton a Robert Hooke en 1676 (Robert Hooke es el de la ley de
deformacion eléstica y el del libro Micrographia).
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Richard Hamming

* Matematico estadounidense, 1915-1998
* Bell Labs

+ Trabajé con Claude Shannon

» Contribuciones al disefio de filtros

Emanuel Parzen (1962)

« Estadistico estadounidense, 1929-

+ Univ. Texas

+ Estimacion de funciones densidad de probabilidad

James Kaiser (1974)

+ Estadistico estadounidense, 1929-
+ Univ. Duke

* Disefo de filtros

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 39
(EPS-San Pablo CEU)

“If I have seen further it is only by standing on the shoulders of Giants.” Carta de
Isaac Newton a Robert Hooke en 1676 (Robert Hooke es el de la ley de
deformacion eléstica y el del libro Micrographia).

Informacién del Vocoder:
http://www.music.psu.edu/Faculty%20Pages/Ballora/INART55/vocoder.html,
http://en.wikipedia.org/wiki/Vocoder



Diseno FIR: Enventanado de la
respuesta al impulso

T T
— Rectangular
— Bartlett
1 s — Hanning M
/’/ ‘\\ Hamming
&, ™ — Parzen
.
7/
e 7 \
08 74 P Ko N
7y A D\
/vy W N
o N g
/ / \
Z A \ N

4 /' \ N

04t . ; \ \
7/ / \ \\

A /) N\

i, | | 1 1 I 1 i
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
n

Amplitud

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano
(EPS-San Pablo CEU)
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Diseno FIR: Enventanado de la
respuesta al impulso

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano
(EPS-San Pablo CEU)

Ejercicio: Repetir esta grafica

41



Diseno FIR: Enventanado de la

respuesta al impulso

— Ideal
—— Rectangular
Bartlett
\ Hanning
ol —— \ —— Hamming
— o S T 1 Parzen
-— <N |
LR
AR
08 \:‘\L |
‘;‘“
g
\
BT \
3 !
L |
04 “\
1\ \
0.2 | !
| R\;
AN
, |V VA v | ‘
] 05 1 15 2 25 3
Frecuencia discreta —
Curso 2012/2013

Carlos Oscar Sanchez Sorzano
(EPS-San Pablo CEU)

Ejercicio: Repetir esta grafica

Problemas Opp: 7.15, 7.33, 7.34*

Problemas Pro: 8.1*%, 8.2*, 8.3, 8.4, 8.5, 8.6, 8.7, 8.9%, 8.22, 8.25

42



Diseno FIR: Enventanado de la
respuesta al impulso

TABLE7.1  COMPARISON OF COMMONLY USED WINDOWS

Peak Transition

Peak Approximation  Equivalent Width

Side-Lobe  Approximate Error, Kaiser of Equivalent

Type of Amplitude Width of 20logo Window, Kaiser
Window (Relative) Main Lobe (dB) B Window
Rectangular -13 dn /(M +1) =21 0 1.81a/M
Bartlett —25 8n/M =25 1.33 237a/M
Hanning =31 8a/M - 3.86 5.01x/M
Hamming —41 8n/M —53 4.86 6.27T7/M
Blackman —57 127/M -74 7.04 91972/ M

Applet:http://www.falstad.com/dfilter/index.html
Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano

(EPS-San Pablo CEU)
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Oppenheim 7.2
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Diseno FIR: Ventanas de Kaiser

¢,Cualesla ventana que estda maximamente concentrada en w=07?
Sol. Optima: Prolate Spheroidal Wave functions
Sol. Cuasi-optima: Ventanas de Kaiser

In(ﬂ\ll‘(fi"‘l)zJ

Funcién modificada de Bessel

wn] = 0O<n<M de primera esgecie y orden 0
1,(B) ’ ,
0 resto = /
B=0 3 /
1 - — p=3 H /
// N s ] 4
08 /‘: " zi //
2 06 / _/ \  —
H /S \ N\
04 / / NN
O\
02 / \ E
“ﬂ 160 260 360 460 560 660 760 8!‘)0 560 moh
Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 44

(EPS-San Pablo CEU)
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Diseno FIR: Ventanas de Kaiser

Amplitud (dB)
Amplitud (dB)

Carlos Oscar Sanchez Sorzano 45

(EPS-San Pablo CEU)

Curso 2012/2013

Obsérvese que para un mismo Beta la altura del segundo Iébulo es siempre la
misma



Diseno FIR: Ventanas de Kaiser

Ecuaciones de diserio para filtros paso bajo

|1 (e +Si un filtro tiene ganancia K, el
§ rizado consiguiente es K
1+ & « Si en un filtro hay dos escalones,
) puede haber zonas donde se sumen
los rizados de cada lado
Q—b Aw =o,-6,
5 |
r: » @ | .4 P
Banda Bandade Bandade Ao =0, -o P
de paso transicion rechazo
P A=-201log , &
[
0.1102 (4 -8.7) A > 50 A4A-8
B =H(5)=10.5842 (A -21)"" +0.07886 (A —-21) 21 < A<50 = —
0 A4<21 2285 Aw
Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 46

(EPS-San Pablo CEU)
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Diseno FIR: Ventanas de Kaiser
Ejemplo:
0975 <|t(e <1 <027 | & =mi(1-09750.0=0025 ||
|H(e””) - 03;r<‘(u|<;r A=-20lg,,6=32.04 o\
e el Aw=0.1x
[ ]
1 @, L} (m )W[ @ = wﬂ’ + a)-“ {}
h [”]TTS‘“CT” d A £ =0.5842(A—21)" +0.07886(A4—21) = 2.40
32.04—8
hln] = h'[n—41] MREETENR PR
0.05 o g?qr llT
Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 47
(EPS-San Pablo CEU)

M la aproximo al impar mas proximo por arriba. El cédigo de colores de la

respuesta en el tiempo es el mismo que en frecuencia. Ejercicio: Repetir estas

gréficas

a7



Isen - Vent de Kai
Diseno FIR: Ventanas de Kaiser
Ejemplo: Diferenciador discreto
o o el _cosz(n—24) sinz(n—%4)
Hoyple”) = joe !0 hyyln)= == 22— i = il = by [l
2 2
=2.40
15 Diferenciador con ventana Kaiser (M=40) Diferenciador con ventana Kaiser (M=40) ﬁ
; T &
2 2
oum? T?mou y
< 05 i & < 1 /
- 05 //
-150 10 20 30 40 UU 05 1 15 2 25 3 Applet:
Frecusnci dsceta http://www.dsptutor.freeuk.co
e Diferenciador con ventana Kaiser (M=38) . Diferenciador con ventana Kaiser (M=39) m/Ka iserF | Ite rDeS |q nl’Ka iserFi
: [ - / lterDesign.html
0s 2
i 5T g /
0.5 1 ~
- l 05 /
14 10 15 20 b3 30 35 E 05 1 15 2 25 3
n Fr lencia discret:
Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 48
(EPS-San Pablo CEU)

Aqui se ve que el disefio con un filtro de Kaiser mantiene las mismas
propiedades de Filtro de fase lineal de tipo Il o de tipo IV. En este caso es
especialmente problematico porque hay un ripple importante si M es par

Problemas Opp: 7.5*, 7.6, 7.16, 7.35

48



Disefio FIR: Aproximaciones optimas

* ¢ Qué es lo mejor que puedo obtener para un orden de filtro dado?
» Sol: Depende de la definicion de mejor

Ej: Si la respuesta al impulso deseada es /,[n], entonces

. 1 T j@ jo 2 J,hd[n] O = h S M
h{n] = min -- j \H(e- )-H,(e™)| do=
i) 2T 0 resto
Y \u (e’ )\
s ! Otra solucion:
-4 Algoritmo de Parks-McClellan
‘5:
@, ra T m=

Banda Bandade Bandade

de paso transicion rechazo
Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 49

(EPS-San Pablo CEU)

Problemas Opp: 7.32, 7.37
Problemas Pro: 8.20



A hombros de gigantes

Thomas Parks (1972)
* Ingeniero estadounidense
* Universidad Cornell

+ Disefio de filtros

Alan V. Oppenheim (1971)
* Ingeniero estadounidense
«MIT

A new technique for the design of
nonrecursive digital filters — Hofstetter,
Oppenheim, et al. - 1971

James McClellan (1972)
* Ingeniero estadounidense
 Georgia Institute of Technology
* Alumno de Thomas Parks

Evgeny Remez (1934)
» Matematico ruso, 1896-1975
* Algoritmo de Remez de intercambio

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 50
(EPS-San Pablo CEU)

“If I have seen further it is only by standing on the shoulders of Giants.” Carta de
Isaac Newton a Robert Hooke en 1676 (Robert Hooke es el de la ley de
deformacion eléstica y el del libro Micrographia).

Jim McClellan implemento en clase (su profesor era T. Parks) un algoritmo de
Hoffsteten y Oppenheim. Al arreglar algunos problemas sacaron un algoritmo
muy potente.



Diseno FIR: Alg. Parks-McClellan

En vez de el error cuadratico, se minimiza el error maximo
N . jo Jjo jo
h[n]—l};l[]ﬁ max’W(e NH (e )—H ,(e’)

Funcidn de peso

Solucion: Tma. de alternancia

Sea 4 un conjunto cerrado y acotado (compacto) en R.
Sea P.(x) un polinomio de grado r y f(x)una funcién continua en 4

Sea E.(x)=W(x)(f(x)-P.(x)) el error en cada punto. Se considera
la norma |/ (x)], =max|f(x) en el espacio de las funciones continuas en 4

Entonces, £,.(x)es el unico polinomio de grado » que minimiza |E, (x)|, sii
E.(x)tiene al menos r+2 valores en 4 tales que x, <x, <..<x.,, ¥
E.(x)=-E,(x,)=4|E (x)|, para i=12,.,r+]

Joy _ : j@ jo Jjo
H(e™) = min [W(e™)(H (™)~ H ()]
H(e') ©
Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 51
(EPS-San Pablo CEU)




Diseno FIR: Alg. Parks-McClellan

Supongamos un filtro FIR de fase lineal de tipo | A[n] = h[—n]
(es trivial convertir este sistema en un sistema causal con la
misma respuesta de amplitud con un retardo de L muestras)

H(e'®) = ZL: h[nle /" = h[0] + ZL: 2h[n]cos( wn)

= h[0]+ ZL 2h[n]T,(cos @)= a,(cos w)" = P(x)

n=1 n=0

X=c0s @

T,(x)=cos( ncos 'x) T,(x)=2""T] (x—cos (Uz%)
k=1

Polinomio de Chebyshev de 1" orden

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 52
(EPS-San Pablo CEU)

Los a_n seran mas o menos complicados pero seran una combinacion de los
h[n]. W(e”jw) es una funcién de peso que le da mas o menos importancia a los
errores



Diseno FIR: Alg. Parks-McClellan

‘H(e'ﬂ")f H”. (e.jm)

Ej: Para el filtro paso bajo  A[n] = min rnax’W(ej(!))

hn]
ik Sy )
W(e/'m){? Oswﬁ(()l)

1l o =<wo=xw

1+ 3,
1- &,

1 Osw=w,

0 w<w=smw

H (') =<[

) T W,

! ™N_@s
I ANV wr

[

Bandade Bandade Bandade
paso transicion rechazo

L
x=cosw Z a,,(COS (())”

n=0

H(e’”)= min HW(@’"’)(H(B""”) - H(,(e””)]‘ = min
H(e™) © H(E™)

H(e’”) = P(x)

W(e-"’”)[i a,(cosw)" —H (e’” )]

n=0

0

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 53
(EPS-San Pablo CEU)
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Diseno FIR: Alg. Parks-McClellan

Ej: Para el filtro paso bajo

i
|
L | L
H(e')= l?:.ig,] W(e"-")[Za,,(cos @) — H‘,(e””)]’ | He®)= [le‘_;w W(,\'){Za”.\‘” - HI,(Y)J = lwip,] E, (%),
o n=0 & ! " n=0 2 ¥
. 9 5
|
. | .
S5, 1 5,
. — <w=< — =< o<1
W(e,m) ) = ER O w a),, i W(x) = B COS a)/, X
]l o, =w=rx ! 1 —-l1=x=<cosw,
|
o I O=sw=w, | I cosw,=x<=1
H,(e'”) = | H ,(x) =
0 w,<w=rx ! 0 —1<=w=<cosw,
|
|
[ ' X =CoSw

Tma. de la alternancia
AN , E, (x)tiene al menos L+2 alternancias.
b Pero puede tener mas

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 54
(EPS-San Pablo CEU)
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Diseno FIR: Alg. Parks-McClellan

Ej: Para el filtro paso bajo L =5
+|H (e7)

L+2 alternancias

L+2 alternancias
1+ 5C\

L+3 alternancias (extraripple)

Un polinomio de grado L
tiene L-1 extremos. Por lo
que el nimero maximo de
alternancias es (L-1)+4=L+3

>
752 \\@ @

Banda de paso Banda de transicion Banda de rechazo

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano

55
(EPS-San Pablo CEU)

Problemas Opp: 7.36, 7.38, 7.39, 7.47, 7.48, 7.49, 7.55, 7.56, 7.57

55



Diseno FIR: Alg. Parks-McClellan

El Tma. de alternancia garantiza la existencia de
un filtro de orden L, pero no dice cémo calcularlo.

A M e

5
(™ )[Zan (cosw,f' ~ H, (e )J =(-)"6  i=12,.,L+2

n=0

N T a, .
6 @, @, O EIRANVAD T w
Banda Bandade Bandade 1
.. 2 L
de paso transicion rechazo | | Cos @, (c()s @, ) (COS 2] ) W( )
@, dy H f(em‘ )
2 2 L -1 jay
I cosm, (cos @, ) (cos m,) W (o) a | | Hi(e™)
@, =
2 L (_ 1)H2 g H,(e"™*)
I cosw, , (CDS(()“:) (COS(:),_|2) e
W(a,.,)
Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 56
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Diseno FIR: Alg. Parks-McClellan

Para resolver este sistema utilizaremos un algoritmo iterativo:
Algoritmo iterativo de Remez

Seleccion "
5
L+2 L42 ;
¥, = ]_[ (cosw, —cose, ) >y H, (™)
J=l >l 5=
(Y 123‘}, "
SUwE™)

f—

d =y(cosw, —cosm, ,)
- sioy _ N8
C=H,(e") Wie™)

" He")=

+1
.,

08 -c08 4,

ag|

d,
cos a-cosa,

¢Cambiaron los
extremos?
=

l Calcular a):“'”

Calcular  £(e’™”) y
encontrar los puntos en
los que ‘E(e””) X

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 57
(EPS-San Pablo CEU)
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Diseno FIR: Alg. Parks-McClellan

(EPS-San Pablo CEU)

Ej: Filtro paso bajo 5, =&, =0.05 w,=03 o =04
\\
i. S
. .
™ \]
R ™~ \\.
i
Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano

Problemas Opp: 7.8*
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Disefno FIR: Aproximaciones
iterativas

Restricciones en el dominio de la frecuencia ‘H(ef”’) —H,(e!) <5(e’)

Restricciones en el dominio del tiempo hn]=0 Vn>N

Seleccion 4'"'[n]

Restricciones en
el dominio de la
frecuencia

]

Restricciones en
el dominio del

Ampltud

tiempo A !
Frecuencia discreta
Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano

(EPS-San Pablo CEU)
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Disefno FIR: Aproximaciones
iterativas

25
2 2 r—'
15 15
£ ‘ H
05 P/ \ 4 05
Ly 4 5 G i
500
400 4 300
300
200
E] 200 -
£ 3 100
& 100 4 E
off ,f‘
1 -100
-200 E
0 100 200 300 400 500 600 0 10 20 30 40 50 60 mn 80 90 100
Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano

(EPS-San Pablo CEU)
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T f ' de f '
Sea H(z) un filtro paso bajo con frecuencia de corte w,
Nuevo filtro Transformacion Parametros
g ®, nueva frec. de corte
- z -a . }
Paso bajo > T sini r.;l;,l
~ @, +),
sin =~
sl ya o, nueva frec. de corte
Paso alto 271 — — I az_[ o co (')P;NL
cos @, ;ru;,
®,,®, nuevas frec. de corte (lower-upper)
Paso banda ) -1 @ty
- > cos
P = @z jal K=cot®%tan % a=—732—
a,z " —az +1 cos 5
_2 —1-K
a =v% a4 =1k
Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 61
(EPS-San Pablo CEU)

Problemas Opp: 7.28, 7.29*%, 7.30, 7.31
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Transformaciones de frecuencia

Ej: Filtro paso bajo

s z'+a & ]
-1 = - 1 - Z ta =
by +bz : t+az an(z) - b -4 ltaz! _ (by —ba)+(bya—b)z

H.rﬂ(z):

l+a :‘:ﬁ‘( (1+aa)+(a+a)z"

l—az”
! 4a

Butterworth (N=1,0, = 0.94)

0.3375+0.33752""
B, &) = 0 32492

! =031

0.6247-0.6247z""
0.7236-0.5257z""

th (Z) =

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 62
(EPS-San Pablo CEU)
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Resumen

Filtros IIR continuos

— Butterworth, Chebyshev, Cauer

Filtros IIR discretos

— Invarianza de la respuesta al impulso

— Transformacion bilineal

Filtros FIR discretos

— Enventanado de la respuesta al impulso
— Enventanado de Kaiser

— Aproximaciones optimas: Alg. Parks-McClellan
— Aproximaciones iterativas
Transformaciones de frecuencia

— Filtros paso alto, filtros paso banda

Applet: http://cisco.cscs.wmin.ac.uk/filter design.html
MATLAB: fdatool

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 63
(EPS-San Pablo CEU)

Problemas Opp: 7.27, 7.42, 7.43, 7.44, 7.45, 7.46, 7.50, 7.51, 7.52, 7.53, 7.54,
7.58

Problemas Pro: 8.19%, 8.26, 8.27, 8.28, 8.29, 8.30

63



Tema 6 — Prediccion lineal y
filtros lineales 6ptimos

Carlos Oscar Sanchez Sorzano
4° Ing. Telecomunicacion
EPS — Univ. San Pablo — CEU

Proakis (Cap. 11)



Homer Dudley (1939)

+ Estadounidense, 1896-1987
*» Bell Labs

* Teoria de la voz y el sonido
*Disefio del vocoder

canRiER | WGDULATORS | RAGIATOR | seeEcH |
| I

oo

| I

i | |

MECHANICAL CONNECTIONS ! I

. i |

= | | |

e | ! i

i FlfﬂH I i

| !

— ! Wl

Buzz 51 — }.\\\\l‘

ol l i

HisS -’E 1SSICN | ";4"!:""

T CARRIER Louch |y

SWITCH SPEAKER} I

Fig. 8—Schematic cirenit of the veder.

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 2
(EPS-San Pablo CEU)

“If I have seen further it is only by standing on the shoulders of Giants.” Carta de
Isaac Newton a Robert Hooke en 1676 (Robert Hooke es el de la ley de
deformacion eléstica y el del libro Micrographia).

Informacién del Vocoder:
http://www.music.psu.edu/Faculty%20Pages/Ballora/INART55/vocoder.html,
http://en.wikipedia.org/wiki/Vocoder



A hombros de gigantes

Codificacion predictiva

Norbert Wiener (1940)

« Estadounidense, 1894-1964

» Doctor a los 18 afios

+ Estudié con Bertrand Russell (l6gica y conjuntos), Godfrey Hardy (teoria de
numeros y analisis), David Hilbert (analisis para mecanica cuantica y relatividad
general), Edmund Landau (analisis complejo)

« En la Segunda Guerra Mundial trabaj6 sobre las baterias antiaéreas, como el
avion se mueve debia predecir la posicién de éste cuando el proyectil impactara

Claude Shannon (1948)

+ Estadounidense, 1916-2001

« Bell Labs con Harry Nyquist y (Walter Brattain,
John Bardeen y William Shockley)

+ Articulo sobre codificacion predictiva

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 3
(EPS-San Pablo CEU)




A hombros de gigantes

Peter Elias (1955)

» Estadounidense, 1923-2001

«MIT

« Articulo sobre codificacion predictiva

EINSY < | = p
g m (
D -

Peter Elias (righf) with Jacob Ziv at the Monte Verita Sympo-
sium in Ascona, Switzerand, February 1994.

Bishnu Atal (1967)

+ Indio, 1933-

* Bell Labs

- Articulo sobre codificacion predictiva

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano
(EPS-San Pablo CEU)
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— Procesos AR, MA, y ARMA

* Filtros lineales 6ptimos: filtros de Wiener
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x[n] Proceso aleatorio
incorrelado

x[n] Proceso aleatorio
correlado

Xn]= —zp: a,[k]x[n—k]
= x[i';] = h[n)

h[n] causal

[ ] [ I 4 [ ] ]
Prediccion lineal hacia delante

4 T T T T T T T T T

g 2

=

o

3 2r

o

40 1[I]U 2[IJU 360 460 5[I]U B[I]U 7[IJU 8(.JO 9(I)0 1000

n

1
<
g 05F B
=
2 0
&

-0'50 160 260 360 460 560 560 760 860 960 1000

n
Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano
(EPS-San Pablo CEU)

Supondremos que X[n] es un proceso de media nula.




Prediccion lineal hacia delante

x[n] = x[n]+ &[n]

l

&ln] = x[n] - 3[n] RZ] (¢, k1= E{x[nly'[n—k1})
%— #[n]= ~i a,[k]x{n-k] v
Efe[n]}=0 Il?

M"::

E{|e[n1|2}=¢H[0]+2Re{ia;[k]¢m[k]}+i a,[kla, (119,11 ~k]

~

=1

2

~

—¢xx[0]+fz](za,,[k]ﬁvx[k]+ap[k]( af,[lmx[l—k]D

—
]

1

T

a,lkl.g. ke R ) )
=¢.[0]+ Z{(Qu [k]+a, kD@, [k]+ ap[k](z a,lllg. [/ - k]J]

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 7
(EPS-San Pablo CEU)

Ejercicio: Demostrar que efectivamente la media y la varianza son éstas



Prediccion lineal hacia delante

E{eZ[n]}:¢_t,\.[01+i[a,,[mx[k]+a,,[k]@m+iaﬁ,[1]¢mwkﬂ}

=1
h'd

La potencia del error es minima
si este término es 0 para todo k

P
Ecuaciones normales ¢_[k]+ Zap[l]gzﬁxx[!— k1=0 k=12,...p
=1

El[nl}=¢.[01+ Y a, [k, [k] T > a,[klp.[k]

a,[0]=1

Ele’n]} k=0

P
Ecuaciones Yule-Walker ;a,,[f]%-[l—k] _{ 0 k=12, p

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano
(EPS-San Pablo CEU)




Prediccion lineal hacia delante

8001 | 4.0 8121
BT 200 #.[1]
40211 4. 0-1] 8..[0]

;

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano
(EPS-San Pablo CEU)

Probl Proakis: 11.1*, 11.8*, 11.9%, 11.10, 11.15, 11.16, 11.21

Ejercicio: comprobar que efectivamente ésta es la forma matricial de las
ecuaciones de Yule-Walker.



Prediccion lineal hacia delante

Algoritmo de Levinson-Durbin

Idea: Resolver el sistema recursivamente, incrementando el orden del predictor

AL
{m mu}{ ! HaiJ S S TR
#ulll 4al0l\a”) L 0 o2 = ¢, [0+ ¢, [1]al"

amz_M:K
6.001 4.1 g.[20) 1) (o ST [0 T
800 4000 11| a? |=| 0 | —>< o =4 +aa®
¢ ¢ ¢ 0

o; Y =¢,[01+¢,.[1a® + 4, [2]a5”

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 10
(EPS-San Pablo CEU)
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Prediccion lineal hacia delante

Algoritmo de Levinson-Durbin
Idea: Resolver el sistema recursivamente, incrementando el orden del predictor

ain—l dm—l gj(m} = O-f(m*”(17|Km -)
am . O + K
o; " =¢,[0]

donde

K __¢.r_r m]+q):nflamfl a]‘“ p— gﬁ.\l\'[l] — K a(?} __¢\:\{2]+¢,\'\‘[1]a;|) —
m 1 7 S i

$.[0]+ D, _a,., #..[0] ¢_[0]+¢_[1]a"

dmfl = K:ﬁrarvkl al(g) = a](“ ik aW(Ha;z} = al(l} + KZGW(H @

a d, a}(h K’a:“ e
a,= - = -
& O KJ 0 KZ @
Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 1

(EPS-San Pablo CEU)

Ejercicio: Escribir a3

Probl. Proakis: 11.11, 11.12, 11.13, 11.28

11
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Innovacion en procesos aleatorios

1

oM, g

7050 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

Ruido correlado

* La innovacién de una muestra a la siguiente no es infinita.
» Una muestra no es independiente de la anterior.
+ Cada muestra esta correlada con su entorno.

* Puedo tratar de predecir una muestra a partir de las muestras de su entorno.

Sea un proceso aleatorio estacionario en sentido amplio x[#] con funcién de
autocorrelacion ¢,.[m] y densidad espectral de potencia S_ (e’”)

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 13
(EPS-San Pablo CEU)

is wide-sense stationary if and only if mean is constant, and autocorrelation
depends only on difference between arguments



Innovacion en procesos aleatorios

Cepstro de x[n]

Sea S (2)= Z;zﬁ,‘_,‘_[m]z"” . Supongamos que logS_(z) es una funcién analitica
m=—x

h< |z| < f‘g}- Entonces, se puede expandir en una serie de Laurent que

a circunferencia unidad.

en Q= {z
incluye a

Coeficientes ceptrales

© o)

108.,(2) = Yootz = log S, (€)= Solmle™ i) = 1t Tlogs, (™)™ do

== m=—w0

S .(2)= exp( iv[m]z’”} = exp{ iv[m]zf’" +1[0] +i v[m]z’”} = O',%H(Z}H(Zil )

n=—wn m=—o m=1

V[m]=v[-m]
n x[n 2= 0
w ]2 oy H(z) [ l i o, =exp(y[ ]T)
S, =0, S, (&) =c2|H(e")| H(z)=exp| > v{m]z™"
m=1
Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 14

(EPS-San Pablo CEU)

El objetivo de esta transparencia es demostrar que cualquier sefial que tenga
una densidad espectral de potencia se puede expresar como la respuesta a
ruido blanco por parte de un sistema lineal.

Probl Proakis: 11.18, 11.19

14



Innovacion en procesos aleatorios

Wl [y et 2
S(e)=02 Sl =al|H(e")

B(z) . .
(z)= 12) —— Modelo ARMA (Auto Regressive, Moving Average)

x[n]+ Zp: axn—k]= Zq:bk wn—k]

H(z) =ﬁ ——— Modelo AR (Auto Regressive)
z

x[n]+ ZP: axln—k]=wn]
k=1
H(z)=B(z) — Modelo MA (Moving average)
x[n]= Zq: bwln—kj
k=0

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano
(EPS-San Pablo CEU)

15

15



Innovacion en procesos aleatorios

H(z)=

1 —— Modelo AR (Auto Regressive)
A(z)

win] 1 x[n
blanco A(z)

H(z)=B(z) — Modelo MA (Moving average)

win] B(z) x[n

blanco

B
H(z)= AEZ; —— Modelo ARMA (Auto Regressive, Moving Average)
z
win] wn] 1 x[n
blanco Blz) coloreado | 4(z)
Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 16

(EPS-San Pablo CEU)
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Innovacion en procesos aleatorios

Correlacién de un proceso ARMA

x[n]+ i axn—k]= ibkw[n— k]

é.[m]= E{x[n]x*[n - m]}z E{i bwln—k]- i a.x[n— k]]x*[n - m]}
k=1
- Zb E{w[n klx [n- m} iaﬁE{x[n klx'[n— m]}

I? Zb¢~ [m—k]- Zam [m- k]TO' Zb Wk —m]— Zakgﬁ [m—k]

| .
§lm) = Euin]x’[n—m]j= E{uin+ m)x'[n]}= E {w[nm]Zh k]w*[nk]}

—Zh[k]E{mz[n+m]w [n—k]}= Zh[k]¢ [m+k]= o 2H[-m]

‘‘‘‘‘

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 17
(EPS-San Pablo CEU)

Ejercicio: comprobar que la E{w[n-K]x*[n-m]}=phi_wx[m-K]

17



Innovacion en procesos aleatorios

Correlacion de un proceso ARMA

¢;[—m] m<0
P q—m
@ [m]=+ —Z a @ [m—k]+ 0"2 Z hlklb,., 0<m=<gq
k=1 k=0
P
—> ap [m—k] m>q
k=1

Correlacion de forma compacta

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 18
(EPS-San Pablo CEU)

Proakis 12.2.2
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Innovacion en procesos aleatorios

Correlacion de un proceso AR

P

)+ Y axin—k) = win] —— g, [n) = 020m]- Y g, m ]

?[0] P[1] 9.12] w Bl (1) (o
¢.[-1] #.[0] #.[1] - dulp-11| @ 0
¢.[-21  ¢.[-1] #..[0] v g lp=2]) a =] O

bol-rl $.[-(p-D] &.[A(p-2D] .. ¢.[0] Aa, 0

ijEcuaciones de Yule-Walker!!

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 19
(EPS-San Pablo CEU)
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Relacion entre procesos AR y
prediccion lineal hacia delante

Modelo AR x[n]+ Zp: a, x[n—k]=w[n]

k=1

vl L ey =
A(z)

blanco A(z)

P
Prediccion lineal x[n]= 72 ap[k]x[n —k]
k=1

qal | gz | e[n] = x[n]- [n] = x[n]+ ia,,[k]x[n —k]

E(z) = 4(2) X (2)

x[n] A'(z) | Mn] - en] |:>x£. A(2) éln
+
IX[H]

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 20
(EPS-San Pablo CEU)

Y ademas epsilon[n] también debe de ser blanco porque si no es blanco significa
gue hay una cierta correlacién que podia haber predicho.

Probl Proakis: 11.2*, 11.3*, 11.29

20
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Filtros lineales 6ptimos:
filtros de Wiener

+ Usos:
— [Prediccion] sln] ,  x[n] H,,(2) §n] — +8[n]
— Filtrado [ W] Is[n]

— [Suavizado]

Se supone que s[#] y w[n] son sefiales estacionarias en sentido
amplio y de media 0.

Filtro FIR de Wiener

M-1

s[n]= 2 hk)x[n—k] —— &[n]=s[n]-3s[n]=s[n]— Z hlk]x[n—k]

k=0 k=0

o> = E{e’[n]} = Els*[n]+5*[n] - 2s[n]d[n]}

&

Applet: hitp://www.nt.e-technik.uni-erlangen.de/~rabe/SYSTOOL/SYSTOOL2.02/HTTP/wien.htm

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 22
(EPS-San Pablo CEU)

is wide-sense stationary if and only if mean is constant, and autocorrelation
depends only on difference between arguments

22



Filtros lineales 6ptimos:
filtros de Wiener

Filtro FIR de Wiener

Els*[n]+§°[n] - 2s[n)s[n]}

kWAL — kI — 1]~ 2s[n]Mf ik ]x[n — k]}

k=0

o2 =E{e’[n

= ==
1]

21 B

N

-

L
E

-~
1l
o

I
Q

g
x

3 Rk VA[Ex[n—Kk]x{n—11}- 2fh[k]E{x[n —k]s[n]}

Il
qN

. +
1 ZMI
;M

g
=

25 HEVALIp [~ K] -2 Y k1, (K]

Il
Q
4
=
T‘;

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 23
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Filtros lineales 6ptimos:
filtros de Wiener

Filtro FIR de Wiener

M-1M-1 M

-1
ol =07+ Y D HkIAIg, [ —k1=23 hlk14, [K]
k=0 i=0 k=0
¢..[0] ¢.[1] - P M -11)(  A0]
_otigno] M .. mrp M %01 . glM-2) A
g M-1] ¢ [M=-2] .. ¢.0] h[M 1]
H[0]
A[1]
-2(4,[0] ¢.[1] ... 4.[M-1])
hM —1]
=c’+hT_h-2¢_h
Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 24

(EPS-San Pablo CEU)
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Filtros lineales 6ptimos:
| | filtros de Wiener
Filtro FIR de Wiener

c.=0c+hT_h-2¢'h

2
85: T T, +T.)h-2¢ =2 h-2¢_=0=T_h=¢_— h,, = o,
wa 2
zx S =+ A gxx -4 I‘?| ]y w[n]incorreladas
- - - (k] =g, [k]
2 E= 2+ F 1 r l—‘ 1 ‘ _2 f. 1" 1 ' 3\‘ 55
O-g G_s ( (p X y ( XX (P\Y ) (psx( XX (P»U() ¢"r[k] = ¢35[k] + ¢ww[k]

=¢,[k]+0,0[k]

2+<pm( T, I, —2¢ T, =
+¢M(H7¢u %migww=
t

.S + (PS‘XFIX (I)Sx - 2(pr xx (I)S.\’ = 05‘2 - (P;Xr.‘f_ll(p.ﬁf\ = 0-52 _(I)thopf
M-1
=023 h,, k)4, [n—k]
k=0
25

Carlos Oscar Sanchez Sorzano

Curso 2012/2013
(EPS-San Pablo CEU)

Ejercicio: Hacer las demostraciones que estan en el recuadro
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Filtros lineales 6ptimos:
filtros de Wiener

¢ Qué representan las derivadas vectoriales?

2
0o

Oh[0]

a 2 80-52
o

=1 o[l
“h [1]

oo’

£

OH[M —1]

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 26
(EPS-San Pablo CEU)
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Filtros lineales 6ptimos:
filtros de Wiener

Filtro FIR de Wiener y el principio de ortogonalidad

ain] Bz H (z) M]
opt T E _1 :O _ ~ _
[W[n] o felnldn—M}=0  1=01,.,M -1

M-l .
Elelnls{n 1= {[smzh[ﬂx[nkl]x[nﬂ chrada. 5110 hubless, endri

= de s[n]

= E{s[nlx{n—11}- > HKIE{x{n—klx{n 1]}

k=0

M-1
=9, [1-2 WKkl [I-k1=0 (1=0],..M-1) — @,-T h
k=0

|

} No hay ninguna correlacion

opt

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 27
(EPS-San Pablo CEU)

=0

h, =I¢,

Esto es otra forma de llegar al mismo resultado. Imponiendo ortogonalidad

27



Filtros lineales 6ptimos:
filtros de Wiener

Filtro de Wiener no causal

M-1 ! )
§[n) =" hlk]x[n—k] ; S[n]= > hlk]x{n—k]
k=0 : k=—0
M-1 | o
D kg, [ - k1= ¢,[1] |::> D k1P [ —k]= g, [1]
k=0 i k=—0
(l:O,],...,M—l) ‘ ( =—w,..., co)
2 A | 2 2§
ol =062- h, [Klg.[n-k] ol =0 - kZ By [K18, [ = ]
k=0 =
H,,(e"")S (e"")=5.(e"")
¢n[k] = ¢.sn\- [k] H (ej(a) 1 S.vx (ejm) _ S.s's (ej'ﬂ)) _ 1 _ 1
¢.\‘,\‘[k] = ¢ss[k] + 0—1215[/(] > S,\'x (ej’”) st (ej(”) + O"i l + %:‘m) 1 + SNR;ef'”)
Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 28

(EPS-San Pablo CEU)

Probl Proakis: 11.27
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— Ecuaciones de Yule-Walker
— Algoritmo de Levinson-Durbin

» Innovacién de procesos aleatorios
— Procesos AR, MA, y ARMA

* Filtros lineales 6ptimos: filtros de Wiener
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Tema 7 — Transformada
Discreta de Fourier

Carlos Oscar Sanchez Sorzano
4° Ing. Telecomunicacion
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Contenido

Serie de Fourier discreta (DFS)
Transformada de Fourier de senales
periodicas

Transformada de Fourier discreta (DFT)
Convolucion lineal

Calculo de la DFT:
— Algoritmo directo
— Algoritmos FFT

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano
(EPS-San Pablo CEU)




A hombros de gigantes

El problema de expansidon en serie de funciones trigonométricas

Leonhard Euler (1729, 1777)

+ Matematico suizo, 1707-1783

* El matematico mas grande del S. XVl

» Compaiiero de Daniel Bernouilli

* Propuso la serie de Fourier para resolver
un problema de movimiento de los planetas

Jean D’Alambert (1754) Joseph-Louis Lagrange (1759)
* Matematico francés, 1717-1783 + Matematico frances, 1736-1813

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 3
(EPS-San Pablo CEU)

“If I have seen further it is only by standing on the shoulders of Giants.” Carta de
Isaac Newton a Robert Hooke en 1676 (Robert Hooke es el de la ley de
deformacion eléstica y el del libro Micrographia).



Serie de Fourier discreta (DFS)

Sea x[n] una sefal periddica con periodo N. Su representacion en serie
de Fourier es

o=y Sl o] W= Yo []z¢ ]

¢;.- [ﬂ]: ejktui,n = ej%{”t’” = W[\—’kn

T, e
W, =e

X[k]=Na, = Y I[nW)" . OFs

n=<N>

Sc‘[n]ﬁ S Xk

k=<N>

Existe una dualidad importantewen el hecho de que x[#] es una sefial discreta,
periddica de periodo N y que X[k] también lo es.

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 4
(EPS-San Pablo CEU)

Probl Opp: 8.1, 8.2*



Serie de Fourier discreta

Ejemplo: Dualidad

Propiedades
A [n]+ Byln] < AXK]+ BY[K] |
x[n—n,] «—— Xk | E(n®Fn] UPTk]
En " —— Bk, ]  # ] —— L XK 7Tk
Fln] —— 1k S
#l-n] —s X[-k]

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano
(EPS-San Pablo CEU)

___________________________________

o N-1
)= 3 oln-mN1 <22 X[k]= 3 stnwi =w =1
F=—00 n=0
- DFS ~ tE o N k=rN >
» — ., VI[El=S"1. 1 — = ¥ No[k—-rN
)= H-Srwe={g * = Stk

Ejercicio: demostrar estas tres propiedades
Probl Opp: 8.3, 8.21, 8.53
Probl Proakis: 5.31




Serie de Fourier discreta

Ejemplo: X[n]® y[n]

1F T @ [ T T <
sl { I X Al @]
| -
goeoed : x[k]yln—k]
-20 -5 -10 15 20 2% 30 35 Z
. : \ :‘ /j/*/ : = k=<N>
g 05+ ‘/__,—/ 4
0 @ B @
2 -15 -10 5 0 5 10 15 20 25 30 35
1§ T T [~ T p=|
E; 05 -
20 15 1‘6 -5 o ; 10 15 an 25 30 35
E : : : . r =
g 05 -
20 15 :l; ‘; L] ‘; 1‘; 15 ;l’) ; 30 35
k
Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 6
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Probl Opp: 8.22, 8.28



A hombros de gigantes

Series trigonométricas para funciones no periédicas

Jean-Baptiste Joseph Fourier(1807)

* Matematico francés, 1768-1830

* Profesor de la escuela militar por recomendacién de Adrien-Marie Legendre
* Amigo de Napole6n Bonaparte

+ Baron, prefecto de Isére -
+ Estudio de la transmisién de calor entre dos regiones (para el disefio de cafiones)

+ Su principal contribucion fue reconocer que las series trigonométricas servian
tambien a funciones no periddicas. Cuando presento en 1807 este trabajo en la
Academia de Ciencias Francesa, rechazaron el trabajo (Laplace, Lagrange, Monge,
Lacroix). En 1811 volvié a submitir el trabajo modificado, se acepté pero se critico su
falta de rigor.

« El rigor vino de la mano de Siméon Poisson (1823), Lejeune Dirichlet (1828) y
Bernhard Riemann (alumno de Dirichlet).

+ Después de la integral de Henri Lebesgue (1902) volvié a haber una importante
revision de la teoria por Riesz-Fischer (1907) y Plancherel (1910, generalizacion de la
férmula de Parseval).

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 7
(EPS-San Pablo CEU)

“If I have seen further it is only by standing on the shoulders of Giants.” Carta de
Isaac Newton a Robert Hooke en 1676 (Robert Hooke es el de la ley de
deformacion eléstica y el del libro Micrographia).



Transformada de Fourier de
sefales periodicas

qn]—x(") —— Convergencia uniforme sii Z\X[H]l <o

n=—o

w

—— Convergencia “mean-square” sii ZM”]? <%
P

Pero las sefiales periddicas no cumplen ninguna de estas dos condiciones.

La herramienta adecuada para su estudio es la serie de Fourier discreta.

¢, Coma se pueden integrar las series de Fourier dentro de la transformada

de Fourier?

Sol: Uso de distribuciones (impulsos)

}E[n] — /\N’[k] — )?(e"'(”) = i %f[k]5(w_%)
Ejemplo: o
B o - ~ = 2 2k
pln]= > 6ln-rN] Plk)=1+— P(¢’")= ) 7”&@*%")
F=—c0 k==
Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 8

(EPS-San Pablo CEU)

Probl Opp: 8.4*



Relacion entre la TF de senales
periodicas y sefales no periodicas

Sea x[n] una sefal no periédica tal que x[n]=0 salvo en elintervalo 0<n< N -1

0

Sean pln]= 3 80n-rN]y %= sl * ln]= 3 xin-rN]

r=—x0 r=—x0

¥(e'")= X(e@")B(e™) = X(e) Y %"' (-2

k==

=2k
= N

X(e™)= i %X{ej%)é(w—%") | X[k]= X (™)

k=-o

En otras palabras, la serie de Fourier de una sefal obtenida a partir de la
periodizacion de otra, corresponde al muestreo en el dominio de Fourier de la
transformada de Fourier de la sefal no periddica con intervalo de muestreo

—2r
A==
Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 9

(EPS-San Pablo CEU)

Probl Opp: 8.54



Relacion entre la TF de senales
periodicas y sefales no periodicas

Ejemplo: x[n]=

Curso 2012/2013

05 5+
04
03
0.1
il I
0
k

L e 2 m w s
—e
—o
——o
—o

(EPS-San Pablo CEU)

Carlos Oscar Sanchez Sorzano

1 0<n<4 X(ey e sin (2 @)
resto sin (1 o)
XK IX(e") IX(e”)
5 5 fa 3 5%
F n / \\ 25
3 3 / \ 2
3 3 /F \‘ 1 5:
1 NV aN \ N\ 05d
AVARRY. Vo
0 of VY VooV 0
0 5 2 0 2 2 0 2
k @ @
layd g amap®)

10

10



Undersampling en Fourier
(aliasing en el tiempo)

sin(30)  N-4

| A U

. . jo _ _—jlw o= s
Ejemplo: X(e’)=e = (é (1)) Aoz X[k] » X[H] » x[n]
ek, BRI x[n).x"[n]
N 1 | f
il e 184
4 ‘{f A", i 16
Il 1af

0 1 2 3 5 0 5 10 15

El aliasing en el tiempo se evita tomando tantas muestras en Fourier como
muestras tiene el soporte temporal de x[n]

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano
(EPS-San Pablo CEU)

1

Probl Proakis: 5.28, 5.29

11



Transformada de Fourier discreta
(DFT)

No se trata de la Transformada de Fourier de sefiales discretas, sino de la
Transformada de Fourier Discreta de sefiales discretas.

Sea x[n] una sefal no periodica tal que x[n]=0 salvo en el intervalo 0<n< N -1

~ < X[n] 0<n<N-1
x[n] —— F[n]= " x{n—rN1=x[nmod N]=x{(n)) ] — x[n] = (]
r=—o 0 resto
Para que esta igualdad sea cierta,
DFS se necesita que el soporte de x[n]
esté, efectivamente, acotado por N. ALED)
2 X[k] 0<k<N-1 :
XTk) xtky={ ¥4 ,
0 resto
DFT ito "o f :
] 1K) A ARNMARN AR
u 15 -10 5 . 0 .5. . 10 15 20 25 |
Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 12

(EPS-San Pablo CEU)

Probl Opp: 8.5, 8.6*, 8.7*, 8.8, 8.9%, 8.23, 8.30, 8.31, 8.47, 8.48, 8.49, 8.50, 8.51,
8.61, 8.65

Probl Proakis: 5.6, 5.11, 5.13, 5.17, 5.21*, 5.22, 5.23, 5.30, 5.32, 6.5, 6.17



Transformada de Fourier discreta
(DFT)

X[k]= Zx wy ¥[n]= ZX kW™
@ n=<N> N k=<N>
X[K1= S Anl «OFT o ofy]= ) ’

n=<N> k=<N>

Propiedades
Ax[n]+ By[n] «— AX[k]+ BY[k]
((n=ny))y | = X[k
[y s X[(h—ky)) ]
1] —— X[,
(=g ] Xk

——————————————————————————————————————

B R ()
n®yn) e XKV |

xlnlyn]

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 13
(EPS-San Pablo CEU)

X[K] sigue siendo periddica con periodo N pero lo que estamos diciendo es que
s6lo nos importan las muestras en un periodo. Pero es imposible deshacerse de
la periodicidad.

Probl Opp: 8.10, 8.13, 8.16*, 8.18, 8.19, 8.20, 8.24, 8.25, 8.26, 8.32. 8.33, 8.34,
8.37, 8.38, 8.42, 8.44, 8.45, 8.46, 8.52, 8.55, 8.56, 8.57, 8.58, 9.26, 9.47

Probl Proakis: 5.1*, 5.7, 5.10, 5.12, 5.14, 5.15, 5.16, 5.18, 5.19, 5.20, 5.25, 5.26,
5.27,6.18, 6.19, 6.20, 6.21



Transformada de Fourier discreta
(DFT)

La DFT como una transformacion lineal (cambio de base)

X[0] 1 1 1 1 1 x[0]
XT1] 1w, w: oo .. W) (1]
X[2] (=|1 wi we .. Wy x2]
X[N-1] AR A WD AN -1]
¥ N N
Xy =Wyx,
Xy = W;IXN = #W:/XN
Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 14

(EPS-San Pablo CEU)

Probl Proakis: 5.24, 6.1, 6.2

14



Transformada de Fourier discreta
(DFT)

Analisis de algunas propiedades: Desplazamiento en el tiempo

xln] —— X[n]=x{((n)), ]ﬂ»x [k] — X[k]

DL T o

I N

x.[n]:x[((n—no)u]—»f.[n]—x[«n no))N]—x[n ny]1 225 X[k — X[k

NENNE

I,
Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 15
(EPS-San Pablo CEU)
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Transformada de Fourier discreta

(DFT)

Analisis de algunas propiedades: Simetria

DFS

xn] —— F[n]=x{(n) ] 220 X[k] —» X[k]

[T

x[n]=A((-m) ] —— F[n]= [((—n))N] F[-n] 22Xk = X [k] ——X'[k]

(=1);=2

(0, =0
(@, =1 il
(@), =2

(@), =0

((4)); =1 b : 0 B 2

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano
(EPS-San Pablo CEU)

16
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Diferencias entre convolucion lineal
y convolucion periodica
X, [K1X, [ (0] ® x,[m] # x,[n]* x,[n] = X, (e/) X, (')

N-1
o XK= k= S = otk

1 0<n<L-1
Ejemplo: x, [n] = x, [H] i { 0<n< DFT

0 resto 2 e
X_«‘[]\']:Xl[k]Xl[/(]:N25['[(] ‘E’.ﬁ[n]_{[v 0<n<N-1
xlabele] 7 O resto
{i
jTTTT IS e e n+l 0<n<L-1
xa[”]: 2L—(n+1) L<n<2L-1
0 resto

¢ Cual es el problema?

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 17
(EPS-San Pablo CEU)

Probl Opp: 8.11, 8.12*, 8.14, 8.15, 8.27, 8.29, 8.35, 8.36
Probl Proakis: 5.2,5.4,5.5,5.8, 5.9



x[n] = x,[n]* x,[n] = ixl[k]xz[n— k]

Implementacion de la convolucion
lineal usando la DFT

Pero el producto es nulo

. fuera del intervalo
m N _ 0<n<L+P-2

£
0 L

[~

Si quiero evitar el aliasing temporal
en X;[#], debo tomar al menos

E?TTT

] N =L+ P-1 muestras en Fourier. ¥

De hecho, se puede demostrar que

&

Curso 2012/2013

n-P

{Zhﬂnrw]o<n<N1
. =—00

0 resto
donde N es el nimero de muestras de la DFT.
Carlos Oscar Sanchez Sorzano 18
(EPS-San Pablo CEU)

w - 3 Xy [n]=x,,[1]®x,,[n]= @
WTTTTT?Q _

La ultima muestra de la salida se produce para n-(P-1)=L-1 o lo que es lo mismo

n=L+P-2. Ejercicio: realizar esta demostracion.

Probl Opp: 8.17

18



Implementacion de la convolucion
lineal usando la DFT

Ejemplo:
x,[nj=x,fn]
al
2+
R L R &
. T 7 " na 8 4 5
-4 2 0 2 4 I{ ]E 8 10 12 14
I T ; T .
xypla] ol
T T T T N T
4 2 0 2 4 ‘(3[”16 8 10 12 14
i - : - :
x[n] L
il 7
T Il T T T
4 2 0 2 4 0] & 8 10 12 14
3
. ) - - -
x[n-rN] 0<n<N-1"[
syl = 20— 7] [ T | 1; L]
0 resto I I o1
-4 2 0 2 4 6 8 10 12 14
Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 19

(EPS-San Pablo CEU)
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Implementacion de la convolucion
lineal usando la DFT

Si hay aliasing en el tiempo, ¢ no me sirve ninguna muestra?

0 resto

xm[”]={rix3[n—rN] 0<n<N-1 T ‘ | ?

La convolucion periddica es e

idéntica a la convolucion
lineal en el intervalo

T T T

—-N+L+P+1<n<N-1

N N+L+P-1

L/ Wm\“

n
N N+L+P-1

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano
(EPS-San Pablo CEU)

20
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Implementacion de la convolucion
lineal usando la DFT

Convolucién por blogues (overlap-add)

x[n]= ixr[n —rL]

r=0

xn+rLl] 0<n=<L-1
xl‘[”]: i

0 resto

yln]=x[n]*hln]
= i x,[n—rL]*h(n]

= iy,[n —rL]

xf[r”] 1

Cada y,[#] tiene un soporte de L + P—1 muestras.

Curso 2012/2013

Carlos Oscar Sanchez Sorzano

(EPS-San Pablo CEU)
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Implementacion de la convolucion
lineal usando la DFT

Ejemplo: ]
x[n] = sin( & n)u[n] 0 fo T T T T fa
hln]l=u[n]—u[n-P] il 1 1 b‘Lll 1
P=T i

(T,

0 | %élli}&aoool Q‘FTTTTT
: i
ent 11117, e 11T
L] - L ‘
é - 20 25
Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 22

(EPS-San Pablo CEU)

22



Implementacion de la convolucion
lineal usando la DFT

Convolucién por blogues (overlap-save)

{X[H+VLP+]] 0<n<L+P-2
x,[n]=

0 resto

yln]= iy,.[nfr(LfP+l)+P71]

r=0 Pl

Yplnl=x,[n]* H[n]

0 resto .

,.[n]:{yrp[”] P-1gn<l-1

L L
2LPs1 2@

Cada y,[#] tiene un soporte de L — P+1 muestras.

Curso 2012/2013
(EPS-San

Carlos Oscar Sanchez Sorzano 23

Pablo CEU)
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Implementacion de la convolucion
lineal usando la DFT

Ejemplo:
x[n]=sin( 5 nu[n] QTT TT? : i (?Tmmﬁ
hln]=u[n]—uln—-P] ! . -
P = 7 :;+1 0 & ? P+1 0
L=15 : T ] ¥ 3
" E ] . Al

T 0

:, ‘?TTT TTT? 5 J Wl’?
| F

= 1 ?TTWTT? QTTWT?? ‘ - s mﬁWTTq ??TﬂWTT

I C TF |

0 10 20 30 0
n

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 24
(EPS-San Pablo CEU)

Probl Opp: 8.39, 8.40, 8.41, 8.43, 8.59, 8.60, 8.62, 8.63, 8.64, 8.66, 8.67

24



Calculo directo de la DFT

X[kl= " xnlWy = X [k1+ jX,[k] Xy[k1= > xz[n]cos 22 + x, [n]sin 22z
n=<N> i n=<N>
x[n] =xR[n]+jx.' [n] X/[k] = ZxR[”]Sin 27an —x[[n] COS%

n=<N>

Cada muestra X[k] necesita:

* 4N multiplicaciones reales (N multiplicaciones complejas)
* 4N-2 sumas reales (N-1 sumas complejas)

+ 2N calculos de funciones trigonométricas

El conjunto de la DFT tiene N muestras, por tanto:

* 4N2 multiplicaciones reales (N2 multiplicaciones complejas)

* 4N(N-2) sumas reales (N(N-1) sumas complejas)

« 2NZ? célculos de funciones trigonométricas (precalculadas en una tabla)

¢ Existe un célculo mas eficiente de la DFT?
Sol: Una familia de algoritmos denominados FFT (Fast Fourier Transform)
Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 25
(EPS-San Pablo CEU)

4N-2 sumas reales porque para cada muestra de Xr necesito 2N-1 sumas reales.
Ej: N=2 (xr[0]...+xi[0]...+xr[1]...+xi[1])=2*2-1

Probl Opp: 9.1*



A hombros de gigantes

Algoritmos de FFT

John W. Tukey (1965)

« Matematico estadounidense, 1915-2000
+ Trabajo con John Von Neumann

= Inventor de las palabras “bit" y “software”
« Importantes contribuciones en estadistica

James W. Cooley (1965)

+ Matematico estadounidense, 1926-
« Trabajo con John Von Neumann

+ IBM Watson Research

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 26
(EPS-San Pablo CEU)

“If I have seen further it is only by standing on the shoulders of Giants.” Carta de
Isaac Newton a Robert Hooke en 1676 (Robert Hooke es el de la ley de
deformacion eléstica y el del libro Micrographia).



Algoritmo FFT “Divide y venceras”

Supongamos que N = LM

ECHEIEIEEREEN

x[0] x[L] X[(M-1)L]
X[1] X[L+1] X[(M-1)L+1]
L X(2] X[L+2] X[(M-1)L+2]

x[L-1] x[2L-1] X[ML-1]

l,ml=x{l+mL] 0</<L-1
0<m<M-1
Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 27

(EPS-San Pablo CEU)
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Algoritmo FFT “Divide y venceras”

Supongamos que N = LM

ECHECEIEET
“ M ] »
X[0] X[1] X[M-1]
X[M] X[M+1] X[2M-1]
L X[2M] X[2M+1] X[3M-1]
X[(L-1)M] X[(L-1)M+1] X[LM-1]
X[p.ql=X[Mp+q] 0<p<L-1
0<g<M-1
Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 28

(EPS-San Pablo CEU)
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N

Algoritmo FFT “Divide y venceras

L-1 M-1

Z Z x[l m ’I/Ip+q ({+mL)

=0 m=0

X[k]= Zx WY =X(p.ql= Zx[n]WW”"‘”"

n=0

—

Xlp.ql=X[Mp+q] x[{,m]=x[l+mL]

(Mp+q)(l+mL) __ MLmpygrmlgygr Mplygrlg _ 1. mgyyripyarla mgyyripyarla
Pero ! = WA oW T AW =1-W W W =W W W

L-1 M-1 L-1 M-
X[k]= X[ 1, ma]w {Meratemty — sz[l mW W)W

=0 1=0 m=0

,m]WA';"’J W

DFT de cadafilade x{/, m]— Fll,q]= Zx[! mw,
m=0

Modificar cada fila de F[1.q] — G[l,q] =W F[l,q]
W,

~ Ll )
DFT de cada columna de G[/,¢g] ——X[p.q]= ZG[]: g’

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 29
(EPS-San Pablo CEU)
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Algoritmo FFT “Divide y venceras”

L1 M-l
X[k]= z W;’(Zx[[, m]WJqJ sz L DFTs de tamario M:

1= m=0 + LM2 multiplicaciones complejas
Y + LM(M-1) sumas complejas

DFT de cada fila de x[f, m]—* « 2M? calculos de funciones trigonométricas

N
o M Fll Modificacion de la tabla
Modificar cada fila de £1/.9] * N multiplicaciones complejas
e, - ! « 2(L-1)(M-1) calculos de funciones trig.

M DFTs de tamafio L:
« ML? multiplicaciones complejas
+ ML(L-1) sumas complejas

DFT de cada columna de G|/, ¢]

Ejemplo: N =1000=500-2=250-4 + 212 calculos de funciones trigonométricas
Directo Divide y Divide y Total:
venceras venceras y . . .

— * N(M+L+1) multiplicaciones complejas

Multiplicaciones 1,000.000 503.000 255.000 . N(M+L-2) sumas complejas
. 2+ 2 _ o 4 H i
F— 995,000 00,000 252,000 2(M#*L2+(M-1)(L-1)) calculos de funciones trig.
Funciones 2,000.000 501.006 126.526

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 30

(EPS-San Pablo CEU)




- “ D . L] d r ,,
Algoritmo FFT “Divide y venceras
Ejemplo: §y =15 I
i — q = lq
Fll,q] Wy Gll,q]=W,F[l,q]

X[0] 51 | x(10] N ETREEREEE we | we | we Gl0,0] | G011 | 60,2

x(1] (6] <11 |OFTs [epo | Fiv | Ptz W W w2 el | enal | ez
15 15 15

x2] W7 | 2] oo [ R [ rea | e | w2 [ we | =[ e=9f] ez | cea
= 15 15 15

X(3] xB8] | x(13] F3.0] | FI3.1] | F3.2) wo 1w | we G0 | eEl | e
15 15 15

141 ] [14] FI40] | Fl41] | Fi4.2] 0 4 8 Gl4.0]] | Gl | G2
. : : > Wis | Wis | Wis

| DFTs |
X[0] X[] X2
X[3] X[4] X[5]
DFT

| x[0] | 1] | | x[14] I — 15 | X[0] | X[1] | . I X[14] I< | X[6] X[7] XI8]

X[9] X[10] X[11]

| | XM2] | X(3] | xp4]

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 31
(EPS-San Pablo CEU)

Ejercicio: realizar DFTs de 15 elementos
Probl Opp: 9.29, 9.30, 9.37
Probl Proakis: 6.3*, 6.4*



Algoritmo FFT de base 2
(diezmado en el tiempo)

Un caso especialmente eficiente es cuando N =r"

Estudiaremos » =2 Base del algoritmo
[ xo | xt11 | x@21 | w31 | .. |1 | xn)
| «o1 | x21 | .. [Nz EXREEEEIEER
xX[m] = x[2m] x,[m] = x[2m+1]
m=0,1,..,4—1 m=0,1,..,4—1
N-1 3-1 31
XK1= xlnlwy = xnlWy + D xlnlwy" = x2mW>" + O x[2m + 1]

n=0 n par n impar m=0 m=0
. .

= S W W = X[k W,
m=0 - m=0 -

T DET de NI2 puntos
Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 32
(EPS-San Pablo CEU)
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Algoritmo FFT de base 2
(diezmado en el tiempo)

X[k]= X [k1+ W, X, [k]

Pero, ademas, X [k]=X,[k+%]
X\[k]= X\ [k+5] > — X[k +2]= X, [k+ X1+ W57 X [k +2]

k+% _ k
Wy =Wy = X, [k]-W} X [k]

e Mariposa” Complejidad de una mariposa

i X, [k] X[k] § * 1 multiplicacion compleja

5 : * 2 sumas

X [£] X[k+5
Wy -1
Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 33

(EPS-San Pablo CEU)
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Algoritmo FFT de base 2
(diezmado en el tiempo)

Puedo repetir el proceso tantas veces hasta llegar a 2 muestras Unicamente

[ o1 | «t11 | x21 [ x31 | x4 | x5 | x6] | «71 |

| x01 | x21 | xt41 | xie] |

IECEEEREERECZE

| x[0] | x[4] | | x(2] | X[6] |

[ [ x| [ x@ [ x|

DFT, DFT,

I B

Combinar DFT, ‘

DFT,

I

DFT,

l

l

L
|

Combinar DFT,

L

l

|
l

|
|llll

Combinar DFT,

ol

Curso 2012/2013

Vo

Carlos Oscar Sanchez Sorzano

(EPS-San Pablo CEU)
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Algoritmo FFT de base 2
(diezmado en el tiempo)

x[0] X[0] | x101= X, [01+W X,[0]

x[4] | X[1] | =, [0+, x, 1]

X[2] X[2] | x[2]1= X, [21+ W2 X (2]

x[6] X[3]

x[1] X[4] | x[0+5]= X[4]= X,[0]- W X,[0]
x[5] XIS | xr1+5]= X[5]= X, [11- WX, [1]
X[3] X[6] |X[2+31=X[6]=X,[2]-W. X [2]
X[7] X[71 | X[3+4]=X[7]= X, [3]-W.X,[3]

X[0]=X,[0]+ WX [0]
X[0+3]= X[1]=x,[0] - #;'x,[0] [ X[0+4] = X[2] = X,[0] - ;' X,[0]

X[1+4]= X[3]= X, [1]-W.X,[1]

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 35
(EPS-San Pablo CEU)




Algoritmo FFT de base 2
(diezmado en el tiempo)

Complejidad
L | ' L '
DFT, DFT, DFT, DFT, | N/2mariposas
b | I L log, N
‘ Combinar DFT, | | Combinar DFT, | N/2 mariposas niveles
L L L I

Combinar DFT, | N/2 mariposas

|
b o

N o .
¢ Slog, N multiplicaciones complejas

N
Complejidad global: 710& N mariposas — {

* Nlog, N sumas complejas

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 36
(EPS-San Pablo CEU)
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Algoritmo FFT de base 2
(diezmado en el tiempo)

Complejidad
Numero de puntos (N) Multiplicaciones Multiplicaciones Factor de mejora
complejas en el calculo complejas en FFT
directo
4 16 4 4.0
8 64 12 53
16 256 32 8.0
32 1024 80 12,8
64 4096 192 21.3
128 16384 448 36.6
256 65536 1024 64.0
512 262144 2304 113.8
1024 1048576 5120 204.8
Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 37
(EPS-San Pablo CEU)

Probl Opp: 9.2*, 9.3, 9.4, 9.14, 9.15*%, 9.16, 9.18, 9.22, 9.23, 9.24, 9.45, 9.46,

9.50, 9.51
Probl Proakis: 6.7, 6.9, 6.11, 6.12, 6.13*, 6.23, 6.28, 6.36



Otros algoritmos FFT

FFT base 2 (diezmado en frecuencia)
FFT base 4

FFT base partida (Split Radix FFT)
Algoritmo de Goertzel

Winograd Fourier Transform
Transformada z chirp

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 38

(EPS-San Pablo CEU)
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Resumen

Serie de Fourier discreta (DFS)
Transformada de Fourier de senales
periodicas

Transformada de Fourier discreta (DFT)
Convolucion lineal

Calculo de la DFT:
— Algoritmo directo
— Algoritmos FFT

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 39
(EPS-San Pablo CEU)

Probl Opp: 9.5, 9.7*, 9.21, 9.27, 9.28, 9.31, 9.32, 9.33, 9.35, 9.48
Probl Proakis: 6.16, 6.22, 6.24, 6.33, 6.35, 6.37

39



Tema 8 — Estimacion espectral
de potencia

Carlos Oscar Sanchez Sorzano
4° Ing. Telecomunicacion
EPS — Univ. San Pablo — CEU

Proakis (Cap. 14), Oppenheim (Cap. 10)



Analizadores de espectro

SEEE Cid @
BEIEEI L] =
= Sl al= e
@ o slso

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano
(EPS-San Pablo CEU)

Agilent PSA Series High-Performance Spectrum Analyzer



Analizadores de espectro

Frequency span (FFT and swept mode)

Range 0 Hz {zero span), 10 Hz to maximum frequency of model
Resolution 2Hz
Accuracy 1[0.2% x span + span / (sweep points —1)]

Reselution bandwidth (RBW)

Range {-3.01 dB bandwidth) 1 Hz to 3 MHz (10% steps), 4, 5, 6, 8 MHz

Bandwidth accuracy (power) RBW range 1 Hz to 51 kHz 10.5% (£ 0.022 dB)
56 kHz to 75 kHz +1.0% (+ 0.044 dB)
82 kHz to 330 kHz +0.5% (+ 0.022 dB)
360 kHz to 1.1 MHz (< 3 GHz CF) +1.0% (+ 0.044 dB)
1.2 MHz to 2.0 MHz (< 3 GHz CF) +0.07 dB nominal
2.2 MHz to 6.0 MHz (< 3 GHz CF) 0.2 dB nominal

Bandwidth accuracy (-3.01 dB) 1 Hz to 1.5 MHz +2% nominal

RBW range

Selectivity (-60 dB/-3 dB) 4.1:1 nominal

EMI bandwidths (CISPR compliant) 200 Hz, 9 kHz 120 kHz. 1 MHz

EMI bandwidths 10 Hz, 100 Hz, 1 kHz, 10 kHz, 100 kHz, 1 MHz

(MIL STD 461E compliant)

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano
(EPS-San Pablo CEU)

http://cp.literature.agilent.com/litweb/pdf/5980-1284E.pdf



Analizadores de espectro

Spectrum Analyzers on Sale

Image

Curso 2012/2013

Description Pricing*

HP/Agilent E4440A-1D5-219-226-B7J-H70
(Dema) G
3Hz - 26.5GHz Spectrum Analyzer PSA Series

HP/Agilent E4440A-1DS-AYZ-B7)-H70
(Dema) 5
3Hz - 26.5GHz Spectrum Analyzer PSA Series

HP/Agilent 8563E
(Refurbished)
9kHz - 26.5GHz Spectrum Analyzer

HP/Agilent 8593E-010-041 List price $39;:96+
(Refurbished) Sale price $18,285

9kHz - 22GHz Spectrum Analyzer savings)

Rohde and Schwarz FSH-Z1
(Refurbished)
Power Sensor for FSHx

Carlos Oscar Sanchez Sorzano
(EPS-San Pablo CEU)




Medidores de campo

1952.50 MHz  13.0 dBuV

con un PROLINK Premium

con ofro equipo

Precio Enero 2007: 4680 euros

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano
(EPS-San Pablo CEU)

http://mww.promax.es/esp/productos/fichaprod.asp?product=101



A hombros de gigantes

w{:ia

Reginald Hooker(1901)

« Estadistico inglés, 1867-1944
+ Hijo de un amigo de Darwin

+ Articulo sobre la correlacion de
la tasa de matrimonios y el
comercio

Geoffrey Taylor (1921)

« Fisico inglés, 1886-1975

* Nieto de George Boole

+ Trinity College Cambridge

« Articulo sobre difusion continua
en dinamica de fluidos

Albert Michaelson (1891)

+ Fisico estadounidense, 1852-1931
* Premio Nobel Fisica 1907 por
instrumentos opticos de precision
* Libro de éptica

+ Midi¢ la velocidad de la luz
Albert Einstein (1914)

* Fisico aleman, 1879-1955

* Premio Nobel Fisica 1921 por
efecto fotoeléctrico (jno por la
relatividad!)

+ Articulo sobre analisis de valores
con ruido

Carlos Oscar Sanchez Sorzano 6
(EPS-San Pablo CEU)

Curso 2012/2013

“If I have seen further it is only by standing on the shoulders of Giants.” Carta de
Isaac Newton a Robert Hooke en 1676 (Robert Hooke es el de la ley de
deformacion elastica y el del libro Micrographia).



A hombros de gigantes

Tiempo Paramétricos
Frecuencia

Norbert Wiener (1958)
* Matematico estadounidense, 1894-1964

« Doctor a los 18 afios

« Estudio con Bertrand Russell (I6gica y conjuntos),
Godfrey Hardy (teoria de nimeros y analisis), David
Hilbert (analisis para mecanica cuantica y relatividad
general), Edmund Landau (analisis complejo)

« Libro sobre problemas no lineales con variables
aleatorias

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano
(EPS-San Pablo CEU)




Contenido

» Analisis espectral de sefiales estacionarias
— Métodos no paramétricos
* Analisis espectral usando la DFT
* Periodograma (Bartlett & Welch)

* Promediado de periodogramas (Bartlett & Welch)
* Método de Blackman & Tukey

— Métodos paramétricos
* Modelos AR
 Analisis espectral de sefiales no estacionarias
— Short-Time Fourier Transform (STFT)

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano

(EPS-San Pablo CEU)




Analisis espectral usando la DFT

Esquema general

s, (1) x, (1) x[n]  v[n] VIk]
—| H,(jQ)— €D (<) DFT [
7 i

X Q)= H,,(j)S.(j€2)

X(e™) =% S X (j(2—k2))

K =—00

V(e'")=L X (") ®W (')

jo 1 271' 271' 1
VIK1=V(e™)|, 2, Q,=—"k . AQ = b Af =
o TN NT =T
Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 9

(EPS-San Pablo CEU)

Bibliografia: Oppenheim 10.1, Proakis 14.1

Probl Opp: 10.1*, 10.2*, 10.3*
Probl Pro: 14.24



Analisis espectral usando la DFT

(EPS-San Pablo CEU)

S.(j€2) H,,(j€) X, (L)
05 B 05 05
| - \
L TR) o T o 0 o0 wo BT
a a o
18000 T 15 - 3
16000 X(ejw)— W(ejﬂJ) 0 V(ejm)
14000 4 . V[k]
12000 1 o 2 F
: 10000 £ g { b
= 000 z i
s K
6000 s ;
2000 ‘
% w0 [ w0 ] % 7 0
Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 10

Bibliografia: Oppenheim 10.1, Proakis 14.1

10



Analisis espectral usando la DFT

Efecto del enventanado

Ejemplo:

s, (t)= A, cos(Qpt +6,)+ 4 cos(Qit+6) —oo<t<m

x[n]= A, cos(wn+86,))+ A cos(on+6) -co<n<wo w,=Q,T
o, =Q,T

Vn] = Awln]cos(w,n +6,) + Awin]cos(wn+6,)

A, ; A, 0 _ A wn A g iy
:7"6’ °w[n]e””"”+7”e Pow[nle ™" +71c)’ "wnle’" +7‘e Pinle ™"

V(ejm) :%Gf()"W(ef(") mc,))+%e f{)“W(ej(ﬂHm‘)))+%eﬂ)‘W(ef(m—m‘))+%e—[{)|W(e;‘(m+pﬁ))

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 11
(EPS-San Pablo CEU)

Bibliografia: Oppenheim 10.2, Proakis 14.1

11



A

La ventana rectangular tiene el
I6bulo principal menos ancho
para una longitud dada pero el
mayor |l6bulo secundario.

12

Analisis espectral usando la DFT
V(eff-") = ief’)uW(ef(mfwl) 4 iefm”W(e N”H’w) 4 ie j6 W(efw*m\ ) ja Je*/'fflw(ei(wﬂ"w ')
2 2 2 2
60 N. ]
Relacion entre el

F a0l lébulo principal y 4
5 Anchura del los demas lobulos

20+ I6bulo principal -

o = 0

ol T T T ]
E 401 -
E 1 M M“ ]

0 1 1 L 1 Il

-pi w w0 0 w0 wl

sl T T T ]
A,,&= o+ b
E Bl N\N\f‘{\[\M\N Mm ]

qpl -wlD S wlu pi

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano
(EPS-San Pablo CEU)

Bibliografia: Oppenheim 10.2, Proakis 14.1

12



Analisis espectral usando la DFT
TABLE7.1 COMPARISON OF COMMONLY USED WINDOWS
Peak Transition
Peak Approximation  Equivalent Width
Side-Lobe  Approximate Error, Kaiser of Equivalent
Type of Amplitude Width of 20logo 8 Window, Kaiser
Window (Relative) Main Lobe (dB) B Window
Rectangular -13 dn/(M+1) =21 0 1.81a/M
Bartlett -25 8n/M =25 1.33 237n/M
Hanning ~31 8n/M —aa 3.86 501/ M
Hamming —41 8n/M -53 4.86 6.277/M
Blackman -57 127/M -74 7.04 9197/ M
I M > o
Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano
(EPS-San Pablo CEU)

13

Bibliografia: Oppenheim 7.2

Probl Opp: 10.7*, 10.8*,

13



Analisis espectral usando la DFT

Efecto del enventanado

Solucion: Ventanas de Kaiser

0 A, <13.26
B =p(5)=10.76609 (A, -13.26)"" +0.09834 (A4, -13.26) 13.26 < 4, < 60
0.12438 (A4, + 6.3) 60 < 4, <120
0 T T T T T
= kaEC(BH Uar(?kjll
oy A,(dB) " A4, = -20log o 8

W™
T
A i

50+ [
| {\
~\

60 Am.’ V ,\\ _
0+ _7_ / { \f \ A |

- \ TRAYE VAW
80F | \ Vool [ ) /-
LT
1005 05 ] 15 2 25 3
Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 14

(EPS-San Pablo CEU)

Bibliografia: Oppenheim 10.2

Delta_ml es la semidistancia al cero del primer I6bulo. A_sl es la amplitud (dB)
del I6bulo secundario



Analisis espectral usando la DFT

Efecto del muestreo en frecuencia

cos(2£n)+0.75¢cos(2£n) 0<n<63
Ejemplo \"{f’?] ={ ( 14 ) ( 15 )

0 resto
Ay2N Los maximos de la DFT no tienen por
30 1 qué coincidir con los maximos de la
sefial. La relacion entre picos de la
L J DFT tampoco.
25 AN P

201 B

Mek)|
&

4 ) . &
(Eshu)
9p‘| wl-wd 0 w0 wi pi %
10}
Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 15
(EPS-San Pablo CEU)

Bibliografia: Oppenheim 10.2

Probl Opp: 10.14*, 10.17*

15



Analisis espectral usando la DFT

Efecto del muestreo en frecuencia

Ejemplo: v[r]= {

COS(ZL_E n)+0.75 cos(%’n) 0<p<63 Incluso, al variar la longitud de la

ventana obtengo resultados muy

0 resto distintos.

Curso 2012/2013

N =128 (Padding)

_—

Carlos Oscar Sanchez Sorzano 16
(EPS-San Pablo CEU)

Bibliografia: Oppenheim 10.2

16



Contenido

» Analisis espectral de sefiales estacionarias
— Métodos no paramétricos
* Analisis espectral usando la DFT
* Periodograma (Bartlett & Welch)

* Promediado de periodogramas (Bartlett & Welch)
* Método de Blackman & Tukey

— Métodos paramétricos
* Modelos AR
 Analisis espectral de sefiales no estacionarias
— Short-Time Fourier Transform (STFT)

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano

(EPS-San Pablo CEU)

17

17



Analisis de senales estacionarias:
Periodograma (Bartlett y Welch)

st — S x.(1) xn] vl VIk]
== Hcm (j ) —¥ C/'D 4.®_’ DFT | .
IT IW[’?] de longitud [,
S, (J)
S (jQ) |Q<Z
chxr (]Q) — SS‘_SL_ (jQ) Haa (]Q)IZ _ { S5eSe (.] ) ‘ ‘ < T
0 resto

S, U9 |eo|<z

joy — FoYy —

S.\'x (e ) - S_\“_\'L_ (J %) -
0 resto
2
{J es un factor de normalizacién

j@yN 1 j@
S, (& )—E|V(e’ )

|2

5. (") =$V{k]

Periodograma

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 18
(EPS-San Pablo CEU)

Bibliografia: Oppenheim 10.6, Oppenheim 10.7, Proakis 14.2

18



Analisis de senales estacionarias:
Periodograma (Bartlett y Welch)

Analicemos un poco mas §_ (ef'“’):L‘V(efw) ¢
vV L

[-..

Vie’)= v[ le’™  [n]=0 salvoenelintervalo0<n< L —1
n=0
) L=1 L-1 L-1
|V(e-"") Zv nle " J Zv[n]e f“’"j =Z V[n]e!"v[[]e "
n=0 n=0 /=0
L-1 n+(L-1) -1
=3 Y nplle " = Z Zv[n Mn+mle ™"
I n=0I=n-(L-1) n=0 m=—(L-1)
aunque fuera delintervalo 0 </< [ —1 séque y[/]=0
il (L] . -
= Z Zv[n]v[n+m] e/ = r Jmle "
m=—(L—1) \_n=0 I m=—(L1)
L=1
r, [m]= Zv[rt]v[n+ m|= Zx[n]w{n]x[n+ mwln+m]
n=0

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 19
(EPS-San Pablo CEU)

Bibliografia: Oppenheim 10.6, Oppenheim 10.7, Proakis 14.2

19



Analisis de senales estacionarias:
Periodograma (Bartlett y Welch)

Propiedades
T L
L m=—(L-1)
L-1

Z E{x{nlw{nlx{n+mlwin+m]}= Z'f'_.-_\.[M]W[ﬂ]W[ﬂ +m] =g [m]r,, [m]

i n=0

L-1 1 ]

mlr, [mle /" 3 ——S_(e/)®S, . (e") | _,
LU m_;?)\'r ] ww [ LU 21 ( ) ww ( ) SeSgO

ES, ()4

2
S, (€") =P (')

Supongamos que S‘.(e-"“’)=1, entonces E{S (ef” %%j (e”)dw

11

E{Sl_,l,(e’(")}:l:>U: js (€")do & Izl:w[n — Asintéticamente

insesgado

tﬂ\-—‘

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 20
(EPS-San Pablo CEU)

Bibliografia: Oppenheim 10.6, Oppenheim 10.7, Proakis 14.2

Asintéticamente insesgado significa que el sesgo tiende hacia 0 cuando la
longitud de la ventana tiende a infinito.

Probl Pro: 14.5, 14.6,

20



Analisis de senales estacionarias:

Periodograma (Bartlett y Welch)

Si win]=u[n]-u[n—L], entonces

rlm] = {L bl <L g (o) = [Si“(w é)]

0 resto sin(%)

Var {Sw (ef(" )}: S.v.v (ejw (l + % Sn-w (e,f(U )]

[ Ventana rectangulary x[#] gaussiano

En otros casos,

Var{Sw (ejw)} ~S.(e)

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano
(EPS-San Pablo CEU)

21

Bibliografia: Oppenheim 10.6, Oppenheim 10.7, Proakis 14.2

21



Analisis de senales estacionarias:
Periodograma (Bartlett y Welch)

Ejemplo: ruido blanco gaussiano de media 0 v potencia 1

n:,‘id—
)
g’ /\
T 1 T L s i
15 2 25 3
4

T
— L=32 N=1024

=

UL b 0 P AL ol M o Si L= N, entonces las

0 05 T 15 2 25 3 muestras del

Applet; http://users.ece.qgatech.edu/~gtz/java/pericdogram/notes.html periodograma son
http://users.ece.gatech.edu/~gtz/java/powerspec/notes.html independientes.
http://users.ece.gatech.edu/~gtz/java/periodogram_avg/notes.html

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 22
(EPS-San Pablo CEU)

Bibliografia: Oppenheim 10.6, Oppenheim 10.7, Proakis 14.2

Probl Pro: 14.8*

22



Analisis de senales estacionarias:
Promediado de periodogramas

v[nl=v[rR+nln]  0<n<L-1

L

QB g
. . oA h
Sy, (@)= |7 () I *
o LU TR g
l o WWWWWW ]
—— 1 & - — —
S (&)y==—> 5§, (& T i ]
(€)= 28, (@) I vt
it | ™
Propiedades : W%W”WWW | ]
ES, (e")=Els,, ()} I
< joy | _ 1 & Si w{n]=u[n]—-u[n— L], entonces
Var{SW(e" )}_EVGF{S"M (eJ )} estt: r’:létotzi: seLIIl:ma de Bartlett.
Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 23

(EPS-San Pablo CEU)

Bibliografia: Oppenheim 10.6, Oppenheim 10.7, Proakis 14.2



Analisis de senales estacionarias:
Promediado de periodogramas

Ejemplo: ruido blanco gaussiano de media 0 y potencia 1

6l — L=256 N=1024 |]

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 24
(EPS-San Pablo CEU)

Bibliografia: Oppenheim 10.6, Oppenheim 10.7, Proakis 14.2

24



Analisis de senales estacionarias: A traves
de la autocorrelacion (Blackman & Tukey)

La densidad espectral de potencia es la transformada de Fourier de
la funcién de autocorrelacion (Tma. de Wiener-Khintchine)

Sea win)=u[n]-uln—L] vy v[r]=x[nwn]
1 L—Em‘—i
vinMn+m]=4p Z{;x[n]x[n ] < L
. 0 resto

. L-|m}-1 L-|m-1
E w[m]}—% ZE{x[n]x[mlml]}—% Zcfﬁﬂ[m] wlmlg..[m]
n=0 n=0 <,

Estimador sesgado
¢W[m] =— v[n]v[n + m] — Estimador insesgado

Varlg,[ml}~— 382001+ g ln-mlg, [+ m

n=—ow

Comparando con el periodograma, resulta que & (ef‘“) = l|V(ef“’) ’
v L

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 25
(EPS-San Pablo CEU)

Bibliografia: Oppenheim 10.6, Oppenheim 10.7, Proakis 14.2

Probl Pro: 14.1*



Analisis de senales estacionarias: A traves
de la autocorrelacion (Blackman & Tukey)

En cualquier caso, si 7 es grande, hay pocas muestras disponibles para el
estimador por lo que la varianza del estimador es mayor. En el caso del
periodograma esta varianza se introducia directamente en el calculo de la
densidad espectral de potencia. Sin embargo, al pasar por la autocorrelacion
podemos atenuar este efecto por medio de una ventana (simétrica).

w,[n]=0 salvoenelintervalo —(M -1)<n<M -1
Sw(ejm) = TF%WC‘[n]éw[n]}: 5]; W, (ejw) ® (’I\)v,,-(ejm) —— Suavizado en frecuencia

. - »IU i
Para que S, (e’”)>0, se necesita que W.(¢’”) 20, De las ventanas estudiadas
en este curso, solo la ventana triangular cumple esta condicion.

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 26
(EPS-San Pablo CEU)

Bibliografia: Oppenheim 10.6, Oppenheim 10.7, Proakis 14.2

26



Analisis de senales estacionarias: A traves
de la autocorrelacion (Blackman & Tukey)

Propiedades

M-1 R , M-1 i o
E{S, (@)}t Y wc[m]E{gzﬁw[m]}e‘-’“’”’z S wiml S, [mle
m=—(M-1) m=—(M-1)
LW ()® S, (™)

Supongamos que S_ (¢’“)=1, entonces S, (e’") =5 _[ W.(e’)dw = w,[0]

- '
Para que el estimador sea asintdticamente insesgado se necesita que w,[0] =1

1 M-1

Var{&(ef“)}z(z Y (wc[m])z}si(e-%

m==(M-1)

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 27
(EPS-San Pablo CEU)

Bibliografia: Oppenheim 10.6, Oppenheim 10.7, Proakis 14.2



Analisis de sefales estacionarias: A traves
de la autocorrelacion (Blackman & Tukey)
Ejemplo: ruido blanco gaussiano de media 0 y potencia 1
;_ ' ‘ B— ' S
Dbbdbidath] |
; Lp AJ kﬂj\/\ﬂ \NL /V M\“ 06 /ﬂ \‘\,
s [
04 f \.
T ' ‘ ‘ ‘ (Srcms= I j‘/ M\*\ I
i /L oy
;D [\V\N ; V\’J\J\ | M <<L
, —
Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 28
(EPS-San Pablo CEU)

Bibliografia: Oppenheim 10.6, Oppenheim 10.7, Proakis 14.2

La atenuacion de la correlacién a altos lags es porque estoy calculando la
autocorrelacion enventanada

28



Curso 2012/2013

Resumen de métodos

* Bartlett: promediado de periodogramas, no solapamiento

* Welch: promediado de periodogramas enventanados, con solapamiento

* Blackman-Tukey: transformada de Fourier de la autocorrelacion

ey
Factor de calidad @ *m

N .
Bartlett 0= Ao, =272
Welch 0, = 16§ Aw,, = 2;;@ Solapamiento 50%,
YoM " M  ventana triangular
1.5N .
Blackman-Tukey O, :% Awy, = 2%%

Carlos Oscar Sanchez Sorzano
(EPS-San Pablo CEU)

29

Bibliografia: Oppenheim 10.6, Oppenheim 10.7, Proakis 14.2

Probl Pro: 14.9*%

29



Contenido

» Analisis espectral de sefiales estacionarias
— Métodos no paramétricos
* Analisis espectral usando la DFT
* Periodograma (Bartlett & Welch)

* Promediado de periodogramas (Bartlett & Welch)
* Método de Blackman & Tukey

— Métodos paramétricos
* Modelos AR
 Analisis espectral de sefiales no estacionarias
— Short-Time Fourier Transform (STFT)

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano

(EPS-San Pablo CEU)

30

30



Estimacion espectral paramétrica:
Modelos AR

el g [ ,
¢nu'[m] =g, 5[’77] S.“ (e.f“) — O-i H(e‘m) &

1 .
H(z)=—— —— Modelo AR (Auto Regressive) —, cuaciones de

A(z) P Yule-Walker
xn]+ Y ax[n—k]=win] , 2
= 62 =62(p) =r 0] [1-Ja[)
k=1
Ventaias: T Error residual:
: : indicador de la

» Representa bien espect_ros con picos . bondad de Ia
= Se resuelve con un conjunto de ecuaciones lineales prediccion

* En general, se pueden hacer estimaciones de la PSD con menos datos
que con el periodograma

* Tma. de descomposicion de Wold: cualquier proceso MA o ARMA se
puede expresar como un proceso AR (es posible que de orden infinito)

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 31
(EPS-San Pablo CEU)

Bibliografia: Proakis 14.3

El error residual es una de las salidas de las ecuaciones de Yule-Walker. Aqui lo
pongo para refrescar y porque los criterios de seleccion del orden se basan en
esta medida

Probl Pro: 14.13*, 14.16, 14.17



Estimacion espectral paramétrica:
Modelos AR

Seleccion del orden del modelo

r ™ —— Picos espurios en el espectro
iz W Espectro demasiado suave

No se trata de minimizar simplemente 6(p) porque esta variable decrece con p
En su lugar se minimizan otras cantidades.

Akaike: Final prediction error

& N+p+l
FPE(p)=62(p) L
N-p-I
N es el nimero de muestras
de x[n] disponibles

Akaike: Akaike Information Criterion AIC(p)=n&2(p)+ 2p
: N

Rissanen: Minimum Description Length MDL(p)=NIné2(p)+pn N

. . . P
Parzen: Criterion of Autoregressive Transfer CAT(p):[IZ 721 ] “2]
Nia a,(k) 0.(p)
N N 2
G =——a.(k
) o, (k) Nk o, (k)
Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 32
(EPS-San Pablo CEU)

Bibliografia: Proakis 14.3

32



Ejemplo:

Estimacion espectral paramétrica:

Modelos AR

Seiial ruidosa con dos tones w=0.33 y w,=0.6z

I | LIl
‘ Wb ‘M‘U‘f‘ Sl
i el

b V

! 1 1 1 I L ! I
300 400 500 600 700 800 200 1000
n

Periodograma

Modelo AR
= 8 8
( 1

Curso 2012/2013

Carlos Oscar Sanchez Sorzano 33
(EPS-San Pablo CEU)

Bibliografia: Proakis 14.3

33



Estimacion espectral paramétrica:
Modelos AR
Ejemplo:
108
UE_, 107}
.g 106}
E 105}
E 104}
! 0'30 1I0 2l0 3I0 4‘0 5‘0 60 | ‘
P |
Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 34
(EPS-San Pablo CEU)

Bibliografia: Proakis 14.3

34



Contenido

» Analisis espectral de sefiales estacionarias
— Métodos no paramétricos
* Analisis espectral usando la DFT
* Periodograma (Bartlett & Welch)

* Promediado de periodogramas (Bartlett & Welch)
* Método de Blackman & Tukey

— Métodos paramétricos
* Modelos AR
 Analisis espectral de sefiales no estacionarias
— Short-Time Fourier Transform (STFT)

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano

(EPS-San Pablo CEU)
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Short-time Fourier transform

X[m, 1) = ix[n +mw[nle™ = ix[n' W—(m—n")]e”"™ = x[m]* h,[m]

2 Donde

- o

} ‘ h[nl=w-nle™ « s [ (/)= W (/")

—00 < m<0

o
o

0<A<2m

Entonces, si
X, [m] = x[m]* h,[m]
cos((27r 0. 0003n)n) TF{X,[m]}= X (e’ )W (/)

-15

L s
N
F————t
=,4

D

Es decir, X,[m] corresponde a una banda
de frecuencias

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano 36
(EPS-San Pablo CEU)

Bibliografia: Oppenheim 10.3

36



Short-time Fourier transform

Ejemplo: x[n] = cos((27z-0.0003n)n)

Ventana en
el tiempo
i X[m,A)
ol TF{x[n + m]w[n]}
S L TFX , [m]} = X (/)W (e’*)
Ventana en
. frecuencia
1
I o003 M
Tam. ventana tiempo |— resolucién en frecuencia |
resolucion en el tiempo 1
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Short-time Fourier transform

Muestreo en la STFT

Supongamos que w{n]=0 fuera delintervalo 0<n<L -1

— 2z

) X[m, ) ——"——X[m,k]
2r
O0000O@e0000
O0000@e00 oce X[rR, k]
2 O0000e Oo00e
N 000 [ YoJeJeJeJo) ] La condicion para poder
O oJoX JoleoJoJeloX ) recuperar x[#] a partir de la

— STFTes que

m
15; R<L<N
R
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Short-time Fourier transform

Sefial de voz

Curso 2012/2013
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Short-time Fourier transform
Sefial de radar
ik Spectrogram Fourier Spectrum
y(t) = cos(Q0 (f—2%”) :: J—
o S
o £ -
E O —
mer x(t) = cos(Q,t) §
2
¥(1) = cos(Q,( -222)) .
= COS(QO(I = ZMD 0_:: ' 135 -100 75 -58
= cos(QO(l +2%)t -2Q, %) B B
g 0
La frecuencia depende de ) i
la velocidad del objeto 002 4 6 8 10 71.2..’(;«;6 18 20 22 24 26 28
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rho(t) es la distancia de la antena al elemento reflector. c es la velocidad de la
luz. El espectrograma lo he cogido de
http://www.mayhu.com/publication/IEEERadar05.pdf. La linea horizontal cerca de

los OHz es el sea-clutter.



Resumen

» Analisis espectral de sefiales estacionarias
— Métodos no paramétricos
* Analisis espectral usando la DFT
* Periodograma (Bartlett & Welch)

* Promediado de periodogramas (Bartlett & Welch)
* Método de Blackman & Tukey

— Métodos paramétricos
* Modelos AR
 Analisis espectral de sefiales no estacionarias
— Short-Time Fourier Transform (STFT)

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano

(EPS-San Pablo CEU)
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Resumen

 The Fourier transform film:

— http://www.youtube.com/watch?v=XkJpbfGp0

hE

Curso 2012/2013 Carlos Oscar Sanchez Sorzano
(EPS-San Pablo CEU)
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¢ Estos dos polos son
X X complejos conjugados?

Curso 2012/2013

Carlos Oscar Sanchez Sorzano
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